
1. Tan›m. Fonksiyon

kavram›n›n matemati¤in

en önemli kavramlar›ndan

biri oldu¤unu söylemek

fonksiyon kavram›na büyük hak-

s›zl›k olur. Fonksiyon, matemati¤in en

önemli kavramlar›ndan biri de¤il, matemati¤in

en önemli kavram›d›r. Küme kavram› hariç, bel-

ki...

Bilimin b’sinin girdi¤i her yerde fonksiyona

rastlan›r. 

Art›k ilkokullarda bile ö¤retiliyor fonksiyon.

Herhalde afla¤›dakine benzer flekilleri e¤itim ha-

yat›n›z boyunca s›k s›k görmüflsünüzdür.

Üst soldaki yumurta bir kümedir (fiekil 1).

Sa¤daki domates de... ‹çindeki noktalar kümele-

rin elemanlar›d›r. Soldaki yumurtan›n her elema-

n› sa¤daki domatesin bir eleman›na bir okla “gön-

derilmifltir”.

Burada X kümesinden Y kümesine giden bir

fonksiyon flekledilmifltir. Sol taraftaki X kümesi-

nin dört eleman› vard›r: a, b, c ve d. Aç›kça söy-

lenmez ama bu elemanlar›n birbirinden de¤iflik ol-

duklar› varsay›l›r. Sa¤ taraftaki kümeninse befl

eleman› vard›r: 1, 2, 3, 4, 5. 

ƒ, sol taraftaki kümenin her eleman›n› sa¤ ta-

raftaki kümenin bir eleman›na gönderen bir ku-

rald›r. Örne¤in X kümesinin a ve b elemanlar› ƒ
kural› gere¤ince Y’nin 1 eleman›na giderler. Bu,

ƒ(a) = ƒ(b) = 1

olarak gösterilir. Ayn› biçimde,

ƒ(c) = 4

ƒ(d) = 5

yaz›l›r.

Y’nin 2 ve 3 elemanlar›na X’ten hiçbir eleman

gitmiyor. Bu hiç sorun edilmez.  X’ten Y’ye giden

bir fonksiyon Y’nin her eleman›na dokunmak zo-

runda de¤ildir. 

Bu ilk örnekte de oldu¤u gibi, X’in iki ayr› ele-

man› (a ve b elemanlar›) Y’nin ayn› eleman›na (1

eleman›na) gidebilir. Hatta X kümesinin bütün

elemanlar› Y kümesinin ayn› eleman›na gidebilir. Bu

tür fonksiyonlara sabit fonksiyon denir (fiekil 2).

X kümesinden Y kümesine giden bir fonksi-

yonda önemli olan, X’in her eleman›n›n, tan›m-

lanan kural gere¤ince, Y’nin tek bir eleman›na

gönderilmesidir.

Örne¤in fiekil 3’teki kural bir fonksiyon ta-

n›mlamaz. Çünkü burada X kümesinin a elema-

n› Y kümesinin iki ayr› eleman›na (1’e ve 3’e)

gönderilmekte. Fonksiyonun tan›m› bunu ya-

saklar.

Dileyen, fiekil 3’teki “fley”e baflka bir ad bu-

labilir, örne¤in “çok de¤erli fonksiyon” ya da

“monksiyon” gibi. Ama bu “fley” kesinlikle bir

fonksiyon de¤ildir.

fiekil 4’teki fley de bir fonksiyon de¤ildir. Çün-

kü bu kez X kümesinin b eleman› Y’nin hiçbir ele-

man›na gönderilmemifl. Fonksiyonun tan›m› bu-

nu da yasaklar. X’ten Y’ye giden bir fonksiyon

X’in her eleman›n› Y’nin bir (ve bir tek) eleman›-

na göndermeli.
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Fonksiyonun Türkçesi “gönderme” olabilir.

Al›fl›nca yabanc›l›k çekilmiyor, her zaman oldu-

¤u gibi...

E¤er ƒ, X kümesinden Y kümesine giden bir

fonksiyonsa, bunu 

ƒ : X → Y

olarak ve e¤er ƒ fonksiyonu X kümesinin x elema-

n›n› Y kümesinin y eleman›na gönderiyorsa bunu,

ƒ(x) = y ya da ƒ : x a y

olarak yazar›z. O zaman y eleman›na x’in gö-

rüntüsü ya da imgesi denir.

X kümesine ƒ fonksiyonunun kalk›fl kümesi,

Y kümesine de var›fl kümesi ad› verilir.

Örne¤in, ƒ(x) = x2 kural›, tamsay›lar kümesi

Z’den gerçel (reel) say›lar kümesi R’ye giden bir

fonksiyondur. Elbette ƒ(–2) = ƒ(2) = 4.

Ama ayn› ƒ(x) = x2 kural› bize Z kümesinden

gene Z kümesine giden bir baflka fonksiyon verir.

Ve hatta ayn› kural bize Z kümesinden do¤al sa-

y›lar kümesi N’ye giden bir baflka fonksiyon ve-

rir. Ve hatta ayn› kural bize R kümesinden gene

R kümesine giden bir baflka fonksiyon verir. Ve

hatta ayn› kural bize R kümesinden negatif olma-

yan gerçel say›lar kümesi R≥0 kümesine giden bir

baflka fonksiyon verir...

Bir baflka deyiflle, fonksiyon kavram›n›n tan›m›-

n›n içinde (fonksiyonun kural›ndan baflka) bir de

fonksiyonun kalk›fl ve var›fl kümeleri vard›r. Kural

de¤iflmese de, kalk›fl ve var›fl kümeleri de¤iflti¤inde

fonksiyonun da de¤iflti¤i kabul edilir. Yani bir fonk-

siyon sadece bir kural de¤ildir, fonksiyon tan›m›n›n

içinde fonksiyonun kural› vard›r, ama ayn› zaman-

da kalk›fl ve var›fl kümeleri de vard›r.

Bir fonksiyonu, (kalk›fl kümesi + var›fl küme-

si + kalk›fl kümesinin her eleman› için var›fl kü-

mesinin tek bir eleman›n› veren bir kural) ola-

rak tan›mlayabiliriz. Ama a¤›z al›flkanl›¤›yla ve

kolayl›k olsun diye, ço¤u zaman sadece kural

söylenir. Kalk›fl ve var›fl kümelerinin bilindikleri

varsay›l›r.

Örnekler. ƒ(x) = √x kural›, gerçel say›lar kü-

mesi R’den gerçel say›lar kümesi R’ye giden bir

fonksiyon tan›mlamaz, çünkü negatif gerçel say›-

lar›n karekökü yoktur (ya da R’de de¤ildir bu ka-

rekök.) X’ten Y’ye giden bir fonksiyon, X’teki

her eleman› Y’deki bir elemana göndermeli.

Öte yandan, ayn› kural, negatif olmayan ger-

çel say›lar kümesi R≥0’den R’ye bir fonksiyon ta-

n›mlar.

Buna benzer bir nedenden, ƒ(x) = 1/x kural›,

gerçel say›lar kümesi R’den gerçel say›lar küme-

si R’ye giden bir fonksiyon tan›mlamaz (0’in gö-

rüntüsü yok.) Öte yandan ƒ(x) = 1/x kural›, R>0

kümesinden R kümesine (R>0 kümesine de) giden

bir fonksiyon tan›mlar. Ayn› kural, R \ {0} küme-

sinden R’ye giden bir baflka fonksiyon tan›mlar.

ƒ(x) = ± x kural› da R’den R’ye giden bir

fonksiyon tan›mlamaz, çünkü ƒ(x) tek bir

de¤er olmal›. X’ten Y’ye giden bir fonksiyon,

X kümesindeki her eleman› Y kümesinden

tek bir elemana göndermeli. 

Öte yandan, ƒ(x) = {x, –x} kural› R küme-

sinden R’nin (en fazla iki elemanl›) altküme-

ler kümesine giden bir fonksiyon tan›mlar.

Kural da Nesi? Bu “kural” sözcü¤ü sizi rahat-

s›z etmifl olabilir. Bu sözcükten ben de rahats›z›m.

Her fleyden önce “kural”›n tan›m›n› yapmad›k.

Kural da ne demek! Ayr›ca kural› belli olmayan

ya da kural› bilinip de hesaplanamayan fonksiyon-

lar da vard›r. Örne¤in, her do¤al say›y›, bafl›mda-

ki flu andaki saç teli say›s› art› ‹kinci Dünya Sa-

vafl›’nda ölen Frans›z subay› say›s›na yollayan

sabit fonksiyonun de¤eri san›r›m bilinmez, ama bu

“kural” gene de bir fonksiyon tan›mlar.  Biz flim-

dilik bu tür tuhafl›klar› görmezden gelelim. Ama

sadece flimdilik... Seçim Fonksiyonlar› yaz›s›nda

kural› bilinmeyen fonksiyonlar› konu edece¤iz.

Sizi daha fazla rahats›z edecek bir fley daha

söyleyeyim: Fonksiyonun matematiksel tan›m› yu-

kardaki gibi de¤ildir. Matematikte her fley bir kü-

medir, fonksiyon da dahil olmak üzere... Ve biz yu-

kar›da fonksiyonu bir küme olarak tan›mlamad›k...

Ama – inan›n bana – fonksiyonun tam matematik-

sel tan›m›n› bilmek pek o kadar önemli de¤ildir.

Sonuç olarak, X kümesinden Y kümesine giden

bir fonksiyon, X kümesinin her eleman›n› Y küme-

sinden tek bir elemana götüren bir kurald›r.
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fiekil 4. Bir baflka monksiyon.

Say› Kümeleri

Do¤al say›lar kümesi = N = {0, 1, 2, 3,...}

Tam say›lar kümesi = Z = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...}

Kesirli say›lar kümesi = Q = {a/b : a, b ∈ Z, b ≠ 0}

Gerçel say›lar kümesi = R = “say› do¤rusu”ndaki tüm say›lar
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2. Fonksiyonlar›n Bileflkesi. ƒ, X kümesinden

Y kümesine, g de Y kümesinden Z kümesine giden

bir fonksiyon olsunlar. Örne¤in afla¤›daki flekilde-

ki gibi:

Bu iki fonksiyonun bileflkesini al›p X’ten Z’ye

giden bir fonksiyon elde edebiliriz. fiöyle yapar›z:

X’ten herhangi bir eleman alal›m, diyelim a’y› al-

d›k. Bu elemana ƒ’yi uygulay›p Y’den bir eleman

bulal›m; örne¤imizde ƒ(a) buluruz, yani 1’i. fiim-

di Y’nin bu eleman›na g’yi uygulay›p Z’den bir ele-

man bulal›m, örne¤imizde g(1) buluruz, yani r’yi.

Bu bize yeni bir fonksiyon verir. Bu yeni fonksi-

yon, X’in a eleman›n› Z’nin r eleman›na gönde-

rir (fiekil 6.)

Yukar›da ƒ ve g fonksiyonlar›n› kullanarak el-

de etti¤imiz fonksiyona ƒ ve g’nin bileflkesi ad› ve-

rilir ve bu yeni fonksiyon g ° ƒ olarak yaz›l›r. Yu-

karda da gördü¤ümüz gibi,

(g ° ƒ)(a) = g(ƒ(a)) = g(1) = r.

Bunun gibi, 

(g ° ƒ)(b) = g(ƒ(b)) = g(1) = r,

(g ° ƒ)(c) = g(ƒ(c)) = g(4) = u,

(g ° ƒ)(d) = g(ƒ(d)) = g(5) = u.

g ° ƒ bileflkesinden söz edebilmek için ƒ küme-

sinin var›fl kümesiyle g kümesinin kalk›fl kümele-

rinin ayn› kümeler olmas› gerekti¤ine dikkatinizi

çekerim. Kalk›fl ve var›fl kümeleri ayn› olan fonk-

siyonlar›n (yani bir X kümesinden gene ayn› X kü-

mesine giden fonksiyonlar›n) hiç düflünmeden is-

tedi¤imiz gibi bileflkelerini alabiliriz.

Fonksiyonlar›n bileflkesi önemli bir kavram-

d›r. Birkaç örnek daha verelim. 

Örnek 1. ƒ : R → R≥0 fonksiyonu ƒ(x) = x2

kural›yla, g : R≥0 → R fonksiyonu g(x) = x – 5

kural›yla tan›mlans›n. O zaman, her x ∈ R için,

(g ° ƒ)(x) = g(ƒ(x)) = g(x2) = x2 – 5. 

Bu örnekte g ve ƒ’nin de bileflkelerini al›p ƒ ° g

fonksiyonundan söz edebiliriz: Her x ∈ R için,

(ƒ ° g)(x) = ƒ(g(x)) = ƒ(x – 5) = (x – 5)2.

Görüldü¤ü gibi g ° ƒ ≠ ƒ ° g.

Örnek 2. ƒ : R≥0 → R≥0 fonksiyonu ƒ(x) = √x

olarak tan›mlans›n. g : R≥0 → R fonksiyonu da

g(x) = x – 5 olarak tan›mlans›n. O zaman, her

x ∈ R≥0 için, (g ° ƒ)(x) = g(ƒ(x)) = g(√x) = √x – 5.

Bu örnekte ƒ ° g diye bir fonksiyondan sözedeme-

yiz, çünkü g’nin var›fl kümesi negatif say›lar› içe-

riyor ama ƒ negatif say›larda tan›mlanm›yor.

Bileflkenin Birleflme Özelli¤i. Afla¤›daki gibi üç

fonksiyonumuz olsun:

ƒ : X →Y, 

g : Y → Z, 

h : Z → T.

Bu üç fonksiyonla ilk bak›flta de¤iflik gibi

görünen iki ifllem yapabiliriz:

1) g ° ƒ : X → Z ve h : Z → T fonksiyonlar›-

n›n bileflkesini al›p h ° (g ° ƒ) : X → T fonksiyo-

nuna bakabiliriz.

2) ƒ : X → Y ve h ° g : Y → T fonksiyonlar›-

n›n bileflkesini al›p (h ° g) ° ƒ : X → T fonksiyo-

nuna bakabiliriz.

Bu iki fonksiyon birbirine eflittir. Bunu kan›t-

layal›m.

Ama önce iki fonksiyonun ne zaman birbiri-

ne eflit oldu¤unu bilmeliyiz: E¤er ayn› kalk›fl ve va-

r›fl kümeleri olan iki fonksiyon, kalk›fl kümesin-

deki her eleman›, hep, var›fl kümesinin ayn›

eleman›na gönderiyorlarsa, o zaman o iki fonk-

siyon eflittirler. Örne¤in, R’den R’ye giden

a(x) =         fonksiyonuyla b(x) = |x| fonksiyonu

birbirine eflittirler.

X’den T’ye giden h ° (g ° ƒ) ve  (h ° g) ° ƒ fonk-

siyonlar›n›n ald›klar› de¤erleri hesaplayal›m, baka-

l›m eflitler mi? x ∈ X olsun. Bileflkenin tan›m›n› iki-

fler kez uygulayarak hesaplayal›m:

(h ° (g ° ƒ))(x) = h((g ° ƒ)(x)) = h(g(ƒ(x))

((h ° g) ° ƒ)(x) = (h ° g)(ƒ(x)) = h(g(ƒ(x)).

Demek ki, her x ∈ X için,

(h ° (g ° ƒ))(x) = ((h ° g) ° ƒ)(x).

Dolay›s›yla h ° (g ° ƒ) = (h ° g) ° ƒ. 

Buna fonksiyonlar›n birleflme özelli¤i denir.

Bu demektir ki ikiden fazla fonksiyonun bilefl-

kesini al›rken parantez kullanmak gereksizdir; s›-

ra gözettikten sonra, bileflkelerini almak için fonk-

siyonlar› diledi¤imiz gibi grupland›rabiliriz. Bu

nedenle h ° (g ° ƒ) ya da (h ° g) ° ƒ yazmak yeri-

ne, parantezleri at›p h ° g ° ƒ yazar›z.
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Bileflkenin Etkisiz Eleman›. X herhangi bir

küme olsun. X’ten X’e giden çok özel bir fonk-

siyon tan›mlayaca¤›z flimdi, özdefllik fonksiyo-

nunu. Özdefllik fonksiyonu, X’in her eleman›n›

gene kendisine gönderir, yani asl›nda hiçbir fley

yapmaz! X’ten X’e giden bu fonksiyon IdX ola-

rak gösterilir. Id, “özdefllik” anlam›na gelen ‹n-

gilizce identity’nin ya da Frans›zca identité’nin

Id’idir.

Demek ki, her x ∈ X için, IdX(x) = x.

Özdefllik fonksiyonlar›n›n flu özelli¤i vard›r:

E¤er ƒ : X → Y bir fonksiyonsa, o zaman, 

ƒ ° IdX = ƒ ve  IdY ° ƒ = ƒ.

Bu yüzden özdefllik fonksiyonuna, fonksiyonlar›n

etkisiz eleman› da diyebiliriz.

3. FONKS‹YON ÇEfi‹TLER‹: Birebir, Ör-

ten, Eflleme, Eflleflme. Bu bölümde fonksiyonlar›n

baz› önemli özelliklerini tan›mlayaca¤›z. 

Örten Fonksiyonlar. fiekil 1’deki örne¤e bir

kez daha bakal›m. O örnekte X’ten hiçbir eleman

Y’nin 2 ve 3 eleman›na gitmemifl. fiimdi 2 ve 3 ele-

manlar›n› Y’den at›p yeni bir g fonksiyonu tan›m-

layal›m (fiekil 8. Var›fl kümesi de¤iflti¤inden, va-

r›fl kümesi art›k Y de¤il, var›fl kümesine Z diyelim.)

Bu sefer, var›fl kümesi Z’nin her eleman›na X’ten

bir eleman ulafl›yor. Bu özelli¤i olan bir fonksiyo-

na örten fonksiyon denir.

Daha formel bir biçimde ifade edecek olur-

sak, bir g : X → Z fonksiyonu, e¤er

her z ∈ Z için, g(x) = z eflitli¤ini

sa¤layan bir x ∈ X vard›r

özelli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman g fonksiyonuna ör-

ten denir.

Örne¤in R’den R’ye giden ƒ(x) = x2 kural›y-

la tan›mlanm›fl fonksiyon örten de¤ildir, çünkü ka-

resi –1 olan bir gerçel say› yoktur. Ama R’den R≥0

kümesine giden ve gene ƒ(x) = x2 kural›yla tan›m-

lanm›fl fonksiyon örtendir.

n elemanl› bir kümeden Y kümesine giden

örten bir fonksiyon olmas› için, Y’nin en fazla n

eleman› olmal›d›r elbet.

Birebir Fonksiyonlar. Gene fiekil 1’deki örne-

¤e bakal›m. O örnekte X’in a ve b elemanlar›

Y’nin ayn› eleman›na (1’e) gidiyorlar. X kümesin-

den a ya da b’den birini atarsak böyle bir “so-

run”la karfl›laflmay›z. Diyelim b’yi att›k. Elde et-

ti¤imiz fonksiyona h diyelim. (fiekil 9. X kümesi

de¤iflti¤inden, kalk›fl kümesi art›k X de¤il. Kalk›fl

kümesine T diyelim.) fiimdi art›k h fonksiyonun-

da kalk›fl kümesi T’nin her eleman› var›fl kümesi

Y’nin bir baflka eleman›na gider. Yani h : T → Y

fonksiyonu, 

her t1, t2 ∈ T için, e¤er

h(t1) = h(t2) eflitli¤i do¤ruysa, 

o zaman t1 = t2 eflitli¤i do¤rudur

özelli¤ini sa¤lar. Bu özelli¤i sa¤layan fonksiyon-

lara birebir fonksiyonlar denir.

Örne¤in R’den R’ye giden ƒ(x) = x2 kural›y-

la tan›mlanm›fl fonksiyon birebir de¤ildir. Çünkü

örne¤in –3 ve 3 ayn› elemana (9’a) giderler. Öte

yandan R≥0 kümesinden R’ye giden ve gene ƒ(x)

= x2 kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon birebirdir.

Bir X kümesinden n elemanl› bir kümeye gi-

den birebir bir fonksiyon olmas› için, X’in en

fazla n eleman› olabilir elbet.

Efllemeler. Yukarda verdi¤imiz örneklerden

dördüncü özet olarak yazal›m:

1) ƒ : R → R, ƒ(x) = x2 fonksiyonu ne örten-

dir ne de birebir.

2) g : R → R≥0, g(x) = x2 fonksiyonu örten-

dir ama birebir de¤ildir.

3) h : R≥0 → R, h(x) = x2 fonksiyonu birebir-

dir ama örten de¤ildir.

4) k : R≥0 → R≥0, k(x) = x2 fonksiyonu hem

birebirdir hem de örten.
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Hem örten hem de birebir olan bir fonksiyo-

na eflleme denir. Demek ki dördüncü örnek bir efl-

leme, di¤er üçü de¤il.

IdX her zaman bir efllemedir elbet.

Aralar›nda eflleme olan iki sonlu kümenin ele-

man say›s› eflit olmak zorundad›r.

Bir kümeden gene kendisine giden efllemelere

eflleflme diyebiliriz. 

Al›flt›rmalar. Afla¤›daki al›flt›rmalarda iki

fonksiyonun bileflkesinden söz edildi¤inde, bu

fonksiyonlar›n bileflkesinin al›nabilece¤i, yani bi-

rinin var›fl kümesinin di¤erinin kalk›fl kümesinin

içinde oldu¤u varsay›lmaktad›r.

i. ‹ki örten fonksiyonun bileflkesinin örten ol-

du¤unu kan›tlay›n. 

ii. ‹ki birebir fonksiyonun  bileflkesinin bire-

bir oldu¤unu kan›tlay›n. 

iii. ‹ki efllemenin bileflkesinin eflleme oldu¤u-

nu kan›tlay›n. 

iv. ƒ ° g örtense ƒ’nin de örten oldu¤unu ka-

n›tlay›n. g de örten olmak zorunda m›?

v. ƒ ° g birebirse g’nin de birebir oldu¤unu ka-

n›tlay›n. ƒ de birebir olmak zorunda m›?

Efllemelerin Tersi. ƒ : X → Y bir fonksiyon ol-

sun. ƒ, X’in elemanlar›n› Y’nin elemanlar›na gö-

türüyor. fiimdi, bunun tam tersini yapmak istiyo-

ruz, Y’nin bir eleman›n› X’e, aynen geldi¤i yere

geri göndermek istiyoruz. Örne¤in ƒ(a) = b ise, b’yi

a’ya geri göndermek istiyoruz ve bunu bir fonk-

siyonla yapmak istiyoruz.

‹ki sorun ç›kabilir:

1) Y’deki bir elemana ƒ dokunmayabilir. O za-

man dokunulmayan bu eleman› geri gönderecek

yer yoktur. Ama e¤er ƒ örtense o zaman bu sorun

ortadan kalkar.

2) Y’deki ayn› elemana X’ten birden çok ele-

man dokunabilir. O zaman Y’nin bu eleman›n›

kendisine dokunan elemanlardan hangi birine ge-

ri gönderece¤iz? Aralar›ndan seçim yapmak gere-

kebilir. Zor ifl! Ama e¤er ƒ birebirse böyle bir so-

runla karfl›laflmay›z.

E¤er ƒ hem birebir hem de örtense (yani eflle-

meyse), Y’nin her eleman›na X’in bir ve bir tek ele-

man› dokunur. O zaman ƒ fonksiyonunun tersi-

ni tan›mlayabiliriz:

Tan›m: ƒ : X → Y bir eflleme olsun.

ƒ –1 : Y → X

fonksiyonunu flöyle tan›mlayal›m:

ƒ –1(y) = x ⇔ ƒ(x) = y.

ƒ –1 fonksiyonu da bir efllemedir. ƒ –1 fonksi-

yonuna ƒ’nin tersi denir. Afla¤›daki eflitlik sa¤la-

n›r elbet:

ƒ –1 ° ƒ = IdX ve    ƒ ° ƒ –1 = IdY.

Ayr›ca, g ° ƒ = IdX ve ƒ ° g = IdY eflitlikleri-

ni sa¤layan bir g : Y → X fonksiyonu ƒ –1 fonk-

siyonuna eflit olmak zorundad›r. (Neden?)

4. Görüntü ve Öngörüntü

ƒ : X → Y bir fonksiyon olsun. E¤er A, X’in

bir altkümesiyse, ƒ(A) kümesini flöyle tan›mlaya-

l›m:

ƒ(A) = {ƒ(a) : a ∈ A}.

ƒ(A), Y kümesinin bir altkümesidir elbette.

ƒ(A) kümesine A’n›n (ƒ alt›nda) görüntüsü ad› ve-

rilir. Örne¤in ƒ : R → R fonksiyonu ƒ(x) = x2 ku-

ral›yla verilmiflse,

ƒ({5}) = {25}

ƒ({−5, 5}) = {25}

ƒ({−3, 5}) = {9, 25}

ƒ((−1,1)) = [0,1)

ƒ(R) = R≥0

ƒ(∅) = ∅.

fiimdi de B ⊆ Y verilmifl olsun. X’in ƒ –1(B)

altkümesini flöyle tan›mlayal›m:

ƒ –1(B) = {x ∈ X :  ƒ(x) ∈ B}.

Yani ƒ –1(B), X’in ƒ fonksiyonu alt›nda B’ye

giden elemanlar›ndan oluflur. ƒ –1(B) kümesine

B’nin öngörüntüsü ad› verilir. Yukardaki R’den

R’ye giden ƒ(x) = x2 fonksiyonu örne¤ini alacak

olursak,
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ƒ −1({25}) = {-5, 5}

ƒ −1({0, 25}) = {-5, 0, 5}

ƒ −1({3}) = {-√3, √3}

ƒ−1((−1,0)) = ∅
ƒ −1([−1,0]) = {0}

ƒ −1([−1,1]) = [-1,1]

Böylece ƒ : X → Y fonksiyonu, ℘(X)’ten

℘(Y)’ye ve ℘(Y)’den ℘(X)’e giden iki fonksiyon

tan›mlar. Pek do¤ru de¤il belki ama, bu fonksi-

yonlar da genellikle ƒ ve ƒ −1 olarak yaz›l›r (oysa

ƒ ∼ gibi hafifçe de¤iflik bir biçimde yaz›lmas› da-

ha do¤ru olurdu.)
Al›flt›rmalar. 

i. A1 ⊆ A2 ⊆ X ise, ƒ(A1) ⊆ ƒ(A2) iliflkisini ka-

n›tlay›n.

ii. A1 ve A2 kümeleri X’in altkümeleriyse,

ƒ(A1 ∪ A2) = ƒ(A1) ∪ ƒ(A2) eflitli¤ini kan›tlay›n.

iii. A1 ve A2 kümeleri X’in altkümeleriyse,

ƒ(A1 ∩ A2) ⊆ ƒ(A1) ∩ ƒ(A2) iliflkisini kan›tlay›n.

Eflitli¤in her zaman do¤ru olmad›¤›n› gösterin.

E¤er ƒ birebirse eflitli¤in do¤ru oldu¤unu gösterin.

iv. B1 ⊆ B2 ⊆ Y ise, ƒ –1(B1) ⊆ ƒ –1(B2) iliflki-

sini kan›tlay›n.

v. B1 ve B2 kümeleri Y’nin altkümeleriyse, 

ƒ –1(B1 ∪ B2) = ƒ –1(B1) ∪ ƒ –1(B2) eflitli¤ini ka-

n›tlay›n.

vi. B1 ve B2 kümeleri Y’nin altkümeleriyse, 

ƒ –1(B1 ∩ B2) = ƒ –1(B1) ∩ ƒ –1(B2) iliflkisini kan›t-

lay›n. ♠
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Altkümeler Kümesi

E¤er X bir kümeyse, X’in altkümelerinden oluflan küme ℘(X) olarak yaz›l›r. Örne¤in e¤er X = {1,

2, 3} ise 

℘(X) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}}

dir. Demek ki, bu örnekte {1, 2} ∈ ℘(X). Öte yandan 1 ∉ ℘(X), çünkü 1, X’in bir altkümesi de¤il, sadece

bir eleman›.

Bir baflka örnek: X = {1, 2, {1, 2}} olsun. Bu sefer {1, 2} kümesi hem X’in hem de ℘(X)’in bir ele-

man›d›r.

Genel olarak, X kümesinin n eleman› varsa, ℘(X) kümesinin 2n eleman› vard›r. E¤er tümevar›mla

kan›t›n ne demek oldu¤unu biliyorsan›z, bunu tümevar›mla kan›t yönetiyle kolayl›kla kan›tlayabilirsiniz.

℘(N), ℘(Z), ℘(Q), ℘(R) kümelerinin elemanlar›n› teker teker belli bir s›rayla yazmak olanaks›zd›r.

(Denemeyin! Sonsuzu Saymak yaz›s›na bak›n, sayfa 15) ama vard›r böyle kümeler. 

Örne¤in, çift do¤al say›lar kümesi {0, 2, 4, 6, 8, 10, ...}, ℘(N), ℘(Z), ℘(Q) ve ℘(R) kümelerinin her-

birinin eleman›d›r. Asal say›lar kümesi {2, 3, 5, 7, 11, 13, ...} de bu kümelerin birer eleman›d›r. 

Örne¤in, (3, 5) aç›k aral›¤› ℘(R) kümesinin bir eleman›d›r.

Elbette, X hangi küme olursa olsun, ∅ ve X, ℘(X)’in bir eleman›d›r.  ♠

Sonlu bir kümeden o kümenin altkümeler kümesine giden örten bir fonksiyon yoktur çünkü 2n > n

dir (tümevar›mla kan›tlanabilir bu eflitsizlik.) Bu olgu çok daha genel olarak do¤rudur:

Teorem. Bir kümeden o kümenin altkümeler kümesine giden örten bir fonksiyon yoktur.

Kan›t: X bir küme olan ƒ, X kümesinden ℘(X) kümesine giden örten bir fonksiyon olsun. Bir çeliflki

elde edece¤iz.

X’in flu altkümesine bakal›m: Y = {x ∈ X : x ∉ ƒ(x)}.

Y, X’in bir altkümesi oldu¤undan, ℘(X)’in bir eleman›d›r da ayn› zamanda. ƒ örten bir fonksiyon

oldu¤undan, belli bir x ∈ X için, ƒ(x) = Y olmal›. fiimdi, x, Y’nin bir eleman› m› de¤il mi sorusunu soral›m,

can al›c› soru!

x ∈ Y ⇔ x ∉ ƒ(x) ⇔ x ∉ Y

(Birinci eflde¤erlik Y’nin tan›m›ndan , ikincisi Y = ƒ(x) eflitli¤inden ç›k›yor.) Bu bir çeliflkidir. Demek ki

X kümesinden ℘(X) kümesine giden örten bir fonksiyon yoktur.  ♠
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