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Kapak Konusu: Fonksiyonlar
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T =z 1. Tanim. Fonksiyon

\ kavraminin matematigin
S snemli k larnd
" en 6nemli kavramlarindan
" W biri oldugunu séylemek
fonksiyon kavramina biiyiik hak-
sizlik olur. Fonksiyon, matematigin en
onemli kavramlarindan biri degil, matematigin
en 6nemli kavramidir. Kiime kavrami harig, bel-
ki...
Bilimin b’sinin girdigi her yerde fonksiyona
rastlanir.
Artik ilkokullarda bile 6gretiliyor fonksiyon.
Herhalde asagidakine benzer sekilleri egitim ha-
yatiniz boyunca sik sik gormiigsuniizdiir.

Sekil 1. Bir fonksiyon resmi

Ust soldaki yumurta bir kiimedir (Sekil 1).
Sagdaki domates de... I¢indeki noktalar kiimele-
rin elemanlaridir. Soldaki yumurtanin her elema-
n1 sagdaki domatesin bir elemanina bir okla “gon-
derilmigtir”.

Burada X kiimesinden Y kiimesine giden bir
fonksiyon sekledilmistir. Sol taraftaki X kiimesi-
nin dort elemani vardir: a, b, ¢ ve d. Agik¢a sOy-
lenmez ama bu elemanlarin birbirinden degisik ol-
duklar1 varsayilir. Sag taraftaki kiimeninse beg
elemani vardir: 1, 2, 3, 4, 5.

f, sol taraftaki kiimenin her elemanini sag ta-
raftaki kiimenin bir elemanina gonderen bir ku-
raldir. Ornegin X kiimesinin a ve b elemanlari f
kurali geregince Y’nin 1 elemanina giderler. Bu,

fla)=f(b) =1

olarak gosterilir. Ayni bi¢cimde,

fle) =4
fld) =35
yazilir.
Y’nin 2 ve 3 elemanlarina X’ten higbir eleman
gitmiyor. Bu hi¢ sorun edilmez. X’ten Y’ye giden

bir fonksiyon Y’nin her elemanina dokunmak zo-
runda degildir.

Bu ilk 6rnekte de oldugu gibi, X’in iki ayr1 ele-
mani (a ve b elemanlar1) Y’nin ayni elemanina (1
elemanina) gidebilir. Hatta X kiimesinin butin
elemanlar1 Y kiimesinin ayni elemanina gidebilir. Bu
tur fonksiyonlara sabit fonksiyon denir (Sekil 2).

Sekil 2. Sabit 3 fonksiyonu

X kiimesinden Y kiimesine giden bir fonksi-
yonda onemli olan, X’in her elemaninin, tanim-
lanan kural geregince, Y’nin tek bir elemanina
gonderilmesidir.

Sekil 3. Bir monksiyon.

Ornegin Sekil 3’teki kural bir fonksiyon ta-
nimlamaz. Cinkii burada X kiimesinin a elema-
n1 Y kiimesinin iki ayr1 elemanina (1’e ve 3’e)
gonderilmekte. Fonksiyonun tanimi bunu ya-
saklar.

Dileyen, Sekil 3’teki “sey”e baska bir ad bu-
labilir, 6rnegin “cok degerli fonksiyon” ya da
“monksiyon” gibi. Ama bu “sey” kesinlikle bir
fonksiyon degildir.

Sekil 4’teki sey de bir fonksiyon degildir. Ciin-
ki bu kez X kiimesinin b elemani Y’nin higbir ele-
manina gonderilmemis. Fonksiyonun tanimi bu-
nu da yasaklar. X’ten Y’ye giden bir fonksiyon
X’in her elemanini Y’nin bir (ve bir tek) elemani-
na gondermeli.
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Sekil 4. Bir bagka monksiyon.

Fonksiyonun Tiirkgesi “gonderme” olabilir.
Alisinca yabancilik ¢ekilmiyor, her zaman oldu-
gu gibi...

Eger f, X kiimesinden Y kiimesine giden bir
fonksiyonsa, bunu

f:X>Y
olarak ve eger f fonksiyonu X kiimesinin x elema-
nin1 Y kiimesinin y elemanina gonderiyorsa bunu,
flx)=yyadaf:x>y
olarak yazariz. O zaman y elemanina x’in go-
riintiisu ya da imgesi denir.

X kumesine f fonksiyonunun kalkis kiimesi,

Y kiimesine de varis kiimesi adi verilir.

rak tanimlayabiliriz. Ama agiz aligkanhgiyla ve
kolaylik olsun diye, ¢cogu zaman sadece kural
soylenir. Kalkig ve varig kiimelerinin bilindikleri
varsayilir.

Ornekler. f(x) = Vx kurali, gercel sayilar kii-
mesi R’den gergel sayilar kiimesi R’ye giden bir
fonksiyon tanimlamaz, ¢iinkii negatif gercel sayi-
larin karekoku yoktur (ya da R’de degildir bu ka-
rekok.) X’ten Y’ye giden bir fonksiyon, X’teki
her eleman: Y’deki bir elemana gondermeli.

Ote yandan, ayni kural, negatif olmayan ger-
cel sayilar kiimesi R=0’den R’ye bir fonksiyon ta-
nmimlar.

Buna benzer bir nedenden, f(x) = 1/x kural,
gergel sayilar kiimesi R’den gergel sayilar kiime-
si R’ye giden bir fonksiyon tanimlamaz (0’in go-
riintiisii yok.) Ote yandan f(x) = 1/x kurali, R>0
kiimesinden R kiimesine (R>0 kiimesine de) giden
bir fonksiyon tanimlar. Ayni kural, R \ {0} kiime-
sinden R’ye giden bir bagka fonksiyon tanimlar.

f(x) = £ x kurali da R’den R’ye giden bir

Say1 Kiimeleri
Dogal sayilar kiimesi = N = {0, 1, 2, 3,...}
Tam sayilar kiimesi = Z = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...}
Kesirli sayilar kiimesi = Q = {a/b : a, b € Z, b # 0}

fonksiyon tanimlamaz, ¢inki f(x) tek bir
deger olmali. X’ten Y’ye giden bir fonksiyon,
X kumesindeki her elemani Y kiimesinden
tek bir elemana gondermeli.

Ote yandan, f(x) = {x, —x} kurali R kiime-

Gergel sayilar kiimesi = R = “say1 dogrusu”ndaki tim sayilar | ginden R nin (en fazla iki elemanli) altkiime-

Ornegin, f(x) = x2 kurali, tamsayilar kiimesi
Z’den gergel (reel) sayilar kiimesi R’ye giden bir
fonksiyondur. Elbette f(-2) = f(2) = 4.

Ama ayni f(x) = x2 kurali bize Z kiimesinden
gene Z kuimesine giden bir bagka fonksiyon verir.
Ve hatta ayni kural bize Z kiimesinden dogal sa-
yilar kiimesi N’ye giden bir bagka fonksiyon ve-
rir. Ve hatta ayni kural bize R kiimesinden gene
R kiimesine giden bir bagka fonksiyon verir. Ve
hatta ayni kural bize R kiimesinden negatif olma-
yan gergel sayilar kiimesi R0 kiimesine giden bir
bagka fonksiyon verir...

Bir bagka deyigle, fonksiyon kavraminin tanimi-
nin iginde (fonksiyonun kuralindan bagka) bir de
fonksiyonun kalkig ve varig kiimeleri vardir. Kural
degismese de, kalkig ve varig kiimeleri degistiginde
fonksiyonun da degistigi kabul edilir. Yani bir fonk-
siyon sadece bir kural degildir, fonksiyon taniminin
i¢inde fonksiyonun kurali vardir, ama ayni zaman-
da kalkis ve varis kiimeleri de vardir.

Bir fonksiyonu, (kalkis kiimesi + varig kiime-
si + kalkis kiimesinin her eleman icin varis kii-
mesinin tek bir elemanini veren bir kural) ola-

ler kiimesine giden bir fonksiyon tanimlar.

Kural da Nesi? Bu “kural” sozcugi sizi rahat-
s1z etmis olabilir. Bu sozciikten ben de rahatsizim.
Her seyden once “kural”in tanimini yapmadik.
Kural da ne demek! Ayrica kurali belli olmayan
ya da kurali bilinip de hesaplanamayan fonksiyon-
lar da vardir. Ornegin, her dogal say1y1, basimda-
ki su andaki sac teli sayis1 art1 Ikinci Diinya Sa-
vast’'nda olen Fransiz subayi sayisina yollayan
sabit fonksiyonun degeri sanirim bilinmez, ama bu
“kural” gene de bir fonksiyon tanimlar. Biz sim-
dilik bu tiir tuhafliklari gormezden gelelim. Ama
sadece simdilik... Se¢cim Fonksiyonlar1 yazisinda
kurali bilinmeyen fonksiyonlari konu edecegiz.

Sizi daha fazla rahatsiz edecek bir sey daha
soyleyeyim: Fonksiyonun matematiksel tanimi yu-
kardaki gibi degildir. Matematikte her ey bir k-
medir, fonksiyon da dahil olmak tizere... Ve biz yu-
karida fonksiyonu bir kiime olarak tanimlamadik...
Ama - inanin bana - fonksiyonun tam matematik-
sel tanimini bilmek pek o kadar 6nemli degildir.

Sonug olarak, X kiimesinden Y kiimesine giden
bir fonksiyon, X kiimesinin her elemanini Y kiime-
sinden tek bir elemana gotiiren bir kuraldir.



Matematik Diinyasi, 2003 Kis

2. Fonksiyonlarin Bilegkesi. f, X kiimesinden
Y kiimesine, g de Y kiimesinden Z kiimesine giden
bir fonksiyon olsunlar. Ornegin asagidaki sekilde-

ki gibi:

f g
X————— Py ——— P Z

|-
TS

Sekil 5. f ve g fonksiyonlar:

Bu iki fonksiyonun bileskesini alip X’ten Z’ye
giden bir fonksiyon elde edebiliriz. S6yle yapariz:
X’ten herhangi bir eleman alalim, diyelim a’y1 al-
dik. Bu elemana f’yi uygulayip Y’den bir eleman
bulalim; 6rnegimizde f(a) buluruz, yani 1°i. Sim-
di Y’nin bu elemanina g’yi uygulayip Z’den bir ele-
man bulalim, 6rnegimizde g(1) buluruz, yani r’yi.
Bu bize yeni bir fonksiyon verir. Bu yeni fonksi-
yon, X’in a elemanin1 Z’nin 7 elemanina gonde-

rir (Sekil 6.)

gof 4
—> @
o
o;
—=p .u
Sekil 6. g o f
fonksiyonu

Yukarida f ve g fonksiyonlarini kullanarak el-
de ettigimiz fonksiyona f ve g’nin bileskesi adi ve-
rilir ve bu yeni fonksiyon g o f olarak yazilir. Yu-
karda da gordugumiiz gibi,

(g fla) =g(fla) =g(1)=r.
Bunun gibi,

(g /)(b) = g(f(b)) = g(1) =71,

(8 ° f)lc) = g(f(c)) = g(4) = u,

(g o f)(d) = g(f(d)) = &(5) = .

g o f bileskesinden s6z edebilmek igin f kiime-
sinin varig kiimesiyle g kiimesinin kalkig kiimele-
rinin ayni kiimeler olmasi gerektigine dikkatinizi
cekerim. Kalkig ve varig kimeleri ayni olan fonk-
siyonlarin (yani bir X kiimesinden gene ayni X kii-
mesine giden fonksiyonlarin) hi¢ diigiinmeden is-
tedigimiz gibi bilegkelerini alabiliriz.

Fonksiyonlarin bilegskesi 6nemli bir kavram-
dir. Birka¢ 6rnek daha verelim.

Ornek 1. f : R - R20 fonksiyonu f(x) = x2
kuraliyla, g : R=0 — R fonksiyonu g(x) = x - 5

kuraliyla tanimlansin. O zaman, her x € R igin,
(g o f)(x) = g(f(x)) = glx?) = x2 = 5.

Bu ornekte g ve f’nin de bilegkelerini alip f o g
fonksiyonundan soz edebiliriz: Her x € R igin,
(f o 8)x) = f(g(x)) = flx = 5) = (x = 5)%.

Goruldugii gibigo f# fo g.

Ornek 2. f : R=0 — R0 fonksiyonu f(x) = Vx
olarak tanimlansin. g : R0 — R fonksiyonu da
g(x) = x — 5 olarak tanimlansin. O zaman, her
x € RO igin, (g o f)(x) = g(f(x)) = g(Vx) = Vx - 5.
Bu 6rnekte f o g diye bir fonksiyondan s6zedeme-
yiz, ¢inkii g’nin varig kiimesi negatif sayilar ice-
riyor ama f negatif sayilarda tanimlanmuyor.

Bileskenin Birlesme Ozelligi. Asagidaki gibi iig
fonksiyonumuz olsun:

f: XY,
g: Y Z,
h:7Z—T.

Bu u¢ fonksiyonla ilk bakista degisik gibi
gortinen iki iglem yapabiliriz:

1)gof: X —> Zveh:Z— T fonksiyonlari-
nin bilegkesini alip » o (g o f) : X > T fonksiyo-
nuna bakabiliriz.

2)f: X—> Yvehog:Y— T fonksiyonlari-
nin bilegkesini alip (b o g) o f : X — T fonksiyo-
nuna bakabiliriz.

Bu iki fonksiyon birbirine esittir. Bunu kanit-
layalim.

Ama 6nce iki fonksiyonun ne zaman birbiri-
ne esit oldugunu bilmeliyiz: Eger ayni kalkis ve va-
rig kiimeleri olan iki fonksiyon, kalkis kiimesin-
deki her elemani, hep, varig kiimesinin ayni
elemanina gonderiyorlarsa, o zaman o iki fonk-
siyon esittirler. Ornegin, R’den R’ye giden
a(x) = \/x? fonksiyonuyla b(x) = lx| fonksiyonu
birbirine esittirler.

X’den Tye giden b o (g o f) ve (hog) o f fonk-
siyonlarinin aldiklari degerleri hesaplayalim, baka-
lim esitler mi? x € X olsun. Bileskenin tanimin iki-
ser kez uygulayarak hesaplayalim:

(ho(go fx)=h((ge fx)) = h(g(flx)
((hog) o filx) = (hog)flx)) = h(g(f(x))
Demek ki, her x € X i¢in,
(ho(gofNx)=((hog) e flx)
Dolayisiyla h o (go f) = (h o g)o f.

Buna fonksiyonlarin birlesme ozelligi denir.

Bu demektir ki ikiden fazla fonksiyonun biles-
kesini alirken parantez kullanmak gereksizdir; si-
ra gozettikten sonra, bilegkelerini almak i¢in fonk-
siyonlar1 diledigimiz gibi gruplandirabiliriz. Bu
nedenle b o (go f) yada (b o g) o f yazmak yeri-
ne, parantezleri atip b o g o f yazariz.
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Bilegkenin Etkisiz Elemani. X herhangi bir
kiime olsun. X’ten X’e giden ¢ok 6zel bir fonk-
siyon tanimlayacagiz simdi, 6zdeslik fonksiyo-
nunu. Ozdeslik fonksiyonu, X’in her elemanini
gene kendisine gonderir, yani aslinda hicbir sey
yapmaz! X’ten X’e giden bu fonksiyon Idy ola-
rak gosterilir. Id, “6zdeslik” anlamina gelen In-
gilizce identity’nin ya da Fransizca identité’nin
Id’idir.

Demek ki, her x € X i¢in, Idy(x) = x.

Sekil 7. Ozdeslik fonksiyonu

Ozdeslik fonksiyonlarinin su 6zelligi vardir:
Eger f : X — Y bir fonksiyonsa, o zaman,
foldy=f ve Idyo f=f.
Bu yiizden 6zdeslik fonksiyonuna, fonksiyonlarin
etkisiz elemani da diyebiliriz.

3. FONKSIYON CESITLERI: Birebir, Or-
ten, Esleme, Eslesme. Bu boliimde fonksiyonlarin
bazi 6nemli 6zelliklerini tanimlayacagiz.

Orten Fonksiyonlar. Sekil 1°deki 6rnege bir
kez daha bakalim. O 6rnekte X’ten higbir eleman
Y’nin 2 ve 3 elemanina gitmemis. Simdi 2 ve 3 ele-
manlarini Y’den atip yeni bir g fonksiyonu tanim-
layalim (Sekil 8. Varis kuimesi degistiginden, va-
rig kiimesi artik Y degil, varis kiimesine Z diyelim.)
Bu sefer, varig kimesi Z’nin her elemanina X’ten
bir eleman ulagiyor. Bu 6zelligi olan bir fonksiyo-
na orten fonksiyon denir.

|

d®
/Sekil 8. Orten bir fonksiyon resmi.

Daha formel bir bicimde ifade edecek olur-
sak, bir g : X — Z fonksiyonu, eger
her z € Z igin, g(x) = z esitligini
saglayan bir x € X vardwr
ozelligini sagliyorsa, o zaman g fonksiyonuna o7-
ten denir.
Ornegin R’den R’ye giden f(x) = x2 kuraliy-

la tanimlanmug fonksiyon orten degildir, ¢tinkii ka-
resi —1 olan bir gercel say1 yoktur. Ama R’den R>0
kiimesine giden ve gene f(x) = x2 kuraliyla tanim-
lanmis fonksiyon ortendir.

n elemanl bir kiimeden Y kiimesine giden
orten bir fonksiyon olmasi i¢in, Y’nin en fazla n
elemani olmalidir elbet.

Birebir Fonksiyonlar. Gene Sekil 1’deki 6rne-
ge bakalim. O ornekte X’in a ve b elemanlari
Y’nin ayni elemanina (1’e) gidiyorlar. X kiimesin-
den a ya da b’den birini atarsak boyle bir “so-
run”la karsilagmayiz. Diyelim b’yi attik. Elde et-
tigimiz fonksiyona A diyelim. (Sekil 9. X kiimesi
degistiginden, kalkis kiimesi artik X degil. Kalkis
kiimesine T diyelim.) Simdi artik » fonksiyonun-
da kalkisg kiimesi T’nin her elemani varig ktimesi
Y’nin bir baska elemanina gider. Yanih: T > Y

Sekil 9. Birebir fonksiyon resmi.

fonksiyonu,

her t\, t, € T igin, eger

h(ty) = h(t,) esitligi dogruysa,

o0 zaman ty = t, esitligi dogrudur
ozelligini saglar. Bu ozelligi saglayan fonksiyon-
lara birebir fonksiyonlar denir.

Ornegin R’den R’ye giden f(x) = x2 kuraliy-
la tanimlanmig fonksiyon birebir degildir. Clinkii
ornegin -3 ve 3 ayn1 elemana (9’a) giderler. Ote
yandan R20 kiimesinden R’ye giden ve gene f(x)
= x2 kuraliyla tanimlanmig fonksiyon birebirdir.

Bir X kiimesinden 7 elemanl bir kiimeye gi-
den birebir bir fonksiyon olmasi i¢in, X’in en
fazla n elemani olabilir elbet.

Eslemeler. Yukarda verdigimiz orneklerden
dordiinct 6zet olarak yazalim:

1) f: R > R, f(x) = x2 fonksiyonu ne orten-
dir ne de birebir.

2) g: R - R0, g(x) = x2 fonksiyonu orten-
dir ama birebir degildir.

3)h: R20 - R, h(x) = x2 fonksiyonu birebir-
dir ama orten degildir.

4) k : R20 - R20, k(x) = x2 fonksiyonu hem
birebirdir hem de orten.
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Hem orten hem de birebir olan bir fonksiyo-
na egleme denir. Demek ki dordiincii 6rnek bir es-
leme, diger ugti degil.

Idy her zaman bir eglemedir elbet.

Aralarinda esleme olan iki sonlu kiimenin ele-
man sayisi esit olmak zorundadir.

Bir kiimeden gene kendisine giden eglemelere
eslesme diyebiliriz.

Aligtirmalar. Asagidaki alistirmalarda iki
fonksiyonun bileskesinden s6z edildiginde, bu
fonksiyonlarin bileskesinin alinabilecegi, yani bi-
rinin varig kimesinin digerinin kalkig kiimesinin
icinde oldugu varsayilmaktadir.

i. Iki 6rten fonksiyonun bileskesinin 6rten ol-
dugunu kanitlayin.

ii. Iki birebir fonksiyonun bileskesinin bire-
bir oldugunu kanitlayin.

iii. 1ki eslemenin bileskesinin esleme oldugu-
nu kanitlayin.

iv. f o g Ortense f’nin de 6rten oldugunu ka-
nitlayin. g de orten olmak zorunda mi?

v. f o g birebirse g’nin de birebir oldugunu ka-
nitlayimn. f de birebir olmak zorunda m1?

Eslemelerin Tersi. f : X — Y bir fonksiyon ol-
sun. f, X’in elemanlarini Y’nin elemanlarina go-
turayor. Simdi, bunun tam tersini yapmak istiyo-
ruz, Y’nin bir elemanini X’e, aynen geldigi yere
geri gondermek istiyoruz. Ornegin f(a) = b ise, b’yi
a@’ya geri gondermek istiyoruz ve bunu bir fonk-
siyonla yapmak istiyoruz.

Iki sorun cikabilir:

1) Y’deki bir elemana f dokunmayabilir. O za-
man dokunulmayan bu elemani geri gonderecek
yer yoktur. Ama eger f ortense o zaman bu sorun
ortadan kalkar.

2) Y’deki ayn1 elemana X’ten birden cok ele-
man dokunabilir. O zaman Y’nin bu elemanin:
kendisine dokunan elemanlardan hangi birine ge-
ri gonderecegiz? Aralarindan se¢im yapmak gere-
kebilir. Zor is! Ama eger f birebirse boyle bir so-
runla kargilagsmayiz.

Eger f hem birebir hem de 6rtense (yani esle-
meyse), Y’nin her elemanina X’in bir ve bir tek ele-
mani dokunur. O zaman f fonksiyonunun tersi-
ni tanimlayabiliriz:

Tanmm: f : X — Y bir esleme olsun.

FTliY 5 X
fonksiyonunu soyle tanimlayalim:

[Ty =x < flx) =y.
f ~1 fonksiyonu da bir eslemedir. f 1 fonksi-

yonuna f’nin fersi denir. Asagidaki esitlik sagla-
nir elbet:

f_lonIdX ve fof_1=Idy.
Ayrica, go f =1dy ve f o g =1dy esitlikleri-

ni saglayan bir g : Y — X fonksiyonu f ~1 fonk-
siyonuna egit olmak zorundadir. (Neden?)

4. Goriintii ve Ongoriintii

f: X = Y bir fonksiyon olsun. Eger A, X’in
bir altkimesiyse, f(A) kiimesini sdyle tanimlaya-
lim:

f(A) = [f(a) : a < A).

f(A), Y kiimesinin bir altkiimesidir elbette.
f(A) kiimesine A’nin (f altinda) gorintiist adi ve-
rilir. Ornegin f : R — R fonksiyonu f(x) = x2 ku-

Sekil 10.

A’nin goruntiisu

raliyla verilmigse,

Simdi de B < Y verilmis olsun. X’in f ~1(B)

altkiimesini soyle tanimlayalim:
f7IB)={x e X: f(x) € B}.

Yani f 71(B), X’in f fonksiyonu altinda B’ye
giden elemanlarindan olusur. f ~1(B) kiimesine
B’nin ongériintisi adi verilir. Yukardaki R’den
R’ye giden f(x) = x2 fonksiyonu 6rnegini alacak
olursak,

Sekil 11.

B’nin ongoriintiisii
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Altkiimeler Kiimesi

Eger X bir kiimeyse, X’in altkiimelerinden olusan kiime @ (X) olarak yazilir. Ornegin eger X = {1,

2, 3} ise
@ (X) =19, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}}

dir. Demek ki, bu 6rnekte {1, 2} € ¢ (X). Ote yandan 1 ¢ ¢ (X), cuinkii 1, X’in bir altkiimesi degil, sadece
bir elemani.

Bir bagka ornek: X = {1, 2, {1, 2}} olsun. Bu sefer {1, 2} kiimesi hem X’in hem de @ (X)’in bir ele-
manidir.

Genel olarak, X kiimesinin 7 elemani varsa, ¢ (X) kiimesinin 2” eleman: vardir. Eger tiimevarimla
kanitin ne demek oldugunu biliyorsaniz, bunu tiimevarimla kanit yonetiyle kolaylikla kanitlayabilirsiniz.

o (N), p(2), p(Q), g (R)kiimelerinin elemanlarini teker teker belli bir sirayla yazmak olanaksizdir.
(Denemeyin! Sonsuzu Saymak yazisina bakin, sayfa 15) ama vardir boyle kiimeler.

Ornegin, cift dogal sayilar kiimesi {0, 2, 4, 6, 8, 10, ...}, @ (N), ©(Z), £(Q) ve @ (R) kiimelerinin her-
birinin elemanidir. Asal sayilar kiimesi {2, 3, 5, 7, 11, 13, ...} de bu kiimelerin birer elemanidir.

Ornegin, (3, 5) agik araligi ¢ (R) kiimesinin bir elemanidir.

Elbette, X hangi kiime olursa olsun, & ve X, ¢ (X)’in bir elemanidir. &

125y = (-5, 5 ii. Ay ve A, kiimeleri X’in altkiimeleriyse,
£71({0, 25)) = {-5, 0, 5} f(A{ U A,) = f(A]) U f(A,) esitligini kanitlayimn.
F13) = - \/3 \3) iii. Ay ve A, kiimeleri X’in altkiimeleriyse,
F1((=1,0) = flA; N Ay) < f(Aq) N f(A,) iligkisini kanitlayin.
F1([=1,0]) = { ) Esitligin her zaman dogru olmadigini gosterin.

Eger f birebirse esitligin dogru oldugunu gosterin.
iv. By c B, c Yise, f "1(By) < f "1B,) iliski-
sini kanitlayin.
v. B ve B, kiimeleri Y’nin altkiimeleriyse,

UL = [-1,1]
Boylece f : X — Y fonksiyonu, g (X)ten
@ (Y)yeve @(Y)den @ (X)’e giden iki fonksiyon
tamimlar. Pek dogru degil belki ama, bu fonksi-
yonlar da genellikle f ve f 71 olarak yazilir (oysa  f "1(B; U B,) = f "(B;) U f ~1(B,) esitligini ka-
f~ gibi hafifce degisik bir bigcimde yazilmasi da-  mitlayin.

ha dogru olurdu.) vi. By ve B, kiimeleri Y’nin altkiimeleriyse,
Alistirmalar. - — 4 e
i Ay c Ay Xise, f(Ay) C f(A,) iliskisini ka-  / (Bi0Ba) = f7HBy) 0 f7H(By) iliskisini kanit-
nitlayin. laym. &

Sonlu bir kiimeden o kiimenin altkiimeler kiimesine giden 6rten bir fonksiyon yoktur ¢iinkii 27 > n
dir (timevarimla kanitlanabilir bu esitsizlik.) Bu olgu cok daha genel olarak dogrudur:

Teorem. Bir kiimeden o kiimenin altkiimeler kiimesine giden Grten bir fonksiyon yoktur.

Kanit: X bir kiime olan f, X kiimesinden @ (X) kiimesine giden 6rten bir fonksiyon olsun. Bir geliski
elde edecegiz.

X’in su altkiimesine bakalim: Y= {x € X : x ¢ f(x)}

Y, X’in bir altkiimesi oldugundan, ¢ (X)’in bir elemanidir da ayni zamanda. f orten bir fonksiyon
oldugundan, belli bir x € X i¢in, f(x) = Y olmali. Simdi, x, Y’nin bir elemani m1 degil mi sorusunu soralim,
can alict soru!

xeYeoxgfx)oxeY
(Birinci esdegerlik Y’nin tamimindan , ikincisi Y = f(x) esitliginden ¢ikiyor.) Bu bir ¢eligkidir. Demek ki
X kiimesinden  (X) kiimesine giden orten bir fonksiyon yoktur. #
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