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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Fonksiyonlari Saymak

Hayri Ardal* / hayriardal@hotmail.com

Soru 1. n elemanl: bir
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fonksiyon vardir?

Yanut: 72" tane vardir, ¢iinkii 7 elemanl
kimenin her elemaninin gidebilecegi tam m yer
vardir. 7 elemanli kiimenin her elemani icin 2 ele-
manli kiimenin herhangi bir elemanini segebiliriz.

Soru 2. 7 elemanly bir kiimeden m elemanly bir
kiimeye giden kag esleme vardir?

Yanit: Eslemelerin sayisini bulmak da
olduke¢a kolay. Eger n # m ise bu say1 sifirdir,
oyle bir esleme olamaz. Eger #n = m ise bu say1
nV’dir. Cunki birinci elemanin gidecek 7 yeri
vardir. Birinci elemanin gidecegi yer belirlen-
diginde ikinci elemana 7 — 1 yer kalir. Bu yer de
belirlendiginde, ti¢tincii elemana 7 — 2 yer kalir...
Son elemana tek bir yer kalir.

Demek ki 7 elemanli bir kiimenin rastgele
bir fonksiyonunun bir eslesme olma olasilig

n!/n" dir. Eger n = 1 ise bu olasilik 1, yani
yuzde yuzdir. Eger n = 2 ise olasilik yuzde
elliye diiger. 7 = 3 ise 2/9’a... Tahmin edildigi
gibi 7 buiytidiikge eslesme bulma olasilig1 azalir.
Nitekim, eger 7 ¢ok ¢ok biiytkse,

(n+1)!
¥e———.
(n+1"*

(Buradaki e logaritmik sabit olan 2,718...
sayisidir, demek ki olasilik ytizde elliden daha
hizh azaliyor.) Biraz basit analizle, bu olgudan,
n sonsuza gittiginde olasiliklarin sifira
yakinsadigi goriliir.
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Soru 3. n elemanli bir kiimeden m elemanls bir
kiimeye giden kag birebir fonksiyon vardir?

Yanit: Eger 7 > m ise bu sayi sifirdir. Eger n
= m ise, her birebir fonksiyonun bir egleme olmasi
gerektiginden bu say1 7! dir. Ya n < m ise?

Bu sayiya f(n, m) diyelim. Demek ki, f(n, n)
=n!veeger n >mise f(n, m) = 0.

* Bogazici Universitesi Matematik Boliimii yitksek lisans égrencisi.
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f(n, m) sayillarimi bulmak pek o kadar zor
degildir, bulalim.
7 elemanli kimemizi

A={a,...,a,}
olarak gosterelim, 72 elemanl kiimemizi de
B={by, .., b,

olarak gosterelim. A kiimesinin birinci elemani
a,’in B’de gidebilecegi m yer vardir. Bu yer belir-
lendiginde A’nin geri kalan 7 — 1 elemanina B’nin
daha se¢ilmemis 72 — 1 elemani arasindan degisik
yerler begenmemiz gerekecek. Demek ki,
f(n,m):mf(n—l,m—l)
esitligi gegerlidir. Bu esitligi bir adim daha gotiire-
lim, yani # ve m yerine n — 1 ve m — 1 sayilarina
uygulayalim:
Fm, m) = mlom = 1) fln = 2, m = 2)
buluruz. Devamla,
f(n, m) = m(m-1) ... (m=i) f(n—(i+1), m—(i+1))
buluruz. Simdi 7 = 7z — 2 olsun,
f(n, m) = mm=1) ... (m—~(n=2))f (n-(n-1), m~(n-1)),
yani
f(n, m) = m(m-1) ... (m—n+2)f(1, m-n+1)

buluruz. f(1, m — n + 1) sayisi, 1 elemanlik bir
kiimeden 7 — 7 + 1 elemanli kiimeye giden bire-
bir fonksiyonlarin sayisi, ki bu da 7 — n + 1°dir.
Demek ki

f(n, m) = m(m-1) ...
yani

(m—n+2)(m-n+1),

m!

f(na m) =
(m-n)!
Yanitimizi bulduk. Eger # = m ise, yukarida
buldugumuz »! yanitini buldugumuza dikkatinizi
¢ekeriz. Bu da yanitimizin bir tiir saglamasidir.

Soru 4. n elemanli bir kiimeden m elemanli bir
kiimeye giden ka¢ tane orten fonksiyon vardir?

Yanit: Bu soru yukardaki sorulardan daha
zordur (ve bu yiizden en sona birakilmistir.)

Eger n < m ise yanit sifirdir elbet.

Eger n = m ise, her orten fonksiyon birebir
olmak zorunda oldugundan, yanit »!’dir.

Genel yanit1 bulacagz.

A ve B, sirasiyla n ve m elemanli iki kiime
olsun.

F, A’dan B’ye giden fonksiyonlar kiimesi
olsun. Birinci soruda aciklandig: tzere, |Fl = m™.



Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Her i € B igin, F;, A’dan B\ {i} kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi olsun. Bir bagka deyisle,
F;={f € F:herx € A igin f(x) # i}
olsun. Gene birinci sorudan dolayy, |Fl = (m2 — 1)

Orten olmayan her fonksiyon F; kiimelerinden birinin elemanidir. Demek ki érten fonksiyonlar
k}'i.m.esi F\U;cp F; kiimesidir. Eger U; g F; kiimesinin eleman sayisini bulursak sorumuzu yanitlaya-
biliriz.

Once, her k <m i¢in, eger iy, iy, ..., i, B’nin birbirinden farkli k elemaniysa,

E NE n..nE |=(m-k.

esitligine dikkati ¢ekelim.
Simdi U; g F; kiimesinin eleman sayisin1 bulalim:

NE

ieB

UE
ieB

=D E[ - 2 |E nE]+ X |E B AE |-+
eB

ieB iy,i, €B i1,09,i3
iy #iy iy #iy #i3

{ghor s oo e

= 3 (—1)k_1[m](m —R)".
k=1 k

Dolayisiyla, orten fonksiyon sayisi,

U E — " — i(_l)k—l(mj(m _ k)n _ i(_l)k (mj(m _ k)n
ieB k k

k=1

-

m m Y
dir. Bulduk! Orten fonksiyon sayisi z(_l)k ( b ](m —R)" imis. #
k=0

Yukardaki yanittan iki ilging sonug 2) Eger n = m ise n! orten fonksiyon
cikar: oldugundan,
1) Eger n < m ise, orten fonksiyon
olmadigindan, i
n
Z(—l)’{ J(n —ky =t
N k| M n k=0 k
D) (=R =0,
£ Nerden nereye!

n =m + 1 ise yukarda
bulduklarimiz bize hangi ilging

esitligi verir?
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