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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Sonsuz Odah Otel

Bir oteliniz var. Otelinizin
sonsuz sayida odasi var.
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W Her odanin bir numarasi
var: 1,2,3,4, 5, 6,... Boy-

lece sonsuza kadar gidiyor.
En sonuncu oda yok...
Sonsuz numarali oda da yok... Her odanin
numarasi sonlu. Sadece oda sayisi sonsuz. Asagi-

daki gibi...
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Birinci Hikaye. Sansli bir gtintintizdesiniz, bir
otobis dolusu musteri geliyor. Sonsuz sayida
musteri... Mugsterilerin adlar1 1, 2, 3, 4, 5, 6,...

Her musteriye birer oda veriyorsunuz. 1 nu-
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marali musteriye 1 numarali odayi, 2 numarali
misteriye 2 numarali odayi, 3 numarali musteriye
3 numarali odayi...

Her sey yolunda seyrederken, birdenbire bir
musteri daha ¢ikageliyor. Bu migteriye nasil bir
oda bulursunuz?

Yanit: Yerlesmis miisterileri bir oda kaydiri-
rim. 1 numarali musteri 2 numarali odaya, 2 nu-
marali musteri 3 numarali odaya, 3 numarali
miisteri 4 numaral odaya gecer, herkes birer ka-
yar ve boylece bosalan 1 numarali odaya yeni
gelen miteriyi koyarim...

“En son miigteri nereye gidecek?” demeyin, en
son musteri yok. Nasil en son oda yoksa, en son
musteri de yok.

Ikinci Hikaye. Gene sansli bir giiniiniizdesiniz,
bir otobiis dolusu musteri geliyor. Sonsuz sayida...
Adlari aq, ay, a3, ay, as, dg,...

Hepsine birer oda veriyorsunuz. a;’i 1 nu-
marali odaya, a,’yi 2 numarali odaya...

Her sey yolunda seyrederken, birdenbire...
Birdenbire bir otobiis dolusu musteri daha geli-
yor... Onda da sonsuz sayida musteri var. Adla-
r1 by, by, b3, by, bs, by,... Odalariniz dolu... Son-
suz sayida yeni misteri geldi. Bu yeni musterileri
nasil yerlestirirsiniz?

Yanit: Birinci otobuisiin musterilerini ¢ift say1-
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Ii odalara koyarim: a;’i 2’ye, a,’yi 4’e, a3’ui 6’ya,
as’u 8, genel olarak a,’yi 2n numarali odaya
koyarim. Boylece tek sayili odalar bosalir, onlara
da ikinci otobuistin musterilerini yerlestiririm: b’i
1’e, by’yi 3’e, b3’ S’e, by’ 7’ye, genel olarak
b,’yi 2n — 1 numarali odaya yerlestiririm...

Uciincii Hikaye. Cok, ama ¢ok sansl bir gii-
niintizdesiniz, sonsuz otobiis dolusu musteri geli-
yor. Sonsuz tane otobis... Her otobiisun bir nu-
marast var: 1, 2, 3,4, 5, 6,...

Ve her bir otobiiste sonsuz sayida miisteri var...

Birinci otobusiin miigterileri:

(1,1), (1,2), (1, 3), (1, 4), ...

Ikinci otobiisiin miisterileri:

(2, 1), (2,2), (2, 3), (2, 4), ...

Uciincii otobiisiin miisterileri:
(3,1),(3,2),(3,3), (3, 4), ...
Musterileri odalara nasil yerlestirirsiniz?

Yanut: Birinci otobusiin miisterilerini 2, 4, 8,
16, 32, 64 gibi 2’nin katlar1 olan odalara yerles-
tirirsiniz.

Ikinci otobiisiin miisterilerini 3, 9, 27, 81,
243 gibi 3’un katlari olan odalara yerlestirirsiniz.

Uciincii otobiisiin miisterilerini 5, 25, 125,
625 gibi 5’in (4’tin degil!) katlari olan odalara yer-
lestirirsiniz.

Dordiincii otobiisiin miigterilerini 7’nin kat-
lar1 olan odalara yerlestirirsiniz.

Beginci otobustin misterilerini 11%in katlari
olan odalara yerlestirirsiniz.

Genel olarak, #’inci otobiisiin miisterilerini
n’inci asalin katlar1 olan odalara yerlestirirsiniz.

Bu yontemle her musteri bir odaya yerlestigi
gibi, geriye sonsuz tane bos oda kalir. Ornegin, 6,
10, 12, 14, 15, 18 numaral odalar bostur.

Bir Baska Coziim. Son problemi bir baska
turli de ¢ozebiliriz. (1, m) sayili musteriyi, yani »
inci otobiistin 7 inci musterisini 27(2m — 1) nu-
marali odaya yerlestirelim... Boylelikle hepsine
bir oda duser. Asagidaki sekildeki gibi, otobtsle-
ri siralarla, misterileri siitunlarla gosterelim, ko-
lonlarla siitiinlarin kesisimine de oda numarasini
yazalim.
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1 3] 4 Sadece ¢ift sayi-  teri yerlesir. Bu yotemle her oda dolar.
1 2 10 14 I1 odalar kullanild:-
> 21121201 28 gindan, sonsuz tane Bir Bagka Co6ziim Daha: Musterileri agagidaki
3T 5124 [ 20 | 56 oda gene bos kalir.  sekildeki gibi yerlestirelim. Siralar otobiis'l'eri, su-
2 e Tas [0 12 Eger biittin oda-  tunlar misterinin numarasini simgelesin. Ornegin
S Ml St e lar1 kullanmak isti-  ikinci sirayla Gg¢linct sutunun kesisimi ikinci oto-
yorsak, (n, m) sayilh  busun ugctinci yolcusunu simgelesin. Asagidaki
musteriyi 27—1(2 — 1) numarali odaya yerlestire-  sekilde goruldugi tzere bu yolcu 9 numaral
lim, yani yukaridaki oda numaralarini 2’ye bole-  odada yatacak.
lim... O zaman musteriler agagidaki gibi yerlesirler:
1 2 3 41 S5 6
) 2] 3] 4 1| 1| 3| 6| 10]15 |21
1 1y 3] 5 2|1 2| s 14| 20
20 2| 6|10 14 3| 4| 813 19
3 4112120 | 28 4 7112 | 18
4 8124 |40 | 56 s 111 17
: o 6 | 16

9 numarali odanin bos kaldigini sanmayin. 9 =

Bu yerlestirmenin bir formilinu bulabilir mi-

20x9 = 20x(2x5 — 1) oldugundan, (1, 5) sayith miis-  siniz? Ornegin, (23, 45) sayili miisterinin nereye
teri (birinci otobustin beginci musterisi) 9 numara-  gidecegini teker teker saymadan bulabileceginiz bir
ya yerlesir. 72 numarali odaya da (4, 5) sayih miis-  formiil yazabilir misiniz? #

Teorem. X herbangi bir kiime

olsun. X’in altkiimeler kiimesi ¢ (X)
ile X’ten {0, 1} kiimesine giden fonk-
siyonlar kiimesi arasimda bir esleme
vardur.

Kanit: X’ten {0, 1} kiimesine gi-
den fonksiyonlar kiimesi 2X olarak
gosterilir.

Eger A c X ise, fp : X — {0, 1}
su fonksiyon olsun:

1 egerx e Aise
fA<x>={ s

0 egerx ¢ Aise

Simdi f(A) = fA olarak tamim-
lanmis £ : g (X) — 2X fonksiyonu bir
eslemedir. Bunun kanitini okura bi-
rakiyoruz. 4
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