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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Sonsuzu Saymak

\ ““:’3— 1. Nile N x N arasinda es-
™ leme. Sonsuz Odali Otel
4 M yazisinda N x N kiime-
siyle dogal sayilar kiimesi N kii-
mesi arasinda agsagi yukari bir egleme oldu-
gunu gordik. Bu iki kiime arasinda gergekten bir
esleme kurabiliriz. Iste o esleme:
flny,m)=2"2m + 1) -1
kuraliyla tanimlanmis f: N x N — N fonksiyo-
nu bu iki kiime arasinda bir eglemedir.

X kumesinden Y kiimesine giden bir egleme
varsa, bunu X ~ Y olarak gosterelim. Bu iligkiyi,
X ve Y kiimelerinin “eleman sayis1 ayn1” olarak
yorumlayabiliriz. Eger X sonluysa, bildigimiz kav-
ramdir bu, ama X sonsuzsa yepyeni bir kavram
bulmus oluruz.

Her X kiimesi i¢in Idy : X — X bir eslemedir.
Demek ki X ~ X.

Eger f: X — Y bir eslemeyse, f 71: Y — X de
bir eglemedir. Demek ki eger X = Yise Y~ X.
Eger f: X > Yve g: Y — Z birer eglemeyse,
go f: X — Z bir eslemedir. Demek ki eger
X=Yve Y= Zise, X ~ Z’dir.

Demek ki N x N ~ N. Tabii N x N ~ N ilig-
kisinden, N x N x N ~ N x N ~ N iligkileri ¢ikar.
Bunu kolaylikla genellestirebiliriz:

NxNx ...xN=N.

Gene ayni yazida,

N~ 2N = N\ {0} ~ N\ {0, 1)
iligkilerini gordiik. Genel olarak, eger A < N ise, ya
A sonludur ya da A ~ N. Bunun kaniti oldukga ko-
lay: Eger A sonsuzsa, f: N — A gondermesi,

f () = A’nin (n+1)inci elemani
olarak tanimlansin. f bir eslemedir. Ornegin asal
sayilar kiimesiyle dogal sayilar arasinda bir esle-
me vardir.

Bu yazida beklenmedik kiimeler arasinda es-
lemeler bulacagz.

2. N ve Z arasinda esleme. f: N — Z fonksi-
yonunu, asagidaki sekilde gosterildigi gibi,

15

nl2 eger n ¢iftse
fn) =y-n-1 .
3 eger n tekse

olarak tanimlayalim. Yukarida tanimlanan bu f
fonksiyonu N ile Z kiimeleri arasinda bir egleme-
dir, sekli de asagidadir.
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3. Q20 ve N Arasinda Esleme. Simdi Q=0 ile
N kiimeleri arasinda bir esleme bulalim.

Birinci Yontem. Q20 kiimesinden N kiimesi-
ne giden fonksiyonu asagidaki karede gosterildi-
gi gibi tanimlayalim.
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Iki kiimeyi nasil eslestirdigimi anlatalim: a/b
kesirli sayilarini 6nce a + b toplaminin buyukli-
giine gore diziyoruz (6nce toplami 1 olanlar, son-
ra 2 olanlar...), sonra kiiciik @’dan biyuk a’ya gi-
diyoruz. Tabii aradan daha once siraladigimiz
sayilari cikartyoruz. Ornegin, a + b = 8 oldugu ke-
sirli a/b sayilarini soyle diziyoruz:

1/7, 315, 513, 7/1.
(2/6, 4/4 ve 6/2 daha once dizilmisti.) Daha son-
ra su kesirli sayilar geliyor:
1/8,2/7, 415, 514, 712, 8/1.
Ardindan
1/9, 3/7, 713, 9/1
sayilar geliyor.

Bu yontemle 52/47 kesirli sayisinin hangi do-

gal sayiyla eslestirildigini bulmak kolay degildir.

Farey’in Yontemi. Cok tuhaf gelebilecek bir
baska eslestirme daha vardir. Ilkokulda sik sik ya-
pilan
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a ¢ a+c

2.5
b d b+d

hatasini kullanir bu yontem. 0/1 ve 1/0 “say1”la-
rindan baglayalim (1/0 “sayisin1” umursamayin

simdilik):

01
0
Bu iki “say1”nin ortasina, “toplam”lari olan
0 1 1
17071
sayisini yazalim:
011
1710

Iki yeni araligimiz var simdi: [0/1, 1/1] ve
[1/1, 1/0] araliklari. Bu araliklarin ortalarina ug-
larin “toplam”larini, yani,

1

2

0,1 _ 2
1+1_ 1

(=

1
ve 7t
sayilarini yazalim:

01121

1’2°1’1°0
Bu bes say1 dort yeni aralik belirliyor. Bu dort
araligin ortalarina araliklarin uglarinin “top-
lam”larin1 yazalim:

011213231

Bunu boylece siirdiirelim. Bir sonraki asama-
da 0/1, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 1/1, 4/3,
312, 5/3, 2/1, 5/2, 3/1, 4/1, 1/0 sayilar1 belirir.

Boyle devam ederek her kesirli sayiy yalniz bir
kez ve sadelesmis bigimde yazariz... Bunun bildi-
gim kaniti uzun ama oldukga kolaydir. Bu yuzden
kanitini vermeyecegim.

Simdi, kesirli sayilar1 Farey’in yukardaki
acikladigim yontemle, beliris sirasina gore sayin.
Yalniz 1/0’1 atlamay1 unutmayin, oyle bir sayi
yoktur!

Matematik¢i olmayan jeolog Farey hakkinda
daha fazla bilgiyi http://turnbull.dcs.st-
and.ac.uk/~history/Mathematicians/Farey.html
sitesinde bulabilirsiniz.

4. Q ve N Arasinda Esleme. Yukarda Q20 ve
N arasinda bir esleme bulduk. Demek ki,
Q20~N = 2N.
Ote yandan,
Q0~Q0=0Q>0\{0} = N\{0} = N=2N + 1.
Dolayisiyla,
Q=0Q<0uQ>~2Nu (2N +1) =N.
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(Buradaki U simgesi “bilesim” anlamina gelir,
ancak, ayrica, bilesimi alinan kiimelerin ayrik ol-
duklarma dikkati ¢eker.) Demek ki kesirli sayilar-
la dogal sayilar arasinda bir egleme var.
Tabii ki Q x Q x ... x Q ~ N iligkisi de dogru.
Ayrica, eger A, Q x Q x ... x Q kiumesinin
sonsuz bir altkiimesiyse, o zaman A » N = Q.

5. Sayilabilir Sonsuzluk. Bir kiimeyle N ara-
sinda bir esleme olmasi, o kiimenin sonsuz oldu-
gunu, ama elemanlarinin bir bi¢cimde dogal say-
larla sayilabilecegini gosterir (demek ki o kadar da
sonsuz degilmis kiime!) Bu ytizden N ile arasinda
esleme olan kumelere sayilabilir sonsuzlukta kii-
meler denir.

Sayilamaz sonsuzlukta kiimeler var midir?
Evet. Az ilerde sayilamaz sonsuzlukta kiimeler
gorecegiz.

6. Araliklar. Gergel sayilar kiimesinden bir
(a, b) araligi alalim. a < b olsun ki aralik bog ol-
masin. Bu aralikla (0, 1) aralig1 arasinda bir egle-
me vardir. Ornegin

flx)=(b-a)x +a

kuraliyla tanimlanmis f : (0, 1) — (a, b) fonksi-
yonu bu iki aralik arasinda bir eslemedir. Bu eg-
leme asagidaki seklin cebirsel halidir.

f(x)

b

a

Burada, (0, 1) araligini 6nce b — a ile car-
parak, (0, b — a) araligi yapiyoruz, sonra a ek-
leyerek bulmak istedigimiz (a, b) aralhigi yapi-
yoruz.

Yukardaki yontemle, [0, 1] ve [a, b] gibi ka-
pali ve sinirli araliklar arasinda da bir egleme ol-
dugu anlasilir.

Peki, (0, 1] araligiyla [0, 1) araligi arasinda bir
esleme var mi? Var elbet! Iste bunlardan biri:
f(x) =—x + 1. Ya da soyle: (0, 1] = (0, 1) U {1} =
(0, 1) U {0} = [0,1). Demek yar1 acik sinirli ara-
liklar arasinda da bir egsleme var.

Daha zor bir soru: (0, 1) acik araligiyla (0, 1]
yart acgik araligi arasinda bir egleme var midir?
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Evet! Inanmasi giic ama var. Iste o eslemelerden
biri:

1 1 o 1 1
(0, 1] _U" 1[n+1 n}:U" 1{n+1 n} (0, 1).

(Ikinci esleme sonsuz tane esleme bir araya ko-
nularak elde edilmistir.)

Bundan da su sonug cikar: (0, 1) = (0, 1] =
(0, 1) v {1} = (0, 1) v {0} = (0, 1] W {0} = [0, 1].

Demek tiim sinurh araliklar arasinda esleme var.

Peki (0,1) ile (0, oo) araliklari arasinda bir esle-
me var m1? Daha neler! Ama var. Iste bunlardan
biri: f(x) = 1/x — 1.

Ya (0, 1) araligiyla reel sayilar arasinda? O da
var:

(0,1)~ (-1, 1) = (-1, 0) U {0} U (0, 1) ~

(=00, 0) U {0} L (0, c0) = R.

Demek bos olmayan tiim araliklar arasinda
bir esleme var...

Hatta (0, 1) U (2, 3) kiimesiyle (0, 1) kiime-
si arasinda bile var. Bunun kanitin1 okura biraki-
yoruz.

R2 kiimesiyle R arasinda da bir esleme vardir.
Cantor kanitlamigtir bunu, zorlanarak da olsa.

7. Sayilamayan Sonsuzlukta Bir Kiime.

R sayilamayan sonsuzluktadir. Bunu kanitla-
mak icin (0, 1) araliginin sayillamayan sonsuz-
lukta oldugunu kanitlamak yeterlidir. Diyelim,
(0, 1) araligiyla N arasinda bir esleme var. Bun-
dan bir ¢eligki elde edecegiz. Eslemeye

f:N—>(0,1)
diyelim.

Eger n € N ise, f(n)
me gore yazalim:

f(n) =0.a, 04, 14,24, 3...
Buradaki a,,  sayilar1 0’la 9 arasinda bir tamsa-
yidir, f(7)’nin rakamlari bunlar. Yalniz bunu ya-
parken a,, ; sayilarinin bir zaman sonra hep 9 ol-
mamalarina dikkat edelim, ¢ ornegin, 0,314 sayisini
0,3140000... olarak yazalim, 0,31399999... ola-
rak degil.

0.9999.... sayis1 1’e esittir. Inanilmas: giig
olabilir ama dogru. Inanmazsaniz ¢ikarma ya-
pmn: 1 -0.9999... = 0.0000... en sona 1 koy-
mak gerektigini diistinebilirsiniz, ama en sonu
yoktur ki bu dizinin. Dolayisiyla 1 —0.9999...
=0, yani 1 =0.9999...

Bunu soyle de “kanitlayabiliriz”: x =
0.9999... olsun. Demek ki 10x = 9.9999...
Dolayisiyla 9x = 10x — x = 9.9999... -
0.9999... = 9, yani x = 1.

reel sayisini onluk siste-
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Simdi b, sayist a,, , sayisindan, sifirdan ve
dokuzdan deg1§1k herhangi bir say1 olsun. Orne-
gin, b, sayisini soyle tanimlayabiliriz:

2
1
Demek ki b, # a,, ,, . Simdi 0.byb1b,b3b,...
yisina bakalim. Bu say1 kesinlikle (0, 1) arahgm—
dadir. Demek ki, f 6rten oldugundan belli bir 7 €
N icin f(n) = 0.byb1b,b3by... esitligi dogrudur.
Dolayisiyla, a,, ,, = b,, olmali. Ama bu yanls. Bir
celiski elde ettik. Demek ki N kuimesiyle (0, 1) ara-
lig1 arasinda bir egleme yokmus, yani R sayilamaz
sonsuzlukta bir kimeymis.
Yukardaki kanit matematikte ¢cok tnludur
ve bu fikir baska kamitlarda da kullanilir. Bu fik-
re Cantor’'un ¢arpraz yontemi denir.

egera,, #2ise

b

egera,, =2ise

8. @(N)ile R arasindaki esleme. (0, 1) aralig-
nin her sayisi onluk sistemde yazilabildigi gibi, iki-
lik sistemde de yazilabilir. (Asagidaki kareye bakin.)

Ikilik Taban. r € [0,1) araliginda bir ger-
cel say1 olsun. 7’yi ikilik tabanda yazacagiz. r,
ikilik tabanda da 0,... diye baglayan bir say1
olacak. Sifirdan sonra ilk rakami belirleyelim.
Eger r < 1/2 ise ilk rakam O olsun. Eger > 1/2
ise ilk rakam 1 olsun. Diyelim r < 1/2. Ikinci
rakami belirleyelim. Eger r < 1/4 ise ikinci ra-
kam 0 olsun, yoksa 1 olsun. Bunu boyle siir-
direlin. #’nin ikilik tabanda yazilimini elde
ederiz. Bu ikilik tabanda,

1/2 = 0.1000...
1/3 = 0.01010101...
0 = 0.00000...
1/4 = 0.01000...

Bu yontemle, sifir ve birlerden olusan bir (a;);

dizisi igin, 7 = zzl ;12" esitligi elde edilir.

Virgulden onceki sifir1 atarsak, (0, 1) araligindaki
her gercel say1 sonu hep 1’le bitmeyen bir 0 ve 1 di-
zisine tekabiil eder, yani N’den {0, 1} kiimesine gi-
den bir fonksiyona. Burada ayrintili kanitini verme-
yecegiz ama bundan ¢ (N) ile (0, 1) aralig arasinda
(demek ki R ile de) bir esleme oldugu cikar.

9. Siireklilik Hipotezi. Bu son paragrafta ¢cok
onemli bir soru soracagiz. Dogal sayilar kiimesi N
sayilabilir sonsuzluktadir elbet. Ote yandan, yedin-
ci paragrafta R kiimesinin sayilamaz sonsuzlukta
oldugunu gordiik. Demek ki N ile R arasinda bir
esleme yok. N’den R’ye giden birebir bir fonksi-
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yon oldugundan, bir inanca gore (ve yaygin bir
inanca gore!) bir anlamda R’de N’den daha fazla
eleman oldugunu soyleyebiliriz. Simdi sorumuz
soralim: Eger N « X < R ise, X’le N ya da R kii-
meleri arasinda mutlaka bir esleme var mudir? Sii-
reklilik Hipotezi boyle bir eslemenin mutlaka ol-
dugunu soyler. Streklilik Hipotezi dogru mudur?

Bilinemez! Bilinmiyor degil, bilinemez! Yu-
karda sordugumuz sorunun olumlu ya da olum-
suz bir yaniti bugiin matematikte kabul edilen
belitlerle (aksiyomlarla) kanitlanamaz!. Bunu Go-
del ve Cohen’in teoremlerinden biliyoruz.

Bu konu ve daha fazlasi http://www.ii.com/
math/ch/#overview sitesinde var. #

1- Bugiin kabul edilen belitler sistemine ZFC (Zermelo-Fraen-
kel-Choice) adi verilir. ZFC’nin belitlerinden siireklilik hipote-
zinin dogrulugu ya da yanhshg kanitlanamaz.

1. Sureklilik Hipo-
tezi sorusunu ilk Can-
tor sormustur. Hilbert
1900°de Paris’teki kon-
feransta matematikgile-
re sordugu meshur 23
soru arasina bu soruyu
= | da almustir, hatta bu so-
11 ruyu listesinin ilk soru-

su yapmugtir.

2. Bu yazidaki fikirler Cantor’a aittir.
Ruh hastaligindan dolayi yasami aci iginde
gecen Cantor’un degerini ne yazik ki ¢aginin
bir¢ok matematikgisi anlayamamisti. Buyitk
matematik¢i Hilbert anlayanlardandi. Bu sa-
yinin Topoloji késesinde konu ettigimiz (ve
Hilbert’le birlikte o ¢agin en biiyiik matema-
tikgisi) Poincaré ise anlasilmaz bir bi¢cimde bu

tir sorulari degersiz bulanlardandi. a

Georg Cantor (1845-1918)

Halk arasinda “modern matematik” olarak bilinen kiimeler kurami 19. ylizyilin sonlarina dogru
birdenbire ve ¢cok biiyiik bir hizla gelisti. Ornegin, analizin ve geometrinin degisimi uzun yillarda hat-
ta birkag yuzyilda gerceklesmistir. Oysa kiimeler kurami birkag yil igcinde olaganiistii atilimlarda bu-
lunmustur. Bu gelisme biiytuk ol¢iide Georg Cantor sayesinde olmustur.

Cantor 1845°te Rusya’da Petersburg’da zengin bir tiiccarin oglu olarak diinyaya gelmistir.
1856°da ailesiyle birlikte Almanya’ya gog etmistir. U¢ kardesin en biiyiigiidiir. Ug kardesin iigiine de
annelerinden sanat¢i duyarliligi ge¢cmis ve muzige, resme ve felsefeye ilgi duymuslardir. Cantor 6zel-
likle felsefe ve teolojiyle yakindan ilgilenmistir.

Cantor geng yasindan itibaren matematige ilgi duyup matematik okumak istemis, ancak pragma-
tik bir adam olan babasi oglunun miihendis olmasinda israr etmistir. Neyse ki ogul Cantor sonunda
istedigini elde etmistir. 1863’te Berlin Universitesi’nde matematik, fizik ve felsefe okumustur.

Bitirme tezini sayilar kuramu iizerine yazmustir; tezi Gauss’un yarim biraktigi ax2 + by2 + cz2 = 0
denkleminin ¢oztimleri tizerinedir.

1872’de Dedekind’le (1831-1916) tamismasiyla Cantor’un yasaminda biiyiik degisimler olur. Tki
matematik¢i uzun yillar boyunca mektuplasirlar. Mektuplarinin bir¢ogu giiniimiize kadar korunmus-
tur. Anlasilan o ki, Dedekind’in soyut diisiinme bi¢ciminden Cantor ¢ok etkilenmistir. Belki de kiime-
ler kuramini biraz da Dedekind’e bor¢luyuz.

Sayilar kuramindan sonra, Heine’nin etkisiyle trigonometrik sonsuz toplamlarla ilgilenen Cantor,
buradan dogal olarak nokta-kiime topolojisine el atmis, topolojiden de sonsuz sayilara ve kiimeler ku-
ramina sicramigtir. Cantor’dan once “sonsuzluk” kavrami matematikte sadece “sonlu”nun karsiti
olarak bilinirdi, oysa “sonlu”nun bile tam matematiksel bir tanimi yoktu. Cantor sonsuzluk kavrami-
na gercek boyutunu kazandirmistir: Sonsuzluklari derecelendirmis, onlari bir nevi say1 olarak gorme-
mizi saglamistir. Dogal sayilarin (N) sonsuzlugunun kesirli sayilarin (Q) sonsuzluguna esit oldugunu,
gergel sayilarin (R) sonsuzlugunun dogal sayilarin sonsuzlugundan biiyiik oldugunu ve R” kiimesinin
sonsuzlugunun R kiimesinin sonsuzluguna esit oldugunu kanitlamistir. Ancak Cantor’un matematik-
sel digtinceleri matematik diinyasinda genel kabul gormemis, ¢etin kavgalara neden olmus, daha da
kotiisu, zaten psikolojik saghig zayif olan Cantor’un sik sik hastanelerde yatmasina ve ¢alisamamasi-
na neden olmustur. Gelecegi gorme konusunda olaganiistii bir yetenegi olan cagdasi Hilbert, biiytuik
bir 6zgiivenle “Cantor’un bize sundugu cennetten kimse bizi kovamaz” demigtir. #
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