
1. N ile N × N aras›nda efl-

leme. Sonsuz Odal› Otel

yaz›s›nda N × N küme-

siyle do¤al say›lar kümesi N kü-

mesi aras›nda afla¤› yukar› bir eflleme oldu-

¤unu gördük. Bu iki küme aras›nda gerçekten bir

eflleme kurabiliriz. ‹flte o eflleme:

ƒ(n, m) = 2n(2m + 1) − 1

kural›yla tan›mlanm›fl ƒ : N × N → N fonksiyo-

nu bu iki küme aras›nda bir efllemedir.

X kümesinden Y kümesine giden bir eflleme

varsa, bunu X ≈ Y olarak gösterelim. Bu iliflkiyi,

X ve Y kümelerinin “eleman say›s› ayn›” olarak

yorumlayabiliriz. E¤er X sonluysa, bildi¤imiz kav-

ramd›r bu, ama X sonsuzsa yepyeni bir kavram

bulmufl oluruz. 

Demek ki N × N ≈ N. Tabii N × N ≈ N ilifl-

kisinden, N × N × N ≈ N × N ≈ N iliflkileri ç›kar.

Bunu kolayl›kla genellefltirebiliriz:

N × N × ... × N ≈ N.

Gene ayn› yaz›da, 

N ≈ 2N ≈ N \ {0} ≈ N \ {0, 1}

iliflkilerini gördük. Genel olarak, e¤er A ⊆ N ise, ya

A sonludur ya da A ≈ N. Bunun kan›t› oldukça ko-

lay: E¤er A sonsuzsa, ƒ : N → A göndermesi,

ƒ (n) = A’n›n (n+1)inci eleman›

olarak tan›mlans›n. ƒ bir efllemedir. Örne¤in asal

say›lar kümesiyle do¤al say›lar aras›nda bir eflle-

me vard›r.

Bu yaz›da beklenmedik kümeler aras›nda efl-

lemeler bulaca¤›z.

2. N ve Z aras›nda eflleme. ƒ : N → Z fonksi-

yonunu, afla¤›daki flekilde gösterildi¤i gibi,

olarak tan›mlayal›m. Yukar›da tan›mlanan bu ƒ
fonksiyonu N ile Z kümeleri aras›nda bir eflleme-

dir, flekli de afla¤›dad›r.

3. Q≥0 ve N Aras›nda Eflleme. fiimdi Q≥0 ile

N kümeleri aras›nda bir eflleme bulal›m.

Birinci Yöntem. Q≥0 kümesinden N kümesi-

ne giden fonksiyonu afla¤›daki karede gösterildi-

¤i gibi tan›mlayal›m.

‹ki kümeyi nas›l efllefltirdi¤imi anlatal›m: a/b

kesirli say›lar›n› önce a + b toplam›n›n büyüklü-

¤üne göre diziyoruz (önce toplam› 1 olanlar, son-

ra 2 olanlar...), sonra küçük a’dan büyük a’ya gi-

diyoruz. Tabii aradan daha önce s›ralad›¤›m›z

say›lar› ç›kar›yoruz. Örne¤in, a + b = 8 oldu¤u ke-

sirli a/b say›lar›n› flöyle diziyoruz:

1/7, 3/5, 5/3, 7/1.

(2/6, 4/4 ve 6/2 daha önce dizilmiflti.) Daha son-

ra flu kesirli say›lar geliyor:

1/8, 2/7, 4/5, 5/4, 7/2, 8/1.

Ard›ndan

1/9, 3/7, 7/3, 9/1

say›lar› geliyor.

Bu yöntemle 52/47 kesirli say›s›n›n hangi do-

¤al say›yla efllefltirildi¤ini bulmak kolay de¤ildir.

Farey’in Yöntemi. Çok tuhaf gelebilecek bir

baflka efllefltirme daha vard›r. ‹lkokulda s›k s›k ya-

p›lan
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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Sonsuzu Saymak

• Her X kümesi için IdX : X → X bir efllemedir.

Demek ki X ≈ X.

• E¤er ƒ : X → Y bir efllemeyse, ƒ −1 : Y → X de

bir efllemedir. Demek ki e¤er X ≈ Y ise Y ≈ X.

• E¤er ƒ : X → Y ve g : Y → Z birer efllemeyse,

g ° ƒ : X → Z bir efllemedir. Demek ki e¤er

X ≈ Y ve Y ≈ Z ise, X ≈ Z’dir.
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hatas›n› kullan›r bu yöntem. 0/1 ve 1/0 “say›”la-

r›ndan bafllayal›m (1/0 “say›s›n›” umursamay›n

flimdilik):

Bu iki “say›”n›n ortas›na, “toplam”lar› olan 

say›s›n› yazal›m:

‹ki yeni aral›¤›m›z var flimdi: [0/1, 1/1] ve

[1/1, 1/0] aral›klar›. Bu aral›klar›n ortalar›na uç-

lar›n “toplam”lar›n›, yani,

ve

say›lar›n› yazal›m:

Bu befl say› dört yeni aral›k belirliyor. Bu dört

aral›¤›n ortalar›na aral›klar›n uçlar›n›n “top-

lam”lar›n› yazal›m:

Bunu böylece sürdürelim. Bir sonraki aflama-

da 0/1, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 1/1, 4/3,

3/2, 5/3, 2/1, 5/2, 3/1, 4/1, 1/0 say›lar› belirir.

Böyle devam ederek her kesirli say›y› yaln›z bir

kez ve sadeleflmifl biçimde yazar›z... Bunun bildi-

¤im kan›t› uzun ama oldukça kolayd›r. Bu yüzden

kan›t›n› vermeyece¤im.

fiimdi, kesirli say›lar› Farey’in yukardaki

aç›klad›¤›m yöntemle, belirifl s›ras›na göre say›n.

Yaln›z 1/0’› atlamay› unutmay›n, öyle bir say›

yoktur!

Matematikçi olmayan jeolog Farey hakk›nda

daha fazla bilgiyi http://turnbull.dcs.st-

and.ac.uk/~history/Mathematicians/Farey.html

sitesinde bulabilirsiniz.

4. Q ve N Aras›nda Eflleme. Yukarda Q≥0 ve

N aras›nda bir eflleme bulduk. Demek ki, 

Q≥0 ≈ N ≈ 2N.

Öte yandan,

Q<0 ≈ Q>0 = Q≥0 \ {0} ≈ N \ {0} ≈ N ≈ 2N + 1.

Dolay›s›yla,

Q = Q<0 � Q≥0 ≈ 2N � (2N + 1) = N.

(Buradaki � simgesi “bileflim” anlam›na gelir,

ancak, ayr›ca, bileflimi al›nan kümelerin ayr›k ol-

duklar›na dikkati çeker.) Demek ki kesirli say›lar-

la do¤al say›lar aras›nda bir eflleme var.

Tabii ki Q × Q × ... × Q ≈ N iliflkisi de do¤ru.

Ayr›ca, e¤er A, Q × Q × ... × Q kümesinin

sonsuz bir altkümesiyse, o zaman A ≈ N ≈ Q.

5. Say›labilir Sonsuzluk. Bir kümeyle N ara-

s›nda bir eflleme olmas›, o kümenin sonsuz oldu-

¤unu, ama elemanlar›n›n bir biçimde do¤al say›-

larla say›labilece¤ini gösterir (demek ki o kadar da

sonsuz de¤ilmifl küme!) Bu yüzden N ile aras›nda

eflleme olan kümelere say›labilir sonsuzlukta kü-

meler denir.

Say›lamaz sonsuzlukta kümeler var m›d›r?

Evet. Az ilerde say›lamaz sonsuzlukta kümeler

görece¤iz.

6. Aral›klar. Gerçel say›lar kümesinden bir

(a, b) aral›¤› alal›m. a < b olsun ki aral›k bofl ol-

mas›n. Bu aral›kla (0, 1) aral›¤› aras›nda bir eflle-

me vard›r. Örne¤in 

ƒ(x) = (b − a)x + a

kural›yla tan›mlanm›fl ƒ : (0, 1) → (a, b) fonksi-

yonu bu iki aral›k aras›nda bir efllemedir. Bu efl-

leme afla¤›daki fleklin cebirsel halidir.

Burada, (0, 1) aral›¤›n› önce b − a ile çar-

parak, (0, b − a) aral›¤› yap›yoruz, sonra a ek-

leyerek bulmak istedi¤imiz (a, b) aral›¤› yap›-

yoruz.

Yukardaki yöntemle, [0, 1] ve [a, b] gibi ka-

pal› ve s›n›rl› aral›klar aras›nda da bir eflleme ol-

du¤u anlafl›l›r.

Peki, (0, 1] aral›¤›yla [0, 1) aral›¤› aras›nda bir

eflleme var m›? Var elbet! ‹flte bunlardan biri: 

ƒ(x) = −x + 1. Ya da flöyle: (0, 1] ≈ (0, 1) ∪ {1} ≈
(0, 1) ∪ {0} = [0,1). Demek yar› aç›k s›n›rl› ara-

l›klar aras›nda da bir eflleme var.

Daha zor bir soru: (0, 1) aç›k aral›¤›yla (0, 1]

yar› aç›k aral›¤› aras›nda bir eflleme var m›d›r?
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Evet! ‹nanmas› güç ama var. ‹flte o efllemelerden

biri:

(‹kinci eflleme sonsuz tane eflleme bir araya ko-

nularak elde edilmifltir.)

Bundan da flu sonuç ç›kar: (0, 1) ≈ (0, 1] = 

(0, 1) ∪ {1} ≈ (0, 1) ∪ {0} ≈ (0, 1] ∪ {0} = [0, 1].

Demek tüm s›n›rl› aral›klar aras›nda eflleme var.

Peki (0,1) ile (0, ∞) aral›klar› aras›nda bir eflle-

me var m›? Daha neler! Ama var. ‹flte bunlardan

biri: ƒ(x) = 1/x − 1. 

Ya (0, 1) aral›¤›yla reel say›lar aras›nda? O da

var:

(0, 1) ≈ (−1, 1) = (−1, 0) ∪ {0} ∪ (0, 1) ≈
(−∞, 0) ∪ {0} ∪ (0, ∞) = R.

Demek bofl olmayan tüm aral›klar aras›nda

bir eflleme var...

Hatta (0, 1) ∪ (2, 3) kümesiyle (0, 1) küme-

si aras›nda bile var. Bunun kan›t›n› okura b›rak›-

yoruz.

R2 kümesiyle R aras›nda da bir eflleme vard›r.

Cantor kan›tlam›flt›r bunu, zorlanarak da olsa.

7. Say›lamayan Sonsuzlukta Bir Küme.

R say›lamayan sonsuzluktad›r. Bunu kan›tla-

mak için (0, 1) aral›¤›n›n say›lamayan sonsuz-

lukta oldu¤unu kan›tlamak yeterlidir. Diyelim,

(0, 1) aral›¤›yla N aras›nda bir eflleme var. Bun-

dan bir çeliflki elde edece¤iz. Efllemeye

ƒ : N → (0, 1)

diyelim.

E¤er n ∈ N ise, f(n) reel say›s›n› onluk siste-

me göre yazal›m:

ƒ(n) = 0.an,0an,1an,2an,3...

Buradaki an,k say›lar› 0’la 9 aras›nda bir tamsa-

y›d›r, ƒ(n)’nin rakamlar› bunlar. Yaln›z bunu ya-

parken an,k say›lar›n›n bir zaman sonra hep 9 ol-

mamalar›na dikkat edelim, örne¤in, 0,314 say›s›n›

0,3140000... olarak yazal›m, 0,31399999... ola-

rak de¤il.

fiimdi bn say›s› an,n say›s›ndan, s›f›rdan ve

dokuzdan de¤iflik herhangi bir say› olsun. Örne-

¤in, bn say›s›n› flöyle tan›mlayabiliriz:

Demek ki bn ≠ an,n . fiimdi 0.b0b1b2b3b4... sa-

y›s›na bakal›m. Bu say› kesinlikle (0, 1) aral›¤›n-

dad›r. Demek ki, f örten oldu¤undan belli bir n ∈
N için f(n) = 0.b0b1b2b3b4... eflitli¤i do¤rudur.

Dolay›s›yla, an,n = bn olmal›. Ama bu yanl›fl. Bir

çeliflki elde ettik. Demek ki N kümesiyle (0, 1) ara-

l›¤› aras›nda bir eflleme yokmufl, yani R say›lamaz

sonsuzlukta bir kümeymifl.

Yukardaki kan›t matematikte çok ünlüdür

ve bu fikir baflka kan›tlarda da kullan›l›r. Bu fik-

re Cantor’un çarpraz yöntemi denir.

8. ℘(N) ile R aras›ndaki eflleme. (0, 1) aral›¤›-

n›n her say›s› onluk sistemde yaz›labildi¤i gibi, iki-

lik sistemde de yaz›labilir. (Afla¤›daki kareye bak›n.)

Virgülden önceki s›f›r› atarsak,  (0, 1) aral›¤›ndaki

her gerçel say› sonu hep 1’le bitmeyen bir 0 ve 1 di-

zisine tekabül eder, yani N’den {0, 1} kümesine gi-

den bir fonksiyona. Burada ayr›nt›l› kan›t›n› verme-

yece¤iz ama bundan ℘(N) ile (0, 1) aral›¤› aras›nda

(demek ki R ile de) bir eflleme oldu¤u ç›kar.

9. Süreklilik Hipotezi. Bu son paragrafta çok

önemli bir soru soraca¤›z. Do¤al say›lar kümesi N

say›labilir sonsuzluktad›r elbet. Öte yandan, yedin-

ci paragrafta R kümesinin say›lamaz sonsuzlukta

oldu¤unu gördük. Demek ki N ile R aras›nda bir

eflleme yok. N’den R’ye giden birebir bir fonksi-
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0.9999.... say›s› 1’e eflittir. ‹nan›lmas› güç

olabilir ama do¤ru. ‹nanmazsan›z ç›karma ya-

p›n: 1 – 0.9999... = 0.0000... en sona 1 koy-

mak gerekti¤ini düflünebilirsiniz, ama en sonu

yoktur ki bu dizinin. Dolay›s›yla 1 – 0.9999...

= 0, yani 1 = 0.9999... 

Bunu flöyle de “kan›tlayabiliriz”: x =

0.9999... olsun. Demek ki 10x = 9.9999...

Dolay›s›yla 9x = 10x – x = 9.9999... –

0.9999... = 9, yani x = 1.

‹kilik Taban. r ∈ [0,1) aral›¤›nda bir ger-

çel say› olsun. r’yi ikilik tabanda yazaca¤›z. r,

ikilik tabanda da 0,... diye bafllayan bir say›

olacak. S›f›rdan sonra ilk rakam› belirleyelim.

E¤er r < 1/2 ise ilk rakam 0 olsun. E¤er r ≥ 1/2

ise ilk rakam 1 olsun. Diyelim r < 1/2. ‹kinci

rakam› belirleyelim. E¤er r < 1/4 ise ikinci ra-

kam 0 olsun, yoksa 1 olsun. Bunu böyle sür-

dürelin. r’nin ikilik tabanda yaz›l›m›n› elde

ederiz. Bu ikilik tabanda, 

1/2 = 0.1000...  

1/3 = 0.01010101...

0 = 0.00000...

1/4 = 0.01000...

Bu yöntemle, s›f›r ve birlerden oluflan bir (ai)i

dizisi için,                         eflitli¤i elde edilir.   
r ai

i

i
=

=
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1



yon oldu¤undan, bir inanca göre (ve yayg›n bir

inanca göre!) bir anlamda R’de N’den daha fazla

eleman oldu¤unu söyleyebiliriz. fiimdi sorumuz

soral›m: E¤er N ⊂ X ⊂ R ise, X’le N ya da R kü-

meleri aras›nda mutlaka bir eflleme var m›d›r? Sü-

reklilik Hipotezi böyle bir efllemenin mutlaka ol-

du¤unu söyler. Süreklilik Hipotezi do¤ru mudur?

Bilinemez! Bilinmiyor de¤il, bilinemez! Yu-

karda sordu¤umuz sorunun olumlu ya da olum-

suz bir yan›t› bugün matematikte kabul edilen

belitlerle (aksiyomlarla) kan›tlanamaz1. Bunu Gö-

del ve Cohen’in teoremlerinden biliyoruz.

Bu konu ve daha fazlas› http://www.ii.com/

math/ch/#overview sitesinde var. ♠
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1. Süreklilik Hipo-
tezi sorusunu ilk Can-
tor sormufltur. Hilbert
1900’de Paris’teki kon-
feransta matematikçile-
re sordu¤u meflhur 23
soru aras›na bu soruyu
da alm›flt›r, hatta bu so-
ruyu listesinin ilk soru-
su yapm›flt›r. 

2. Bu yaz›daki fikirler Cantor’a aittir.
Ruh hastal›¤›ndan dolay› yaflam› ac› içinde
geçen Cantor’un de¤erini ne yaz›k ki ça¤›n›n
birçok matematikçisi anlayamam›flt›. Büyük
matematikçi Hilbert anlayanlardand›. Bu sa-
y›n›n Topoloji köflesinde konu etti¤imiz (ve
Hilbert’le birlikte o ça¤›n en büyük matema-
tikçisi) Poincaré ise anlafl›lmaz bir biçimde bu
tür sorular› de¤ersiz bulanlardand›. ♠

1- Bugün kabul edilen belitler sistemine ZFC (Zermelo-Fraen-

kel-Choice) ad› verilir. ZFC’nin belitlerinden süreklilik hipote-

zinin do¤rulu¤u ya da yanl›fll›¤› kan›tlanamaz.

Georg Cantor (1845-1918) 

Halk aras›nda “modern matematik” olarak bilinen kümeler kuram› 19. yüzy›l›n sonlar›na do¤ru

birdenbire ve çok büyük bir h›zla geliflti. Örne¤in, analizin ve geometrinin de¤iflimi uzun y›llarda hat-

ta birkaç yüzy›lda gerçekleflmifltir. Oysa kümeler kuram› birkaç y›l içinde ola¤anüstü at›l›mlarda bu-

lunmufltur. Bu geliflme büyük ölçüde Georg Cantor sayesinde olmufltur.

Cantor 1845’te Rusya’da Petersburg’da zengin bir tüccar›n o¤lu olarak dünyaya gelmifltir.

1856’da ailesiyle birlikte Almanya’ya göç etmifltir. Üç kardeflin en büyü¤üdür. Üç kardeflin üçüne de

annelerinden sanatç› duyarl›l›¤› geçmifl ve müzi¤e, resme ve felsefeye ilgi duymufllard›r. Cantor özel-

likle felsefe ve teolojiyle yak›ndan ilgilenmifltir.

Cantor genç yafl›ndan itibaren matemati¤e ilgi duyup matematik okumak istemifl, ancak pragma-

tik bir adam olan babas› o¤lunun mühendis olmas›nda ›srar etmifltir. Neyse ki o¤ul Cantor sonunda

istedi¤ini elde etmifltir. 1863’te Berlin Üniversitesi’nde matematik, fizik ve felsefe okumufltur.

Bitirme tezini say›lar kuram› üzerine yazm›flt›r; tezi Gauss’un yar›m b›rakt›¤› ax2 + by2 + cz2 = 0

denkleminin çözümleri üzerinedir. 

1872’de Dedekind’le (1831-1916) tan›flmas›yla Cantor’un yaflam›nda büyük de¤iflimler olur. ‹ki

matematikçi uzun y›llar boyunca mektuplafl›rlar. Mektuplar›n›n birço¤u günümüze kadar korunmufl-

tur. Anlafl›lan o ki, Dedekind’in soyut düflünme biçiminden Cantor çok etkilenmifltir. Belki de küme-

ler kuram›n› biraz da Dedekind’e borçluyuz.

Say›lar kuram›ndan sonra, Heine’nin etkisiyle trigonometrik sonsuz toplamlarla ilgilenen Cantor,

buradan do¤al olarak nokta-küme topolojisine el atm›fl, topolojiden de sonsuz say›lara ve kümeler ku-

ram›na s›çram›flt›r. Cantor’dan önce “sonsuzluk” kavram› matematikte sadece “sonlu”nun karfl›t›

olarak bilinirdi, oysa “sonlu”nun bile tam matematiksel bir tan›m› yoktu. Cantor sonsuzluk kavram›-

na gerçek boyutunu kazand›rm›flt›r: Sonsuzluklar› derecelendirmifl, onlar› bir nevi say› olarak görme-

mizi sa¤lam›flt›r. Do¤al say›lar›n (N) sonsuzlu¤unun kesirli say›lar›n (Q) sonsuzlu¤una eflit oldu¤unu,

gerçel say›lar›n (R) sonsuzlu¤unun do¤al say›lar›n sonsuzlu¤undan büyük oldu¤unu ve Rn kümesinin

sonsuzlu¤unun R kümesinin sonsuzlu¤una eflit oldu¤unu kan›tlam›flt›r. Ancak Cantor’un matematik-

sel düflünceleri matematik dünyas›nda genel kabul görmemifl, çetin kavgalara neden olmufl, daha da

kötüsü, zaten psikolojik sa¤l›¤› zay›f olan Cantor’un s›k s›k hastanelerde yatmas›na ve çal›flamamas›-

na neden olmufltur. Gelece¤i görme konusunda ola¤anüstü bir yetene¤i olan ça¤dafl› Hilbert, büyük

bir özgüvenle “Cantor’un bize sundu¤u cennetten kimse bizi kovamaz” demifltir. ♠


