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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Schroder-Bernstein Teoremi

Eger A< Bve B<A
ise, o zaman A = B. Bu

e M onermenin dogrulugun-
dan bu derginin sayfalarint

agmaya yeltenen kimsenin kuskusu
olamaz.

Agik acik soylemedik ama, yukarda A ve B’yi
sonlu sayilar olarak aldik. Ya A ve B’yi sonsuz sa-
y1 olarak alsaydik ne olurdu?

Sonsuz sayi da ne demek!

Sonsuz sayidan ziyade, bir kiimenin eleman
sayisindan sozedelim. A ve B birer kiime olsunlar.
Eger A’dan B’ye giden birebir bir fonksiyon var-
sa, sezgimiz, A kiimesinin eleman sayisinin, B kii-
mesinin eleman sayisindan kiiciik ya da esit olma-
s1 gerektigini soyliyor. Bu durumda, yani A’dan
B’ye giden birebir bir fonksiyon varsa, A < B ya-
zalim. Eger A’yla B arasinda bir egleme varsa, o
zaman da A ~ B yazalim. Ve simdi yukarda say1-
lar i¢in yazdigimiz,

“Eger A< Bve B<Aise,o0zaman A = B”
onermesini bu dile (kimeler diline) uyarlayalim:

“Eger A< Bve B< A ise,ozaman A = B.”

Bu ikinci 6nerme dogru mudur? Yani A k-
mesinden B kiimesine giden birebir bir fonksi-
yon varsa ve B kiimesinden A kiimesine giden
birebir bir fonksiyon varsa, o zaman A kiimesiy-
le B kiimesi arasinda bir esleme var midir?

Bu soruyu ilk soran, modern kiimeler kurami-
n1 nerdeyse tek basina bulan Rusya dogumlu tin-
It Alman matematikgisi Georg Cantor’dur. Soru-
yu sormug ama yanitlayamamuistir.

Soruyu Schroder (Alman, 1841-1902) ve
Bernstein (Rus, 1880-1966) yanitlamistir:

Teorem. A ve B iki kiime olsun. Eger A’dan B’ye
giden ve B’den A’ya giden birebir fonksiyonlar var-
sa, o zaman A’yla B arasinda bir esleme vardir.

Kanit: A’dan B’ye giden birebir fonksiyona f,
B’den A’ya giden birebir fonksiyona g diyelim.
Asagidaki “gizge”ye bakalim. Ust kata A’nin ele-
manlarini yazdik, alt kata da B’nin elemanlarinil.
Bir a € A ve bir b € B igin, eger f(a) = b ise a’dan

1. A ve B kiimelerinin ayrik olduklarimni (yani kesismediklerini) var-
sayabiliriz: Ornegin A yerine A x {0}'1, B yerine B x {1}i alabiliriz.
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b’ye giden bir ok ¢ikardik, eger g(b) = a ise b’den
a’ya giden bir ok ¢ikardik. Alttan tiste dogru giden
g oklar1 daha kolay ayristirilsin diye noktah ¢izdik,
yukardan asagiya giden f oklarini diz ¢izgiyle
cizdik. Boylece bir “cizge” olusturmus olduk. Yon-
lendirilmis ve iki kampa ayrilmug bir gizge...

Bu ¢izgenin su iki ozelligi var:

1) Her noktadan tam bir ok ¢ikiyor. (Cunki
f ve g fonksiyondur.)

2) Her noktaya en fazla bir ok giriyor. (Ctunki
f ve g fonksiyonlar: birebirdir.)

A’dan herhangi bir a noktasi alalim ve bu
noktadan baslayarak ve oklarin ters yoniinii izle-
yerek gidebildigimiz siirece bir asag1 bir yukari gi-
delim. Iki stk var: Ya sonsuza kadar boylece gide-
biliriz (oklarin ters yoniinde) ya da belli bir stire
sonra yolumuza devam edemeyiz (¢tinkii geldigi-
miz o noktaya bir ok girmemistir). Ikinci gikta iki
olasilik var: Yolumuz ya A’nin bir noktasinda ya
da B’nin bir noktasinda sona ermistir. Eger yolu-
muz B’nin bir noktasinda sona ermisse, a’ya B’de
biten nokta diyelim.

Ornegin, yukardaki sekilde, A’nin en soldaki
birinci noktasi B’de biter, hem de tek adimda. Oy-
sa A’nin ikinci noktast A’da biter, oklarin ters yo-
niine dogru tek adim bile atamaz. A’nin tglinci
noktasi B’de biter, tam ti¢ adimda...

Eger a ¢ g(B) ise, a, B’de biten bir nokta ola-
maz, ¢unki a’dan oteye oklarin ters yoniine dog-
ru bir adim bile atamayiz.

a’dan baslayan bir yol soyle gider:

a, g Ya), f g Ha), & Uf g Ha)),e.
(Burada f(a) = b ise f71(b) = a yaziyoruz. Ayni
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sekilde g(b) = a ise g~ 1(a) = b yaziyoruz.) Gidebil-
digimiz yere kadar... Bu yol B’de bitiyorsa o zaman
@’ya B’de biten bir nokta diyoruz. Bu yol hig bit-
miyorsa ya da A’da bitiyorsa, o zaman a, B’de bit-
meyen bir noktadir.

Simdi A’dan B’ye giden bir / fonksiyonu ta-
nimlayacagiz. Iste »’nin kurali:

ha) = g '(a) eger a, B’de biten bir noktaysa
f(a) eger a, B’de biten bir nokta degilse

Bunun bir fonksiyon, dahasi bir esleme oldu-
gu savini ortaya atiyor ve hemen kanithiyorum.

Bir. b bir fonksiyondur.

Kanit: /’nin fonksiyon olmasini engelleyebile-
cek tek durum, yani ortaya cikabilecek tek sorun,
h’nin A’nin her noktasinda tanimlan-
mamis olmasidir. (Tanimlandigi yerde
h(a)nin tek bir deger oldugu bariz.)
Simdi a € A olsun. Eger ikinci siktay-
sak, yani a, B’de biten bir nokta degil-
se, 0 zaman h(a) = f(a) olarak tanim-
lanmig. Bu durumda bir sorun yok:
h(a) bal gibi de tanimlanms! Birinci
sikta, yani a’nin B’de biten bir nokta

oldugu sikta, h(a)’y1 g 1(a) olarak ta-
nimlamak istiyoruz. Demek ki bu du-
rumda g(b) = a esitligini saglayan bir
b e B bulmaliyiz ki h(a) = b olsun. Boy-

nokta olsaydi, g(b) de B’de biten bir nokta olur-
du. Demek ki b fonksiyonunun tanimina gore
h(a) = f(a) = b. Bu durumda da b/ fonksiyonu
b’ye dokundu.

Uc. b birebir bir fonksiyondur.

Kanit: Diyelim a¢, a, € A igin
h(ay) = b(a,). Bu iki elemanin esit ol-
duklarini, yani a; = a, esitligini kanit-
lamak istiyoruz.

Eger ne a; ne de a,, B’de biten
nokta degillerse, 0 zaman f(a;) = h(a;)
= h(a,) = f(a,). Bundan da, f birebir
oldugundan, a; = a, cikar.

Eger hem a; hem a,, B’de biten
noktalarsa, o zaman g7 Yay) = h(aq) =

“Matematikte hlay) = g Ma,). Bundan da, a; = a, ¢1-

le bir b € B bulabilir miyiz? Evet, ¢ciin- ¢y sorma kar.
ki a noktas1 B’de biten bir noktadir,

dolayisiyla a’ya giren bir ok olmali (ki ~Sanati, yanit
oklarin ters istikametine giden yolda bir

adim olsun gidebilelim.) Demek ki g bulma
fonksiyonu @’ya dokunur, yani g(b) = a sanatindan

esitligini saglayan bir b € B vardir (ve
tek bir tane oyle bir b € B vardir, ciin-
kii g birebir bir fonksiyondur.)

iki. b 6rten bir fonksiyondur.
Kanit: b € B olsun. Eger g(b), B’de
biten bir noktaysa, o zaman h(g(b))

g Yg(b)) = b ve bu durumda bir sorun
yok, b fonksiyonu b’ye dokunmus.
Eger g(b), B’de biten bir nokta degilse
(asagidaki sekle bkz.), o zaman b’ye giren bir ok
olmali (yoksa g(b)’den baglayan yol b’de biter ve
g(b), B’de biten bir nokta olurdu.) Demek ki, bel-
libir a € A icin b = f(a) esitligi dogru. Ama a, B’de
biten bir nokta olamaz, ¢iinkii g(b)’den baslayan
yol a’dan ge¢mek zorunda (o yol 6nce b’ye, son-
ra da a’ya gider), dolayisiyla a, B’de biten bir

daha
saygideger
bir yerde
olmalidir.”

Georg Cantor
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Diyelim a; noktas: B’de bitiyor ama
a, noktast B’de bitmiyor. O zaman g~ 1(ay)
h(aq) = b(a,) = f(a,). Demek ki yukardaki sekilde-
ki gibi bir durum s6z konusu. Ama a;’den ¢ikan
yol a,’den gecmek zorunda. Ote yandan a,, B’de
bitmiyor. Demek ki a; de B’de bitemez. Ama ha-
ni a; noktast B’de bitiyordu? Bu bir ¢eligkidir.
Bernstein-Schroder teoremi kanitlanmugtir! #



