
E¤er A ≤ B ve B ≤ A

ise, o zaman A = B. Bu

önermenin do¤rulu¤un-

dan bu derginin sayfalar›n›

açmaya yeltenen kimsenin kuflkusu

olamaz.

Aç›k aç›k söylemedik ama, yukarda A ve B’yi

sonlu say›lar olarak ald›k. Ya A ve B’yi sonsuz sa-

y› olarak alsayd›k ne olurdu?

Sonsuz say› da ne demek!

Sonsuz say›dan ziyade, bir kümenin eleman

say›s›ndan sözedelim. A ve B birer küme olsunlar.

E¤er A’dan B’ye giden birebir bir fonksiyon var-

sa, sezgimiz, A kümesinin eleman say›s›n›n, B kü-

mesinin eleman say›s›ndan küçük ya da eflit olma-

s› gerekti¤ini söylüyor. Bu durumda, yani A’dan

B’ye giden birebir bir fonksiyon varsa, A ≤ B ya-

zal›m. E¤er A’yla B aras›nda bir eflleme varsa, o

zaman da A ≈ B yazal›m. Ve flimdi yukarda say›-

lar için yazd›¤›m›z,

“E¤er A ≤ B ve B ≤ A ise, o zaman A = B”

önermesini bu dile (kümeler diline) uyarlayal›m: 

“E¤er A ≤ B ve B ≤ A ise, o zaman A ≈ B.”

Bu ikinci önerme do¤ru mudur? Yani A kü-

mesinden B kümesine giden birebir bir fonksi-

yon varsa ve B kümesinden A kümesine giden

birebir bir fonksiyon varsa, o zaman A kümesiy-

le B kümesi aras›nda bir eflleme var m›d›r?

Bu soruyu ilk soran, modern kümeler kuram›-

n› nerdeyse tek bafl›na bulan Rusya do¤umlu ün-

lü Alman matematikçisi Georg Cantor’dur. Soru-

yu sormufl ama yan›tlayamam›flt›r.

Soruyu Schröder (Alman, 1841-1902) ve

Bernstein (Rus, 1880-1966) yan›tlam›flt›r:

Teorem. A ve B iki küme olsun. E¤er A’dan B’ye

giden ve B’den A’ya giden birebir fonksiyonlar var-

sa, o zaman A’yla B aras›nda bir eflleme vard›r.

Kan›t: A’dan B’ye giden birebir fonksiyona ƒ,

B’den A’ya giden birebir fonksiyona g diyelim.

Afla¤›daki “çizge”ye bakal›m. Üst kata A’n›n ele-

manlar›n› yazd›k, alt kata da B’nin elemanlar›n›1.

Bir a ∈ A ve bir b ∈ B için, e¤er ƒ(a) = b ise a’dan

b’ye giden bir ok ç›kard›k, e¤er g(b) = a ise b’den

a’ya giden bir ok ç›kard›k. Alttan üste do¤ru giden

g oklar› daha kolay ayr›flt›r›ls›n diye noktal› çizdik,

yukardan afla¤›ya giden ƒ oklar›n› düz çizgiyle

çizdik. Böylece bir “çizge” oluflturmufl olduk. Yön-

lendirilmifl ve iki kampa ayr›lm›fl bir çizge...

Bu çizgenin flu iki özelli¤i var: 

1) Her noktadan tam bir ok ç›k›yor. (Çünkü

ƒ ve g fonksiyondur.)

2) Her noktaya en fazla bir ok giriyor. (Çünkü

ƒ ve g fonksiyonlar› birebirdir.)

A’dan herhangi bir a noktas› alal›m ve bu

noktadan bafllayarak ve oklar›n ters yönünü izle-

yerek gidebildi¤imiz sürece bir afla¤› bir yukar› gi-

delim. ‹ki fl›k var: Ya sonsuza kadar böylece gide-

biliriz (oklar›n ters yönünde) ya da belli bir süre

sonra yolumuza devam edemeyiz (çünkü geldi¤i-

miz o noktaya bir ok girmemifltir). ‹kinci fl›kta iki

olas›l›k var: Yolumuz ya A’n›n bir noktas›nda ya

da B’nin bir noktas›nda sona ermifltir. E¤er yolu-

muz B’nin bir noktas›nda sona ermiflse, a’ya B’de

biten nokta diyelim.

Örne¤in, yukardaki flekilde, A’n›n en soldaki

birinci noktas› B’de biter, hem de tek ad›mda. Oy-

sa A’n›n ikinci noktas› A’da biter, oklar›n ters yö-

nüne do¤ru tek ad›m bile atamaz. A’n›n üçüncü

noktas› B’de biter, tam üç ad›mda...

E¤er a ∉ g(B) ise, a, B’de biten bir nokta ola-

maz, çünkü a’dan öteye oklar›n ters yönüne do¤-

ru bir ad›m bile atamay›z.

a’dan bafllayan bir yol flöyle gider:

a, g−1(a), ƒ−1(g−1(a)), g−1(ƒ−1(g−1(a))),...

(Burada ƒ(a) = b ise ƒ−1(b) = a yaz›yoruz. Ayn›
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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Schröder-Bernstein Teoremi

A

B

...

...

1. A ve B kümelerinin ayr›k olduklar›n› (yani kesiflmediklerini) var-

sayabiliriz: Örne¤in A yerine A × {0}’›, B yerine B × {1}’i alabiliriz.



flekilde g(b) = a ise g−1(a) = b yaz›yoruz.) Gidebil-

di¤imiz yere kadar... Bu yol B’de bitiyorsa o zaman

a’ya B’de biten bir nokta diyoruz. Bu yol hiç bit-

miyorsa ya da A’da bitiyorsa, o zaman a, B’de bit-

meyen bir noktad›r. 

fiimdi A’dan B’ye giden bir h fonksiyonu ta-

n›mlayaca¤›z. ‹flte h’nin kural›:

Bunun bir fonksiyon, dahas› bir eflleme oldu-

¤u sav›n› ortaya at›yor ve hemen kan›tl›yorum.

Bir. h bir fonksiyondur. 

Kan›t: h’nin fonksiyon olmas›n› engelleyebile-

cek tek durum, yani ortaya ç›kabilecek tek sorun,

h’nin A’n›n her noktas›nda tan›mlan-

mam›fl olmas›d›r. (Tan›mland›¤› yerde

h(a)’n›n tek bir de¤er oldu¤u bariz.)

fiimdi a ∈ A olsun. E¤er ikinci fl›ktay-

sak, yani a, B’de biten bir nokta de¤il-

se, o zaman h(a) = ƒ(a) olarak tan›m-

lanm›fl. Bu durumda bir sorun yok:

h(a) bal gibi de tan›mlanm›fl! Birinci

fl›kta, yani a’n›n B’de biten bir nokta

oldu¤u fl›kta, h(a)’y› g−1(a) olarak ta-

n›mlamak istiyoruz. Demek ki bu du-

rumda g(b) = a eflitli¤ini sa¤layan bir

b ∈ B bulmal›y›z ki h(a) = b olsun. Böy-

le bir b ∈ B bulabilir miyiz? Evet, çün-

kü a noktas› B’de biten bir noktad›r,

dolay›s›yla a’ya giren bir ok olmal› (ki

oklar›n ters istikametine giden yolda bir

ad›m olsun gidebilelim.) Demek ki g

fonksiyonu a’ya dokunur, yani g(b) = a

eflitli¤ini sa¤layan bir b ∈ B vard›r (ve

tek bir tane öyle bir b ∈ B vard›r, çün-

kü g birebir bir fonksiyondur.)

‹ki. h örten bir fonksiyondur.

Kan›t: b ∈ B olsun. E¤er g(b), B’de

biten bir noktaysa, o zaman h(g(b)) = 

g−1(g(b)) = b ve bu durumda bir sorun

yok, h fonksiyonu b’ye dokunmufl.

E¤er g(b), B’de biten bir nokta de¤ilse

(afla¤›daki flekle bkz.), o zaman b’ye giren bir ok

olmal› (yoksa g(b)’den bafllayan yol b’de biter ve

g(b), B’de biten bir nokta olurdu.) Demek ki, bel-

li bir a ∈ A için b = ƒ(a) eflitli¤i do¤ru. Ama a, B’de

biten bir nokta olamaz, çünkü g(b)’den bafllayan

yol a’dan geçmek zorunda (o yol önce b’ye, son-

ra da a’ya gider), dolay›s›yla a, B’de biten bir

nokta olsayd›, g(b) de B’de biten bir nokta olur-

du. Demek ki h fonksiyonunun tan›m›na göre

h(a) = ƒ(a) = b. Bu durumda da h fonksiyonu

b’ye dokundu.

Üç. h birebir bir fonksiyondur.

Kan›t: Diyelim a1, a2 ∈ A için

h(a1) = h(a2). Bu iki eleman›n eflit ol-

duklar›n›, yani a1 = a2 eflitli¤ini kan›t-

lamak istiyoruz.

E¤er ne a1 ne de a2, B’de biten

nokta de¤illerse, o zaman ƒ(a1) = h(a1)

= h(a2) = ƒ(a2). Bundan da, ƒ birebir

oldu¤undan, a1 = a2 ç›kar.

E¤er hem a1 hem a2, B’de biten

noktalarsa, o zaman g−1(a1) = h(a1) =

h(a2) = g−1(a2). Bundan da, a1 = a2 ç›-

kar.

Diyelim a1 noktas› B’de bitiyor ama

a2 noktas› B’de bitmiyor. O zaman g−1(a1) =

h(a1) = h(a2) = ƒ(a2). Demek ki yukardaki flekilde-

ki gibi bir durum söz konusu. Ama a1’den ç›kan

yol a2’den geçmek zorunda. Öte yandan a2, B’de

bitmiyor. Demek ki a1 de B’de bitemez. Ama ha-

ni a1 noktas› B’de bitiyordu? Bu bir çeliflkidir. 

Bernstein-Schröder teoremi kan›tlanm›flt›r! ♠
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“Matematikte

soru sorma

sanat›, yan›t

bulma

sanat›ndan

daha

sayg›de¤er

bir yerde

olmal›d›r.”

Georg Cantor


