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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Sy

1. S, nin Tanimu. 7 ele-

S manli bir kiimenin 7! tane

Lo M eslesmesi! oldugunu bili-

yoruz. Demek ki {1, 2, ..., n}

ktimesinin de 7! tane eslesmesi vardir. Bu

kiimenin eglesmelerinden olusan kiime Sym(#) ya

da S, olarak gosterilir. Yazmasi daha kolay diye

biz S,’yi tercih edecegiz. Bu yazida amacimiz S,
kiimesini incelemek.

2. Elemanlarinin Yazilimi. Once S,, kiimesi-
nin elemanlarini teker teker inceleyelim, sonra
modern matematigin geregi, kiimeye bir butin
olarak bakariz.

1 2

1 2 3 4 5 6 7

Bir ornekle baslayalim. Yukaridaki eglesmeye
bakalim. Bu eslesme 1’i 3’e, 3’u 4’e, 4’u 6’ya,
6’y1 da 1’e gondermis. Yani

15354561
diye bir dongii olmus. Ayni eglesme 2’yi 5’e ve 5’i
2’ye yollamig. Demek ki bir de
2552

diye bir dongii s6zkonusu. Son olarak, bu esles-
me 7’yi 7’ye gondermis. Yanda resmi goriilen es-
lesme (1346)(25)(7) olarak yazilir. Her bir paran-
teze devir ad1 verilir.

Ornegin S-’nin (127)(3456) eslesmesinin resmi
asagidadir. Goruldiugu gibi, (127) deviri yuziinden,
(ya da sayesinde) 1 sagindaki 2’ye, 2 sagindaki
7’ye, 7 de ta en bastaki 1’e gidiyor. Her say1 hemen
kendi sagindaki sayiya gider. Saginda say1 olmayan
sayilar, bulunduklari parantezin en bagina giderler.
S-’nin her elemani (ki 7! = 5040 tane elemani var-
dir) boyle ayrik devirler bigiminde yazilabilir.

Yalniz dikkat edilmesi gereken bir iki nokta
var. Bu yazilimla, (127)(3456) ve (3456)(127) es-

1- Bu eslesmelere bazen permiitasyon da denir.
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ya da nami diger Sym(n)

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

lesmeleri de birbirine esittir. Ayni bigimde,
(127)(3456) = (271)(3456) = (3456)(271)
= (4563)(271) = (5634)(712)
gibi esitlikler gecerlidir.
S4’tn 4! yani 24 elemanini bu yazilimla yaza-
biliriz:

S4’tin elemanlari:
)(2)(3)(4)

2)(3)(4), (13)(2)(4), (14)(2)(3), (23)(1)(4), (24)(1)(3), (34)(1)(2)
3)(4), (132)(4), (124)(3), (142)(3), (134)(2), (143)(2), (234)(1), (243)(1)
12)(34), (13)(24), (14)(23)

(1
(1
(12
(
(

1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)

Yazilimi biraz daha sadelestirebiliriz. Tek ele-
manli devirleri yazmasak da olur. Ornegin
(1346)(25)(7) yerine daha basit olarak (1346)(25)
yazabiliriz. Bunun gibi (123)(45)(6)(7) yerine
(123)(45) yazalim.

Ama o zaman (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7) yerine ne
yazacagiz? Onun yerine de Id; yazalim. Eger 7
umurumuzda degilse, Id yerine sadece Id yazalim.

Bu daha basit yazilimla, S;’tin 24 elemani
asagidaki gibi yazilir.

(12), (13), (14), (23), (24), (34)

(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)
(12)(34), (13)(24), (14)(23)

(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)

Bu yazilimin bir tehlikesi var. O da su: Bu ya-
zihmla (1346)(25) elemani Sg’nin da, S-’nin de,
Sg’in de eleman: olabilir. Nasil anlayacagiz han-
gisinin elemani oldugunu? Konunun gelisinden...
Biraz dikkat etmek gerekir sadece o kadar.

Bu yazilimin, tehlikesi yaninda, bir avantaji
vardir: Bu yazilim sayesinde, 6rnegin, S¢’y1 rahat-
likla Sg’un altkiimesi olarak gorebiliriz. Nitekim
S¢’nin her elemani, So’un 7, 8 ve 9’u sabitleyen bir
elemani olarak gortilebilir.
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SIS TS ST S| s s
1d 111 1] 1] 1 1
(12) 1(3|6|10| 15| 21 28
(123) 2[8]20| 40 70| 112
(12)(34) 3[15] 45| 105] 210
(1234) 6130 90| 210] 420
(12)(345) 20| 120] 420 1120
(12345) 24144 504 | 1344
(12)(34)(56) 15| 105] 420
(12)(3456) 90| 630 2520
(123)(456) 40| 280 1120
(123456) 120 | 840 | 3360
(12)(34)(567) 210 | 1680
(12)(34567) 504 | 4032
(123)(4567) 420 | 3360
(1234567) 720 | 5760
(12)(34)(56)(78) 105
(12)(34)(5678) 1260
(12)(345)(678) 1120
(12)(345678) 3360
(123)(45678) 2688
(1234)(5678) 1260
(12345678) 5040
Toplam 2| 6 [241120] 7205040 [40320

3. Hangi Tipten Kag Fleman Var?

Biraz hesap yapalim. S,’de “tipi” ayni olan
elemanlarin sayisini hesaplayalim.

Ornegin (12) gibi ikili devir biciminde yazila-
bilen kag eleman vardir? Eger n = 4 ise 6 tane var-
dir: (12), (13), (14), (23), (24), (34). Eger n = 5 ise,
10 tane vardir: (12), (13), (14), (15), (23), (24),
(25), (34), (35), (45).

Genel olarak bu tip elemanlardan #’nin ikili-
si kadar, yani Cj tane vardirl.

Ya (123) gibi yazilabilen kag¢ eleman vardir?
C% tane degil. Cunki sectigimiz her tiglu icin iki
ayri secenegimiz var. Ornegin, 1, 2, 3 secilmisse,
bu sayilarla elde edecegimiz (123) ve (132) gibi iki
ayri eslesme var. Bu tipten toplam C% x 2 tane ele-
man vardir.

Ya (12)(34) tipinden? Birinci ¢ift i¢in C%
secenek var. Ikinci cift icin C42 tane secenek
vardir. Ancak bu iki sayiy1 carparsak yanlig sonug
buluruz. Ciinkii boyle yaparsak (12)(34) ve
(34)(12)’yi sanki iki ayri elemanmug gibi iki kez sa-
yariz. Carpimi ikiye bolmek gerekir. So-
nug olarak, (12)(34) tipinden C§ x C42/2 tane
eleman vardir.

1- Tipografik nedenlerden dolayi, ["] yerine (7 se¢ k), Fransiz

gelenegine uyarak, CZ yazacagiz.

Ayni tipten olan elemanlara eslenik denir. Es-
lenik elemanlarin timiinden olugsan kiimeye de eg-
leniklik sinifr denir.

Soldaki tabloda 7 = 2, ..., 8 i¢in, S,’de her esle-
nik sinifinda kag eleman oldugunu hesapladik. Her
kolonun altinda buldugumuz sayilan toplayarak,
toplamin 7! olup olmadigini kontrol ettik. Boylece
yaptigimiz hesaplarin saglamasini yapmig olduk.
(Gene de hata olabilir! Yanhsa tahammiilii olmayan
okur kendi basina hesaplamalidir bu sayilari.)

En fazla eleman olan siniflar1 koyu harflerle,
Id’ninki disinda en az eleman olan siniflar1 da
alt1 ¢izili gosterdik.

Belli ki, eger # > 4 ise en az (12) tipinde ele-
man var. Bunun kanitini (dolayisiyla dogru olup
olmadigini da) bilmiyorum. Kanitlayana 6diil ve
bir bravo!

Ve gene belli ki S,’de en kalabalik sinif

(12 ... n—1)

sinifi. Bu sinifin n(n — 2)! tane, yani

n!

n-1

tane elemani var. Bir bagka deyisle, her 7—1 ele-
mandan biri bu tipten (yani bu egleniklik sinifin-
da). Bunun da kanitin1 bilmiyorum. Bunu da dog-
ru kanitlayana 6dul var!

Eslenik Smifi Sayisi. Peki S,’de kag tiir, yani
kag esleniklik sinifi var? Yukarda 7z = 8’¢ kadar es-
leniklik siniflarini teker teker bulduk. Biraz daha
ileri gidelim:

n 123 45
smifsayisil 2 3 5 7 1

9 10 11 12

6 7 8
1152230 42 56 77

1

S, deki esleniklik sinifi sayisi aslinda 7 sayisimin
pargalamg sayisina esittir. Ornegin, eger 7 = 6 ise,

6=1+1+1+1+1+1 Idsmifi
6=2+1+1+1+1 (12) siufi

6=3+1+1+1 (123) smnufi
6=2+2+1+1 (12)(34) smnift
6=4+1+1 (1234) sinifi
6=3+2+1 (123)(45) smufi
6=5+1 (12345) sinifi
6=2+2+2 (12)(34)(56) sinift
6=4+2 (1234)(56) sinift
6=3+3 (123)(456) siufi
6=06 (123456) sinifi

Bir dogal sayinin parcalams sayist, o sayiy: (si-
ra gozetmeden) dogal sayilarin toplami olarak
kag tiirlt yazilabilecegidir. Dolayisiyla 6’nin
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pargalanig sayisi yukarda goruldugu gibi 11°dir,
S¢’nin esleniklik sinifi sayisina esittir. Genel ola-
rak, S,’nin egleniklik sinifi sayisi #’nin parcalanis
sayisina esittir. Bugtin bile tizerine pek ¢ok aras-
tirmalar yapilan parcalanis sayisi tizerine ilerde-
ki sayfalarda bir yazi bulacaksiniz. (sayfa 25)

4.S,’de Carpma. S,’de bileske alinacagini bi-
liyoruz. Yukardaki yontemle bileske almak ol-
dukga kolaydir. Ornegin, diyelim, (15)(347)’yla
(1234)(56)’nin bilegkesini almak istiyoruz. Biles-
keyi almak istedigimiz siraya gore bu iki elema-
ni yanyana koyalim 6nce:
(1234)(56) (15
Bakalim 1 nereye gitmis?
(1234)(56) (15)(347) = (12..
Sagdan baglayarak her parantezi teker teker yokla-
yacagiz. Sagdaki ilk (347) parantezinde 1 yok. De-
mek ki bu parantez 1’i 1’e gonderiyor. Ikinci pa-
rantez 1’i 5’e gonderiyor. Uciincii parantez 5’i
6’ya gonderiyor. En soldaki parantez de 6’y1 6’ya
gonderiyor. Demek ki yukardaki bileske 1’i 6’ya
gonderiyor. Soru isareti yerine 6 yazalim:
(1234)(56) (15)(347) = (162..
Bunu soyle de gosterebilirdik:
(1234) (56) (15) (347)
6 < 65«1«1
Simdi sira 6°da. Bakalim 6 nereye gidecek?
(1234) (56) (15) (347)
S« 56 66
Demek ki 6 da 5’e gidiyor. Yani
(1234)(56) (15)(347) = (165>..
Simdi sira 5’te. 5’in 2’ye gittigi kolaylikla anlagi-
lir. Sira 2’ye geldi. 2, 3’e gider. 3 de 1’e gider. De-
vir kapanmustir:
(1234)(56) (15)(347) = (16523)3..
Daha 4’le baslayan deviri hesaplamamigiz.
Onu da tamamlayalim.
(1234)(56) (15)(347) = (16523)(47).
Bundan boyle “bileske almak™ yerine “garp-
mak” diyecegiz. Boylece “glicinti almak” ve “ter-
sini bulmak” gibi terimleri de kullanabilecegiz.
S,’nin bir elemaninin gliciinti alirken, ortak sa-
yilart olmayan devirlerin yerlerini degistirebilece-
gimizi bilmek ¢ok yararlhdir. Ornegin, (123)(45)
= (45)(123) oldugundan,
((123)(45))8 = (123)8(45)8,
ve (123)3 = (45)2 = 1 oldugundan,
(123)8 = (123)2 = (132) ve (45)8 = Id
esitlikleri gegerlidir. Dolayisiyla,
((123)(45))8 = (123)3(45)8 = (132).
Dikkat edin, ¢arparken elemanlarin yerlerini

)(347)

23

Birkag carpma ornegi:

(1234)(356) = (123564)
(1234)(243) = (12)
(123)(234)(345)(567) = (12)(4567)
(12)(23)(34)(45) = (1234)5)
(12345)(15432) = Id
(12)(34)(1432)(34)(12) = (1234)
(12)(123)(1234) = (134)
(15)(14)(13)(12) = (12345)
(12)(14253)(12) = (15324)

Gii¢ Alma:

(12)2=1d

(123)2 = (132)
(123)3 = 1d
(1234)2 = (13)(24)
(1234)3 = (1432)
(1234)4 = Id
(12345)2 = (13524)
(12345)3 = (14253)
(12345)% = (15432)
((12)(345))2 = (354)
((12)(34))3 = (12)(34)
((12)(3456))3 = (12)(3654)
((123)(4567))3 = (4765)
((12)(345)(6789))6 = (68)(79)
(1

(1
(1
(
(
(1234)(56789))20 = 1d

Tersini Alma:

Id1=1d

(12)71 = (12)

(123)71 = (123)2 = (132)

(1234)71 = (1234)3 = (1432)

(12345)71 = (12345)4 = (15432)
((12)(34))71 = (12)(34)

((123)(456))71 = (132)(465)
(1234567)73 = (1234567)*% = (1526374)

her zaman degistiremezsiniz. Ornegin (12)(23) #
(23)(12).

Yukardaki gri karelerde ¢carpma, giic alma
ve tersini alma ornekleri verdik. Okur kendi 6r-
neklerini kendi bulabilir. Bu yontemle bir elema-
nin tersi de kolay bulunur. Ornekler yukarida.

5. Elemanlarin Dereceleri. S, ’nin bir elemani-
nin derecesi (mertebesti), o elemani Id yapan en kii-
ciik pozitif gigtiir; daha acik bir ifadeyle, eger a
€ S, ise, a’nin derecesi o = Id esitligini saglayan
en kugtik pozitif # dogal sayisidir. o elemaninin
derecesi o(a) olarak yazilir. Ornegin,
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(1234)2 = (13)(24), var mi? En biiyiik dereceyi hesaplayan bir bilgi-
(1234)3 = (1432), sayar programi yapabilir misiniz? (Elbette yapila-
(1234)4 =1d, bilir! Ama marifet ¢cabuk calisan bir program
oldugundan, 0(1234) = 4 yapmakta.)
Belli ki 0(12 ... #) = 7. Yani devirin uzunlugu Ya d(n)’nin n’yle birlikte nasil arttigini bulabi-
derecesine esittir. lir misiniz? Ornegin, her 7 icin d(n) < Cn* esitsizli-
Ve o(Id) = 1 her zaman. Id, derecesi 1 olan tek ~ gini saglayan bir C ve k var mi? Sanmam. #
elemandir elbet. > N
Baska 6rnekler yanda. gg% ; _23 —— N
Derecesi 2 olan eleman- | 1y34)) = 2
lar, (12), (23), (13), |o(1234)=4
(12)(34), (12)(34)(56) gibi |ol(121345) =6,
ikilik ayrik devirler halinde | ;153)(456)) - 3
yazilan elemanlardir. 0((12)(345)(6789)) = 12
Yalniz dikkatli olun, |o((1234)(56789)) =20

(12)(23) elemaninin dere-

cesi 2 degil 3’tiir, ¢tinkii burada (12) ve (23) de-
virleri ayrik devirler degildir. Nitekim, o((12)(23))
=0(123) = 3.

Ayrik devirlerin ¢arpimlarinin derecesi, de-
virlerin uzunlugunun (yani derecelerinin) en kii-
ciik ortak ¢arpimidir. Bu, bariz.

Ayni devir yapisina sahip yani ayni tipte ele- 7
manlarin dereceleri esittir elbet. Ornegin, o0
(1234)(567) ve (164)(2537) elemanlarmin derece- M “ k e ’n m e I
leri esittir (12°ye).

S, de en buiytik derece kagtir? Bu ¢cok daha zor 52 lil:h ‘iii?;;lrll lkal; K a r m
bir soru. Birkag yanit verdik asagida. iontemle karm§ak istiyoruz: Desteyi tam or-
tadan (26-26) ikiye ayiralim. Destenin iist yarisi sol eli-

n Al e mlzde, alt yarisi sag elimizde olsun... Sonra, bilinen fiya-
: kali yontemle, alttan baglamak iizere, bir kagit sag
1 Id, 1 desteden, bir kagit sol desteden olmak iizere sirayla ka-
2 (12) 2 gitlart karalim. Once sag desteden baslayacagiz, bu 6nem-
li. Yani en ustteki ve en alttaki kagitlar yerinde kalacak-
3 (123) 3 lar, tistten 27. kagit karmadan sonra {istten ikinci kagit
4 (1234) 4 olacak, iistten ikinci kagt iistten iiciincii kagit olacak, tist-
5 (123)45) 6 ten 28. kagit tistten dorduncii olacak, ustten tgtincii ka-
g1t Ustten besinci kagit olacak...
6 (123456) 6 Bu islemi kag kez tekrarlarsak kagitlar eski yerleri-
7 (123)(4567) 12 ne gelirler?
8 (123)(45678) 15 . dBu sor_umll)n 1yaninm b(LIgIm;k i};in asagidaki eslesme-
nin derecesini bulmaliyiz. (Neden:
9 (1234)56789) 20 (12, 27, 14,33, 17,9, 5, 3) (4, 28, 40, 46, 49, 25, 13,
10 (12)(345)(678910) 30 7) (6,29, 15, 8, 30, 41, 21, 11) (10, 31, 16, 34, 43, 22,
11 (12345)067891011) 30 37, 1912, 32,42, 47,2438, 45, 23)18,35)20, 36,
12 (123)4567)(89101112) 60 Bundan da tam sekiz karmada kagitlarin eski yerle-
rine geldikleri ¢ikar.
d(n), S, deki en bityiik derece olsun. Ornegin, Ya 6nce sol desteden kagit alsaydik, yani tistten 27.

kagt birinci kagit olsaydi? O zaman destenin eski haline
gelmesi icin kag kez karmaliyiz?

yandaki ¢izelgeden d(12) = 60 oldugu goruliyor.

d(n) fonksiyonu n’ye gore nasil artiyor? Hig- Bu ikinci sorunun yanitini bulmak icin asagidaki es-
bir fikrim yok. Iki adimda bir ikiyle carpiliyor gi- %‘?Igezmsdelrgcgm 1liesggliﬁal3l§lzi(7N§ieli?5) 30 T
bi gziikiiyor, yani sanki bir polinom gibi artmi- || 383 6, 12,24, 48, 43, 33, 13, 26, 52, 51, 49, 45, 37,
yor. 21, 42, 31, 9, 18, 36, 19, 38, 23, 46, 39, 25, 50, 47, 41,

s ) 29, 5, 10, 20, 40, 27)

d(n), e}b?tte, & nlnp argalansslarinin p argala Demek ki bu sefer tam 52 karma sonunda ilk bas-
rinin en buytk en kiicitk ortak carpimina esit. ladigimiz duruma gelecegiz.

En biiyiik derece hakkinda séyleyecekleriniz 2n kagith bir desteyi bu yontemlerden biriyle karar-

sak, kagitlar ka¢ karmada en bastaki duruma gelirler? &

24



