
1. Sn’nin Tan›m›. n ele-

manl› bir kümenin n! tane

eflleflmesi1 oldu¤unu bili-

yoruz. Demek ki {1, 2, ..., n}

kümesinin de n! tane eflleflmesi vard›r. Bu

kümenin eflleflmelerinden oluflan küme Sym(n) ya

da Sn olarak gösterilir. Yazmas› daha kolay diye

biz Sn’yi tercih edece¤iz. Bu yaz›da amac›m›z Sn

kümesini incelemek.

2. Elemanlar›n›n Yaz›l›m›. Önce Sn kümesi-

nin elemanlar›n› teker teker inceleyelim, sonra

modern matemati¤in gere¤i, kümeye bir bütün

olarak bakar›z.

Bir örnekle bafllayal›m. Yukar›daki eflleflmeye

bakal›m. Bu eflleflme 1’i 3’e, 3’ü 4’e, 4’ü 6’ya,

6’y› da 1’e göndermifl. Yani

1 → 3 → 4 → 6 → 1

diye bir döngü olmufl. Ayn› eflleflme 2’yi 5’e ve 5’i

2’ye yollam›fl. Demek ki bir de

2 → 5 → 2

diye bir döngü sözkonusu. Son olarak, bu efllefl-

me 7’yi 7’ye göndermifl. Yanda resmi görülen efl-

leflme (1346)(25)(7) olarak yaz›l›r. Her bir paran-

teze devir ad› verilir.

Örne¤in S7’nin (127)(3456) eflleflmesinin resmi

afla¤›dad›r. Görüldü¤ü gibi, (127) deviri yüzünden,

(ya da sayesinde) 1 sa¤›ndaki 2’ye, 2 sa¤›ndaki

7’ye, 7 de ta en bafltaki 1’e gidiyor. Her say› hemen

kendi sa¤›ndaki say›ya gider. Sa¤›nda say› olmayan

say›lar, bulunduklar› parantezin en bafl›na giderler.

S7’nin her eleman› (ki 7! = 5040 tane eleman› var-

d›r) böyle ayr›k devirler biçiminde yaz›labilir.

Yaln›z dikkat edilmesi gereken bir iki nokta

var. Bu yaz›l›mla, (127)(3456) ve (3456)(127) efl-

leflmeleri de birbirine eflittir. Ayn› biçimde,

(127)(3456) = (271)(3456) = (3456)(271)

= (4563)(271) = (5634)(712)

gibi eflitlikler geçerlidir.

S4’ün 4! yani 24 eleman›n› bu yaz›l›mla yaza-

biliriz:

Yaz›l›m› biraz daha sadelefltirebiliriz. Tek ele-

manl› devirleri yazmasak da olur. Örne¤in

(1346)(25)(7) yerine daha basit olarak (1346)(25)

yazabiliriz. Bunun gibi (123)(45)(6)(7) yerine

(123)(45) yazal›m.

Ama o zaman (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7) yerine ne

yazaca¤›z? Onun yerine de Id7 yazal›m. E¤er 7

umurumuzda de¤ilse, Id7 yerine sadece Id yazal›m.

Bu daha basit yaz›l›mla, S4’ün 24 eleman›

afla¤›daki gibi yaz›l›r.

Id4

(12), (13), (14), (23), (24), (34)

(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)

(12)(34), (13)(24), (14)(23)

(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)

Bu yaz›l›m›n bir tehlikesi var. O da flu: Bu ya-

z›l›mla (1346)(25) eleman› S6’n›n da, S7’nin de,

S8’in de eleman› olabilir. Nas›l anlayaca¤›z han-

gisinin eleman› oldu¤unu? Konunun geliflinden...

Biraz dikkat etmek gerekir sadece o kadar. 

Bu yaz›l›m›n, tehlikesi yan›nda, bir avantaj›

vard›r: Bu yaz›l›m sayesinde, örne¤in, S6’y› rahat-

l›kla S9’un altkümesi olarak görebiliriz. Nitekim

S6’n›n her eleman›, S9’un 7, 8 ve 9’u sabitleyen bir

eleman› olarak görülebilir. 
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Kapak Konusu: Fonksiyonlar
Sn

ya da nam› di¤er Sym(n)

1- Bu eflleflmelere bazen permütasyon da denir.

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

S4’ün elemanlar›:

(1)(2)(3)(4)

(12)(3)(4), (13)(2)(4), (14)(2)(3), (23)(1)(4), (24)(1)(3), (34)(1)(2)

(123)(4), (132)(4), (124)(3), (142)(3), (134)(2), (143)(2), (234)(1), (243)(1)

(12)(34), (13)(24), (14)(23)

(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)



3. Hangi Tipten Kaç Eleman Var?

Biraz hesap yapal›m. Sn’de “tipi” ayn› olan

elemanlar›n say›s›n› hesaplayal›m. 

Örne¤in (12) gibi ikili devir biçiminde yaz›la-

bilen kaç eleman vard›r? E¤er n = 4 ise 6 tane var-

d›r: (12), (13), (14), (23), (24), (34). E¤er n = 5 ise,

10 tane vard›r: (12), (13), (14), (15), (23), (24),

(25), (34), (35), (45).

Genel olarak bu tip elemanlardan n’nin ikili-

si kadar, yani Cn
2 tane vard›r1.

Ya (123) gibi yaz›labilen kaç eleman vard›r?

Cn
3 tane de¤il. Çünkü seçti¤imiz her üçlü için iki

ayr› seçene¤imiz var. Örne¤in, 1, 2, 3 seçilmiflse,

bu say›larla elde edece¤imiz (123) ve (132) gibi iki

ayr› eflleflme var. Bu tipten toplam Cn
3 × 2 tane ele-

man vard›r.

Ya (12)(34) tipinden? Birinci çift için Cn
2 

seçenek var. ‹kinci çift için Cn-2
2 tane seçenek 

vard›r. Ancak bu iki say›y› çarparsak yanl›fl sonuç

buluruz. Çünkü böyle yaparsak (12)(34) ve

(34)(12)’yi sanki iki ayr› elemanm›fl gibi iki kez sa-

yar›z. Çarp›m› ikiye bölmek gerekir. So-

nuç olarak, (12)(34) tipinden Cn
2 × Cn-2

2 /2  tane 

eleman vard›r.

Ayn› tipten olan elemanlara efllenik denir. Efl-

lenik elemanlar›n tümünden oluflan kümeye de efl-

leniklik s›n›f› denir.

Soldaki tabloda n = 2, ..., 8 için, Sn’de her eflle-

nik s›n›f›nda kaç eleman oldu¤unu hesaplad›k. Her

kolonun alt›nda buldu¤umuz say›lar› toplayarak,

toplam›n n! olup olmad›¤›n› kontrol ettik. Böylece

yapt›¤›m›z hesaplar›n sa¤lamas›n› yapm›fl olduk.

(Gene de hata olabilir! Yanl›fla tahammülü olmayan

okur kendi bafl›na hesaplamal›d›r bu say›lar›.) 

En fazla eleman olan s›n›flar› koyu harflerle,

Id’ninki d›fl›nda en az eleman olan s›n›flar› da

alt› çizili gösterdik.

Belli ki, e¤er n ≥ 4 ise en az (12) tipinde ele-

man var. Bunun kan›t›n› (dolay›s›yla do¤ru olup

olmad›¤›n› da) bilmiyorum. Kan›tlayana ödül ve

bir bravo!

Ve gene belli ki Sn’de en kalabal›k s›n›f

(12 ... n−1)

s›n›f›. Bu s›n›f›n n(n – 2)! tane, yani

tane eleman› var. Bir baflka deyiflle, her n−1 ele-

mandan biri bu tipten (yani bu eflleniklik s›n›f›n-

da). Bunun da kan›t›n› bilmiyorum. Bunu da do¤-

ru kan›tlayana ödül var!

Efllenik S›n›f› Say›s›. Peki Sn’de kaç tür, yani

kaç eflleniklik s›n›f› var? Yukarda n = 8’e kadar efl-

leniklik s›n›flar›n› teker teker bulduk. Biraz daha

ileri gidelim:

Sn’deki eflleniklik s›n›f› say›s› asl›nda n say›s›n›n

parçalan›fl say›s›na eflittir. Örne¤in, e¤er n = 6 ise,

6 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 Id s›n›f›

6 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1 (12) s›n›f›

6 = 3 + 1 + 1 + 1 (123) s›n›f›

6 = 2 + 2 + 1 + 1 (12)(34) s›n›f›

6 = 4 + 1 + 1 (1234) s›n›f›

6 = 3 + 2 + 1 (123)(45) s›n›f›

6 = 5 + 1 (12345) s›n›f›

6 = 2 + 2 + 2 (12)(34)(56) s›n›f›

6 = 4 + 2 (1234)(56) s›n›f›

6 = 3 + 3 (123)(456) s›n›f›

6 = 6 (123456) s›n›f›

Bir do¤al say›n›n parçalan›fl say›s›, o say›y› (s›-

ra gözetmeden) do¤al say›lar›n toplam› olarak

kaç türlü yaz›labilece¤idir. Dolay›s›yla 6’n›n

   

n

n

!

− 1
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S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8

Id 1 1 1 1 1 1 1

(12) 1 3 6 10 15 21 28

(123) 2 8 20 40 70 112

(12)(34) 3 15 45 105 210

(1234) 6 30 90 210 420

(12)(345) 20 120 420 1120

(12345) 24 144 504 1344

(12)(34)(56) 15 105 420

(12)(3456) 90 630 2520

(123)(456) 40 280 1120

(123456) 120 840 3360

(12)(34)(567) 210 1680

(12)(34567) 504 4032

(123)(4567) 420 3360

(1234567) 720 5760

(12)(34)(56)(78) 105

(12)(34)(5678) 1260

(12)(345)(678) 1120

(12)(345678) 3360

(123)(45678) 2688

(1234)(5678) 1260

(12345678) 5040

Toplam 2 6 24 120 720 5040 40320

1- Tipografik nedenlerden dolay›,         yerine (n seç k), Frans›z

gelene¤ine uyarak, Cn
k yazaca¤›z.   

n

k











n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

s›n›f say›s› 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 



parçalan›fl say›s› yukarda görüldü¤ü gibi 11’dir,

S6’n›n eflleniklik s›n›f› say›s›na eflittir. Genel ola-

rak, Sn’nin eflleniklik s›n›f› say›s› n’nin parçalan›fl

say›s›na eflittir. Bugün bile üzerine pek çok arafl-

t›rmalar yap›lan parçalan›fl say›s› üzerine ilerde-

ki sayfalarda bir yaz› bulacaks›n›z. (sayfa 25)

4. Sn’de Çarpma. Sn’de bileflke al›naca¤›n› bi-

liyoruz. Yukardaki yöntemle bileflke almak ol-

dukça kolayd›r. Örne¤in, diyelim, (15)(347)’yla

(1234)(56)’nin bileflkesini almak istiyoruz. Bilefl-

keyi almak istedi¤imiz s›raya göre bu iki elema-

n› yanyana koyal›m önce:

(1234)(56) (15)(347)

Bakal›m 1 nereye gitmifl? 

(1234)(56) (15)(347) = (1?..

Sa¤dan bafllayarak her parantezi teker teker yokla-

yaca¤›z. Sa¤daki ilk (347) parantezinde 1 yok. De-

mek ki bu parantez 1’i 1’e gönderiyor. ‹kinci pa-

rantez 1’i 5’e gönderiyor. Üçüncü parantez 5’i

6’ya gönderiyor. En soldaki parantez de 6’y› 6’ya

gönderiyor. Demek ki yukardaki bileflke 1’i 6’ya

gönderiyor. Soru iflareti yerine 6 yazal›m:

(1234)(56) (15)(347) = (16?..

Bunu flöyle de gösterebilirdik:

(1234) (56) (15) (347)

6 ←  6 ← 5 ← 1 ← 1

fiimdi s›ra 6’da. Bakal›m 6 nereye gidecek? 

(1234) (56) (15) (347)

5 ←  5 ← 6 ←  6 ← 6

Demek ki 6 da 5’e gidiyor. Yani

(1234)(56) (15)(347) = (165?..

fiimdi s›ra 5’te. 5’in 2’ye gitti¤i kolayl›kla anlafl›-

l›r. S›ra 2’ye geldi. 2, 3’e gider. 3 de 1’e gider. De-

vir kapanm›flt›r:

(1234)(56) (15)(347) = (16523)?..

Daha 4’le bafllayan deviri hesaplamam›fl›z.

Onu da tamamlayal›m.

(1234)(56) (15)(347) = (16523)(47).

Bundan böyle “bileflke almak” yerine “çarp-

mak” diyece¤iz. Böylece “gücünü almak” ve “ter-

sini bulmak” gibi terimleri de kullanabilece¤iz.

Sn’nin bir eleman›n›n gücünü al›rken, ortak sa-

y›lar› olmayan devirlerin yerlerini de¤ifltirebilece-

¤imizi bilmek çok yararl›d›r. Örne¤in, (123)(45)

= (45)(123) oldu¤undan,

((123)(45))8 = (123)8(45)8,

ve (123)3 = (45)2 = 1 oldu¤undan,

(123)8 = (123)2 = (132) ve (45)8 = Id

eflitlikleri geçerlidir. Dolay›s›yla,

((123)(45))8 = (123)8(45)8 = (132).

Dikkat edin, çarparken elemanlar›n yerlerini

her zaman de¤ifltiremezsiniz. Örne¤in (12)(23) ≠
(23)(12).

Yukardaki gri karelerde çarpma, güç alma

ve tersini alma örnekleri verdik. Okur kendi ör-

neklerini kendi bulabilir. Bu yöntemle bir elema-

n›n tersi de kolay bulunur. Örnekler yukar›da.

5. Elemanlar›n Dereceleri. Sn’nin bir eleman›-

n›n derecesi (mertebesi), o eleman› Id yapan en kü-

çük pozitif güçtür; daha aç›k bir ifadeyle, e¤er α
∈ Sn ise, α’n›n derecesi αn = Id eflitli¤ini sa¤layan

en küçük pozitif n do¤al say›s›d›r. α eleman›n›n

derecesi o(α) olarak yaz›l›r. Örne¤in,

23

Matematik Dünyas›, 2003 K›fl

Birkaç çarpma örne¤i:

(1234)(356) = (123564)

(1234)(243) = (12)

(123)(234)(345)(567) = (12)(4567)

(12)(23)(34)(45) = (12345)

(12345)(15432) = Id

(12)(34)(1432)(34)(12) = (1234)

(12)(123)(1234) = (134)

(15)(14)(13)(12) = (12345)

(12)(14253)(12) = (15324)

Güç Alma:

(12)2 = Id

(123)2 = (132)

(123)3 = Id

(1234)2 = (13)(24)

(1234)3 = (1432)

(1234)4 = Id

(12345)2 = (13524)

(12345)3 = (14253)

(12345)4 = (15432)

((12)(345))2 = (354)

((12)(34))3 = (12)(34)

((12)(3456))3 = (12)(3654)

((123)(4567))3 = (4765)

((12)(345)(6789))6 = (68)(79)

((1234)(56789))20 = Id

Tersini Alma:

Id−1 = Id

(12)−1 = (12)

(123)−1 = (123)2 = (132)

(1234)−1 = (1234)3 = (1432)

(12345)−1 = (12345)4 = (15432)

((12)(34))−1 = (12)(34)

((123)(456))−1 = (132)(465)

(1234567)−3 = (1234567)4 = (1526374)



(1234)2 = (13)(24),

(1234)3 = (1432),

(1234)4 = Id4

oldu¤undan, o(1234) = 4.

Belli ki o(12 ... n) = n. Yani devirin uzunlu¤u

derecesine eflittir.

Ve o(Id) = 1 her zaman. Id, derecesi 1 olan tek

elemand›r elbet.

Baflka örnekler yanda.

Derecesi 2 olan eleman-

lar, (12), (23), (13),

(12)(34), (12)(34)(56) gibi

ikilik ayr›k devirler halinde

yaz›lan elemanlard›r.

Yaln›z dikkatli olun,

(12)(23) eleman›n›n dere-

cesi 2 de¤il 3’tür, çünkü burada (12) ve (23) de-

virleri ayr›k devirler de¤ildir. Nitekim, o((12)(23))

= o(123) = 3.

Ayr›k devirlerin çarp›mlar›n›n derecesi, de-

virlerin uzunlu¤unun (yani derecelerinin) en kü-

çük ortak çarp›m›d›r. Bu, bariz.

Ayn› devir yap›s›na sahip yani ayn› tipte ele-

manlar›n dereceleri eflittir elbet. Örne¤in,

(1234)(567) ve (164)(2537) elemanlar›n›n derece-

leri eflittir (12’ye).

Sn’de en büyük derece kaçt›r? Bu çok daha zor

bir soru. Birkaç yan›t verdik afla¤›da.

d(n), Sn’deki en büyük derece olsun. Örne¤in,

yandaki çizelgeden d(12) = 60 oldu¤u görülüyor.

d(n) fonksiyonu n’ye göre nas›l art›yor? Hiç-

bir fikrim yok. ‹ki ad›mda bir ikiyle çarp›l›yor gi-

bi gözüküyor, yani sanki bir polinom gibi artm›-

yor.

d(n), elbette, n’nin parçalan›fllar›n›n parçala-

r›n›n en büyük en küçük ortak çarp›m›na eflit.

En büyük derece hakk›nda söyleyecekleriniz

var m›? En büyük dereceyi hesaplayan bir bilgi-

sayar program› yapabilir misiniz? (Elbette yap›la-

bilir! Ama marifet çabuk çal›flan bir program

yapmakta.)

Ya d(n)’nin n’yle birlikte nas›l artt›¤›n› bulabi-

lir misiniz? Örne¤in, her n için d(n) ≤ Cnk eflitsizli-

¤ini sa¤layan bir C ve k var m›? Sanmam. ♠
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o(12) = 2

o(123) = 3

o((12)(34)) = 2

o(1234) = 4

o((12)(345)) = 6

o((12)(3456)) = 4

o((123)(456)) = 3

o((12)(345)(6789)) = 12

o((1234)(56789)) = 20

n eleman maks. derece

1 Id1 1

2 (1 2) 2

3 (1 2 3) 3

4 (1 2 3 4) 4

5 (1 2 3)(4 5) 6

6 (1 2 3 4 5 6) 6

7 (1 2 3)(4 5 6 7) 12

8 (1 2 3)(4 5 6 7 8) 15

9 (1 2 3 4)(5 6 7 8 9) 20

10 (1 2)(3 4 5)(6 7 8 9 10) 30

11 (1 2 3 4 5)(6 7 8 9 10 11) 30

12 (1 2 3)(4 5 6 7)(8 9 10 11 12) 60

52
’lik iskambil kâ-
¤›d› destesini flu
yöntemle karmak istiyoruz: Desteyi tam or-

tadan (26−26) ikiye ay›ral›m. Destenin üst yar›s› sol eli-
mizde, alt yar›s› sa¤ elimizde olsun… Sonra, bilinen fiya-
kal› yöntemle, alttan bafllamak üzere, bir kâ¤›t sa¤
desteden, bir kâ¤›t sol desteden olmak üzere s›rayla kâ-
¤›tlar› karal›m. Önce sa¤ desteden bafllayaca¤›z, bu önem-
li. Yani en üstteki ve en alttaki kâ¤›tlar yerinde kalacak-
lar, üstten 27. kâ¤›t karmadan sonra üstten ikinci kâ¤›t
olacak, üstten ikinci kâ¤›t üstten üçüncü kâ¤›t olacak, üst-
ten 28. kâ¤›t üstten dördüncü olacak, üstten üçüncü kâ-
¤›t üstten beflinci kâ¤›t olacak... 

Bu ifllemi kaç kez tekrarlarsak kâ¤›tlar eski yerleri-
ne gelirler?

Bu sorunun yan›t›n› bulmak için afla¤›daki eflleflme-
nin derecesini bulmal›y›z. (Neden?)
(1)(2, 27, 14, 33, 17, 9, 5, 3) (4, 28, 40, 46, 49, 25, 13,
7) (6, 29, 15, 8, 30, 41, 21, 11) (10, 31, 16, 34, 43, 22,
37, 19)(12, 32, 42, 47, 24, 38, 45, 23)(18, 35)(20, 36,
44, 48, 50, 51, 26, 39)(52)

Bundan da tam sekiz karmada kâ¤›tlar›n eski yerle-
rine geldikleri ç›kar.

Ya önce sol desteden kâ¤›t alsayd›k, yani üstten 27.
kâ¤›t birinci kâ¤›t olsayd›? O zaman destenin eski haline
gelmesi için kaç kez karmal›y›z?

Bu ikinci sorunun yan›t›n› bulmak için afla¤›daki efl-
leflmenin derecesini hesaplamal›y›z. (Neden?)
(1, 2, 4, 8, 16, 32, 11, 22, 44, 35, 17, 34, 15, 30, 7, 14,
28, 3, 6, 12, 24, 48, 43, 33, 13, 26, 52, 51, 49, 45, 37,
21, 42, 31, 9, 18, 36, 19, 38, 23, 46, 39, 25, 50, 47, 41,
29, 5, 10, 20, 40, 27)

Demek ki bu sefer tam 52 karma sonunda ilk bafl-
lad›¤›m›z duruma gelece¤iz.

2n kâ¤›tl› bir desteyi bu yöntemlerden biriyle karar-
sak, kâ¤›tlar kaç karmada en bafltaki duruma gelirler? ♠


