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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Fonksiyonlarda Bir Uzaklhik Kavrami
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o Egﬂﬁa clemant (12), (34), (56),

(78), ... elemanlarinin biles-

kesi (ya da carpimi) degildir. Sym(N)’de
sonlu tane elemanin bileskesini almasini 6grendik,
sonsuz tane elemani nasil ¢arpacagimizi bilmiyo-
ruz. Bu yazida, yukardaki (12)(34)(56)(78)... ele-
manini,

dizisinin “limiti” olarak gormesini 6grenecegiz,
yani bir anlamda, kimi zaman sonsuz tane ele-
mani ¢arpmasint Ogrenecegiz. Bunun igin
Sym(N)’de bir "uzaklik" kavrami tanimlama-
miz gerekecek.

A herhangi bir kiime olsun. F(N, A), N’den
A ktimesine giden fonksiyonlar kiimesini simge-
lesin. X de F(N, A)’nin herhangi bir altkiimesi
olsun. X = F(N, A) olabilir. Ya da A = N ise, X
= Sym(N) olabilir.

X’ten herhangi iki eleman alalim, f ve g. Sim-
di f ve g arasindaki “uzakhg1” bir gercel say1 ola-
rak tanimlayacagim. Bu sayiya d(f, g) adin1 vere-
cegim. Tanimlayacagim d(f, g) uzakhig negatif
olmayan bir gercel say1 olacak, ve bir anlamda f
ve g’nin birbirlerine ne derece benzediklerini 6l-
cecek. Fonksiyonlar ne kadar birbirine “benziyor-
larsa”, fonksiyonlarin birbirine “uzakliklar1” o ka-
dar kigik olacak.

Eger f = g ise, f ve g arasindaki uzaklik 0 ol-
sun, yani d(f, g) = 0 olsun.

Eger f # g ise, asagidaki kosullari saglayan n
dogal sayisini bulalim (vardir oyle bir say1):

£(0) = £(0), £(1) = &(1), .y fl1— 1) = gl — 1),
f(n) = g(n).

Yani n, f(n) # g(n) esitsizligini saglayan en kuguk
dogal say1 olsun. Simdi f ve g arasindaki uzakli-
g1, yani d(f, g) sayisini, 1/27 olarak tanimlayalim.

Ozetleyin,

1/2"
0

eger n, f(n)#g(n) esitligini saglayan ilk sayiysa

d(fag):{ o .
eger [ = gise

27

Bu tanima gore, eger f(0) = g(0) ise f ile g ara-
sindaki uzaklik 1’dir. Bu uzaklik, iki fonksiyon
arasinda olabilecek en buiytik uzakliktir.

Eger f(0) = g(0) ise, ama f(1) = g(1) ise, f ve
g arasindaki uzaklik 1/2’dir.

Eger f(0) = g(0) ve f(1) = g(1) ise, ama f(2) #
g(2) ise, f ve g arasindaki uzaklik 1/4’tiir.

Yukarda tamimladigimiz uzaklik fonksiyonu
asagidaki kosullar1 saglar: Her f, g, b € X igin,
Ul. d(f, g) € R0 ve d(f, g) = 0 ancak ve ancak

f=gise.
U2.d(f, g) = d(g, /)
U3.d(f, g) <d(f, b) +d(h, g).

Matematikte (bir X kiimesi tizerine) uzaklik
denilen kavram iste (X x X’ten R’ye giden ve) yu-
kardaki kogullari saglayan bir fonksiyondur.

Uzaklik kavraminin yardimiyla “yakinsamak”
kavrami tanimlanur. (f,,),, X kiimesinden bir di-
zi olsun (yani her f, fonksiyonu X’in bir elema-
n1). Bir de ayrica bir f € X verilmig olsun. Eger her
e > 0icin, “n> N = d(f,, f) < €” kosulunu sag-
layan bir N sayisi varsa, “(f,,), dizisi f’ye yakin-
sar” denir ve bu, lim,_, f, = f olarak yazilirl.

Aslinda bizim ilgilendigimiz kiimede yakinsa-
mak kavrami ¢ok daha kolay bir bigimde ifade edi-
lebilir: Eger her x € A igin, 7 > N oldugunda f,(x)
= f(x) esitliginin saglandig1 bir N sayisi varsa, o za-
man (f,), dizisi f’ye yakinsar ve bunun tersi de
dogrudur. Bu ikinci tanimin birincisine gore su tis-
tunltg vardir: Uzaklik kavramini kullanmaz ve
boylece yakinsamak tanimini bagka fonksiyon kii-
melerine genellestirmemize olanak saglar.

Asagidaki orneklerde hep A = N alacagiz, ya-
ni N’den N’ye giden fonksiyonlara bakacagiz.

Ornek 1. Su eglesmeleri ele alalim: f, = (0 1),

f1=(01)(23), f,=(01)2 3)(45),... Yani
£,= (0 1)(2 3) ... 2m, 2n+1)
olsun. O zaman f,, dizisinin (yukardaki anlamda) bir
limiti vardir, ve bu limit, tahmin edilecegi tizere,
(0 1)(23)(45)(67)...

eslesmesidir. Demek ki eglesmelerin limiti gene bir
eslesme olabiliyormug. Ama her zaman degil:

1- Bu N sayisi €’a bagimlidir. ¢ kiigtilditk¢e N biiytimek zorun-
dadir. Bu yiizden kimileyin N yerine N yazilr.
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Ornek 2. f, = (01), f,=(012), f3=(012
3),... olsun, yani, genel olarak f,=(012 3 ... n)
olsun. O zaman f,, dizisinin (yukardaki anlamda)
bir limiti vardir, ve bu limit — tahmin edilecegi tize-
re-(01234567...) fonksiyonudur. Yukarda-
ki 6rnegin tersine, bu kez buldugumuz bir egles-
me degil (limit birebir ama 6rten degil, 0’a giden
bir eleman yok.)

Ornek 3. f,: N — N fonksiyonlar: soyle ta-
nimlansin:

0 egerx =0, 1, ..., nise
fn<x>={ 5

X —n eger x=n ise

Her f,, orten bir fonksiyondur (ama birebir de-
giller). f,, orten fonksiyonlarin limiti, hep 0 dege-
ri veren sabit sifir fonksiyonudur. Demek ki 6rten
fonksiyonlarin limiti 6rten olmayabiliyor...

Soru: Birebir fonksiyonlardan olusan bir dizi-
nin limiti birebir olmak zorunda midir?

Simdi A’dan R kiimesine giden fonksiyonlar
kiimesi F(A, R) bakalim. Bu kiimeden bir (f,,),,
dizisi alalim. Her x € A igin, (f,(x)), gercel sa-
yilar dizisinin bir limiti oldugunu varsayalim.
Bu limite f(x) adin1 verelim:

Demek ki f € F(A, R). Bu durumda f,, fonk-
siyonlarinin (noktasal) limitinin f oldugunu
sOyleyecegiz ve bunu

limn sowofn=1
olarak gosterecegiz. Demek ki
lim, , o f,=f <
Her x € A i¢in, lim,, _, o, f,(x) = f(x).

Eger f, fonksiyonlarinin degerleri N’deyse
(vani her f,, € F(A, N) ise), aynen yukarda ilk
verdigimiz tanimi elde ederiz.

F(A, R) kiimesinin 0zel bir altkimesinde
¢ok daha ilging bir uzaklik kavrami tanimlana-
bilir. Once o 6zel altkiimeyi tanimlayayim:
Fy(A, R) su kiime olsun:

FylA, R) = {f € F(A, R) : supycs If(x)l < o).

Simdi f, g € Fy(A, R) i¢in su tanimi verelim:
d(f, g) = sup,ca If(x) — g(x)l. d fonksiyonu yu-
kardaki U1, U2, U3 ozelliklerini saglar, yani d,
Fy(A, R) tzerine bir uzakliktir. Bu uzaklik kav-
ramint kullanarak Fj(A, R) kiimesinde, yukar-
daki tanimdan ¢ok daha giicli bir yakinsama
tanimlayabiliriz. Bu kavrama gore,

lim, , o f, =f < Her ¢ > 0 icin 6yle bir N var-
dir ki, eger n > N ise d(f,, f) < €. &
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