
Sym(N)’nin

(12)(34)(56)(78)... 

eleman› (12), (34), (56),

(78), ... elemanlar›n›n bilefl-

kesi (ya da çarp›m›) de¤ildir. Sym(N)’de

sonlu tane eleman›n bileflkesini almas›n› ö¤rendik,

sonsuz tane eleman› nas›l çarpaca¤›m›z› bilmiyo-

ruz. Bu yaz›da, yukardaki (12)(34)(56)(78)... ele-

man›n›,

(12)

(12)(34)

(12)(34)(56)

(12)(34)(56)(78)

...

dizisinin “limiti” olarak görmesini ö¤renece¤iz,

yani bir anlamda, kimi zaman sonsuz tane ele-

man› çarpmas›n› ö¤renece¤iz. Bunun için

Sym(N)’de bir "uzakl›k" kavram› tan›mlama-

m›z gerekecek. 

A herhangi bir küme olsun. F(N, A), N’den

A kümesine giden fonksiyonlar kümesini simge-

lesin. X de F(N, A)’n›n herhangi bir altkümesi

olsun. X = F(N, A) olabilir. Ya da A = N ise, X

= Sym(N) olabilir.

X’ten herhangi iki eleman alal›m, ƒ ve g. fiim-

di ƒ ve g aras›ndaki “uzakl›¤›” bir gerçel say› ola-

rak tan›mlayaca¤›m. Bu say›ya d(ƒ, g) ad›n› vere-

ce¤im. Tan›mlayaca¤›m d(ƒ, g) uzakl›¤› negatif

olmayan bir gerçel say› olacak, ve bir anlamda ƒ
ve g’nin birbirlerine ne derece benzediklerini öl-

çecek. Fonksiyonlar ne kadar birbirine “benziyor-

larsa”, fonksiyonlar›n birbirine “uzakl›klar›” o ka-

dar küçük olacak.

E¤er ƒ = g ise, ƒ ve g aras›ndaki uzakl›k 0 ol-

sun, yani d(ƒ, g) = 0 olsun.

E¤er ƒ ≠ g ise, afla¤›daki koflullar› sa¤layan n

do¤al say›s›n› bulal›m (vard›r öyle bir say›):

ƒ(0) = g(0), ƒ(1) = g(1), ..., ƒ(n − 1) = g(n − 1),

ƒ(n) ≠ g(n).

Yani n, ƒ(n) ≠ g(n) eflitsizli¤ini sa¤layan en küçük

do¤al say› olsun. fiimdi ƒ ve g aras›ndaki uzakl›-

¤›, yani d(ƒ, g) say›s›n›, 1/2n olarak tan›mlayal›m.

Özetleyin,

Bu tan›ma göre, e¤er ƒ(0) ≠ g(0) ise ƒ ile g ara-

s›ndaki uzakl›k 1’dir. Bu uzakl›k, iki fonksiyon

aras›nda olabilecek en büyük uzakl›kt›r.

E¤er ƒ(0) = g(0) ise, ama ƒ(1) ≠ g(1) ise, ƒ ve

g aras›ndaki uzakl›k 1/2’dir.

E¤er ƒ(0) = g(0) ve ƒ(1) = g(1) ise, ama ƒ(2) ≠
g(2) ise, ƒ ve g aras›ndaki uzakl›k 1/4’tür.

Yukarda tan›mlad›¤›m›z uzakl›k fonksiyonu

afla¤›daki koflullar› sa¤lar: Her ƒ, g, h ∈ X için,

U1. d(ƒ, g) ∈ R≥0 ve d(ƒ, g) = 0 ancak ve ancak

ƒ = g ise.

U2. d(ƒ, g) = d(g, ƒ).

U3. d(ƒ, g) ≤ d(ƒ, h) + d(h, g).

Matematikte (bir X kümesi üzerine) uzakl›k

denilen kavram iflte (X × X’ten R’ye giden ve) yu-

kardaki koflullar› sa¤layan  bir fonksiyondur.

Uzakl›k kavram›n›n yard›m›yla “yak›nsamak”

kavram› tan›mlan›r. (ƒn)n, X kümesinden bir di-

zi olsun (yani her ƒn fonksiyonu X’in bir elema-

n›). Bir de ayr›ca bir ƒ ∈ X verilmifl olsun. E¤er her

ε > 0 için, “n > N ⇒ d(ƒn, ƒ) < ε” koflulunu sa¤-

layan bir N say›s› varsa, “(ƒn)n dizisi ƒ’ye yak›n-

sar” denir ve bu, limn→∞ ƒn = ƒ olarak yaz›l›r1.

Asl›nda bizim ilgilendi¤imiz kümede yak›nsa-

mak kavram› çok daha kolay bir biçimde ifade edi-

lebilir: E¤er her x ∈ A için, n > N oldu¤unda ƒn(x)

= ƒ(x) eflitli¤inin sa¤land›¤› bir N say›s› varsa, o za-

man (ƒn)n dizisi ƒ’ye yak›nsar ve bunun tersi de

do¤rudur. Bu ikinci tan›m›n birincisine göre flu üs-

tünlü¤ü vard›r: Uzakl›k kavram›n› kullanmaz ve

böylece yak›nsamak tan›m›n› baflka fonksiyon kü-

melerine genellefltirmemize olanak sa¤lar. 

Afla¤›daki örneklerde hep A = N alaca¤›z, ya-

ni N’den N’ye giden fonksiyonlara bakaca¤›z.

Örnek 1. fiu eflleflmeleri ele alal›m: ƒ0 = (0 1),

ƒ1 = (0 1)(2 3), ƒ2 = (0 1)(2 3)(4 5),... Yani

ƒn = (0 1)(2 3) ... (2n, 2n+1) 

olsun. O zaman ƒn dizisinin (yukardaki anlamda) bir

limiti vard›r, ve bu limit, tahmin edilece¤i üzere, 

(0 1)(2 3)(4 5)(6 7)...

eflleflmesidir. Demek ki eflleflmelerin limiti gene bir

eflleflme olabiliyormufl. Ama her zaman de¤il:
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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Fonksiyonlarda Bir Uzakl›k Kavram›

1- Bu N say›s› ε’a ba¤›ml›d›r. ε küçüldükçe N büyümek zorun-

dad›r. Bu yüzden kimileyin N yerine Nε yaz›l›r.   
d f g

n f n g n

f g

n

( , )
/ ( ) ( )= ≠

=






1 2

0

e¤er ,   eflitli¤ini sa¤layan ilk say›ysa

e¤er  ise



Örnek 2. ƒ1 = (0 1), ƒ2 = (0 1 2), ƒ3 = (0 1 2

3),... olsun, yani, genel olarak ƒn = (0 1 2 3 ... n)

olsun. O zaman ƒn dizisinin (yukardaki anlamda)

bir limiti vard›r, ve bu limit – tahmin edilece¤i üze-

re - (0 1 2 3 4 5 6 7 ...) fonksiyonudur. Yukarda-

ki örne¤in tersine, bu kez buldu¤umuz bir efllefl-

me de¤il (limit birebir ama örten de¤il, 0’a giden

bir eleman yok.)

Örnek 3. ƒn : N → N fonksiyonlar› flöyle ta-

n›mlans›n:

Her ƒn örten bir fonksiyondur (ama birebir de-

¤iller). ƒn örten fonksiyonlar›n limiti, hep 0 de¤e-

ri veren sabit s›f›r fonksiyonudur. Demek ki örten

fonksiyonlar›n limiti örten olmayabiliyor...

Soru: Birebir fonksiyonlardan oluflan bir dizi-

nin limiti birebir olmak zorunda m›d›r? 

fiimdi A’dan R kümesine giden fonksiyonlar

kümesi F(A, R) bakal›m. Bu kümeden bir (ƒn)n
dizisi alal›m. Her x ∈ A için, (ƒn(x))n gerçel sa-

y›lar dizisinin bir limiti oldu¤unu varsayal›m.

Bu limite ƒ(x) ad›n› verelim:

limn → ∞ ƒn(x) = ƒ(x).

Demek ki ƒ ∈ F(A, R). Bu durumda ƒn fonk-

siyonlar›n›n (noktasal) limitinin ƒ oldu¤unu

söyleyece¤iz ve bunu 

limn → ∞ ƒn = ƒ
olarak gösterece¤iz. Demek ki 

limn → ∞ ƒn = ƒ ⇔
Her x ∈ A için, limn → ∞ ƒn(x) = ƒ(x).

E¤er ƒn fonksiyonlar›n›n de¤erleri N’deyse

(yani her ƒn ∈ F(A, N) ise), aynen yukarda ilk

verdi¤imiz tan›m› elde ederiz.

F(A, R) kümesinin özel bir altkümesinde

çok daha ilginç bir uzakl›k kavram› tan›mlana-

bilir. Önce o özel altkümeyi tan›mlayay›m:

Fb(A, R) flu küme olsun:

Fb(A, R) = {ƒ ∈ F(A, R) : supx∈A |ƒ(x)| < ∞}.

fiimdi ƒ, g ∈ Fb(A, R) için flu tan›m› verelim:

d(ƒ, g) = supx∈A |ƒ(x) − g(x)|. d fonksiyonu yu-

kardaki U1, U2, U3 özelliklerini sa¤lar, yani d,

Fb(A, R) üzerine bir uzakl›kt›r. Bu uzakl›k kav-

ram›n› kullanarak Fb(A, R) kümesinde, yukar-

daki tan›mdan çok daha güçlü bir yak›nsama

tan›mlayabiliriz. Bu kavrama göre, 

limn → ∞ ƒn = ƒ ⇔ Her ε > 0 için öyle bir N var-

d›r ki, e¤er n > N ise d(ƒn, ƒ) < ε. ♠

28

Matematik Dünyas›, 2003 K›fl

 
f x

x n

x n x n
n( ) =

− ≥





0 e¤er = 0,  1,  ...,   ise

e¤er  ise


