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Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Secim Fonksiyonlari
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Sonsuz sayida ayakka-

b1 ¢ifti var ve biri sizden

bu sonsuz sayida ayakka-

b1 ¢iftinden her birinden bir 6r-

nek getirmenizi istiyor... Her ¢iftten sol

ayakkabuiy1 segebilirsiniz 6rnegin. Ya da hep sag

ayakkabiyi... Yani iki ayakkabidan birini segmek
icin bir kural bulabilirsiniz.

Ama diyelim sonsuz sayida ayakkabu cifti de-
gil de, sonsuz sayida corap cifti var. Her iftten bi-
rini segeceksiniz. Coraplarin sagi solu belli olmadi-
gindan bu sefer belli bir kural bulamazsiniz.
Coraplarin biri sagda biri solda olsa, ya da biri tist-
te biri altta olsa, ya da biri yirtik biri saglam olsa,
o zaman kurali koymak kolay. Sorun, sonsuz
sayida corap cifti oldugunda ve ciftleri olusturan ¢o-
raplardan birini digerinden ayirdedemedigimizde.

Ornegin, X = ({1, 2}, (3, 4, {3, 6}, ...} ise, X’in
her elemanindaki en biiytik sayiy1 segebiliriz

Eger X = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, ...} ise, 1, X’in
her elemaninda oldugundan, hep 1’i segebiliriz.

Soruyu daha matematiksel olarak soyle ifade
edelim. Elinizde bir X kiimesi var. Bu kiimenin ele-
manlari1 da kiime, ve higbiri bos degil. X’in her ele-
manindan bir 6rnek (numune, esantiyon) sececek-
siniz. Bir bagka deyisle, kalkis kiimesi X olan 6yle
bir f fonksiyonu bulacaksiniz ki, her x € X igin,
f(x) € x olacak. Boyle bir fonksiyona segim fonk-
siyonu denir.

Sorumuz su: Bos olmayan kiimelerden olusan
her kiimenin bir secim fonksiyonu var midir?

Once 6rneklerle sorunun zorluk derecesini
oOlgecegiz. Sonra da sorunun 6ziine inip yaniti ve-
recegiz.
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Kolay Siklar. Eger X, bos olmayan kiimeler-
den olugan sonlu bir kiimeyse, o zaman X’in bir
se¢im fonksiyonunu bulmak ¢ok basittir: X’in
her elemanindan belli bir eleman secin, olsun bit-
sin! Sorun X sonsuz olunca...

Eger X’in elemanlarimin ortak bir elemani var-
sa, 0 zaman da kolay, hep o elemani secelim. Orne-
gin yukardaki 6rneklerden birinde, 1, X’in biittin ele-
manlarinin ortak elemaniydi ve biz hep 1’1 secmistik.

Eger X’in her elemaninda, a ve b diye adlan-
diracagimiz iki elemandan biri varsa, o zaman
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da kolay: X’in bir x elemanini alahm. Eger a € x
ise @’y1 secelim. Eger a ¢ x ise, o zaman x’ten b’yi
secelim.

@(A )¥, A’nin bos olmayan altkimelerinden
olusan kume olsun. Yam @(A) = p(A)\{D). Ce-
sitli A’lar icin @ (A)  kiimesinin bir secim fonk-
siyonunu bulmaya calisacagiz.

Ornek 1. go(N)* kiimesinin secim fonksiyonu.

Bos olmayan her dogal sayi kiimesinden bir
eleman segebiliriz; 6rnegin kiimenin en kiiciik
elemanini segebiliriz. S6zgelimi, bu yontemle, {1,
5, 8} kiimesinden 1’1, cift sayilar kiimesinden 0’1,
asal sayilar kimesinden 2’yi seceriz.

Ornek 2. p (2)" kiimesinin secim fonksiyonu.

Bos olmayan her tamsayi kiimesinden de bel-
li bir yontemle bir eleman secebiliriz. Ornegin su
yontemi deneyelim: & # x < Z olsun; eger x’in en
buiytik elemani varsa o en biiytk elemani, yoksa
x N N kimesinin en kiiguk elemanini secelim.
Boylece bos olmayan her tamsayi kiimesinden
bir eleman se¢mis olduk.

Ornek 3. go(QZO)* kiimesinin secim fonksi-
yonu.

Bos olmayan bir pozitif kesirli sayilar kiime-
sinden bir say1 nasil seceriz? Kiimeye x diyelim. Su
kiimeyi tanimlayalim:

Alx)={a+b:alb e x}.

Bos olmayan bir dogal say1 kiimesi oldugun-
dan, A(x)’in en kuigtk elemani vardir. Bu elema-
na 7 diyelim. Simdi,

{albex:a+b=n}
kiimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kii-
mesidir, dolayisiyla bir en kiigiik elemani vardir.
Iste x’ten bu elemani segelim.

Ornegin,

x = {a?/b € Q30 : g asal ve a2 + b? sayis1 4%e ve
5’e bolunmez}
1se,
A(x) = {a2 + b : a asal ve a2 + b2 sayis1 4’e ve
5’e boliinmez}
kiimesidir. A(x) kiimesinin en kiigiik eleman 7°dir
(a=2,b=3.) Dolayisiyla yukarda agikladigimiz
yontemle x’ten 2/3’1 seceriz. Bu se¢im fonksiyo-
nu asagida gerekecek, ona bir ad verelim: f. Or-
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negin, yukardaki ornekte, f(x) = 2/3.

Ornek 4. go(@)* kiimesinin segim fonksiyonu.

Bos olmayan kesirli say1 kiimelerinden de birer
eleman secebiliriz. x ¢ Q bos olmayan bir kiime ol-
sun. Eger x N Q20 bos degilse, yukardaki yontemi
kullanalim ve f(X N Q29) elemanin segelim. Eger
X N Q20 bogkiimeyse, (—-X) N Q=0 kiimesi bos
degildir, o zaman da X’ten —f((—X) N Q29) elema-
nin1 secelim.

Genel olarak, eger X sayilabilir bir kiimeyse
(bknz. Eslemeler yazis1), ¢ (X) kiimesinin bir
se¢im fonksiyonunu bulmak oldukga kolaydir.
Nitekim, f : X — N bir esleme olsun. & #x < X
olsun. Eger n, f(x)’in en kiigiik elemaniysa, x’ten
f~1(n) elemanini seceriz. (f, Ornek 3’teki secim
fonksiyonu.)

Ornek 5. Araliklar kiimesinin secim fonksiyonu.
Reel sayilar kiimesinin
[a, b], [a, b), (a, D], (a, b),

(—OO, a]a (_Ooa d), [CZ, Oo)a (d, OO)) (_ooa _OO)
gibi altkiimelerine aralik adi verilir. Reel sayila-
rin bos olmayan araliklarindan da belli bir yon-
temle bir eleman secebiliriz. [a,
bl, [a, b), (a, b], (a, b) araliklarin-
dan “orta noktay1”, yani (a + b)/2
noktasini, (—oo, 4], (—oo, a) aralik-
larindan @ — 1 noktasini, [a, ©),
(a, ) araliklarindan @ + 1 nokta-
sini ve (—oo, —o0) araligindan 0
noktasini (gene orta noktay1!) se-
celim.

Omek 6. p(R)" kiimesinin
secim fonksiyonu.

Iste en civcivli soruya geldik.
Yukardaki 6rneklerde kimileyin
kolayca kimileyin zorlanarak, her
seferinde bir se¢im fonksiyonu
bulduk. Ama bu kez isler hig kolay degil.

Hemen soyleyelim: p(R)" kiimesinin bir se-
¢im fonksiyonunu bulamazsiniz. Istediginiz kadar
deneyin... Sadece siz degil, kimse bulamaz!

Bu kiimenin se¢im fonksiyonu yok demiyo-
rum. Var da demiyorum...

Yoksa elbet bulamazsiniz. Ama varsa da bu-
lamazsiniz!

Bu kiimenin bir se¢cim fonksiyonunun oldugu
ancak su aksiyomla (belitle) kanitlanabilir:

Secim Aksiyomu (C): Elernanlar: bos olmayan
kiimeler olan her kiimenin bir secim fonksiyonu
vardar.
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Kurt Gédel
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Bu aksiyom kullanilarak go([R)* kiimesinin
bir secim fonksiyonu oldugu kanitlanabilir (elbet!),
ama o secim fonksiyonunun kurali bulunamaz!
Yani agik agik se¢im fonksiyonunu yazamazsiniz.
Bir bagka deyisle, varligi (yukardaki aksiyom ta-
rafindan) kanitlanan bir se¢cim fonksiyonunun
kurali yoktur. Olamaz da. Bu, Kurt Godel tara-
findan kanitlanmustir.

Kurt Godel, Se¢im Aksiyomu’nun, kiimeler
kuraminin diger aksiyomlarindan bagimsiz oldu-
gunu kanitlamistir. Soyle agiklayayim:

Kiimeler kuraminin Se¢im Aksiyomu diginda-
ki kabul edilen diger aksiyomlarina ZF diyelim.
(Z, Zermelo’nun Z’sidir, F de Fraenkel’in F’si)
ZF’nin ¢eliskisiz oldugunun (gene ZF’nin aksi-
yomlari kullanilarak) kanitlanamayacagini Kurt
Godel kamitlamistir (1931). Godel ayrica sunu
kanitlamigtir (1940):

Eger ZF celiskisizse, hem (ZF + C) hem de
(ZF + —C) celiskisizdir.

Bir baska deyisle, ZF kiimeler kuramina ister
Cyi istersek de C’nin degillemesini ekleyebiliriz ve
celigkisiz iki ayr1 teori elde ederiz. Matematikgi-
lerin ¢cok buytik bir ¢ogunlugu C’yi kabul etme-
den yana olmusglar ve bugun ar-
tik C aksiyomu kabul edilmistir.
Bu yuizden, bugiin kabul edilen
ve kullanilan kiimeler kurami ak-
siyomlarina ZFC denir.

Secim Aksiyomunun Kulla-
nimt. Se¢im aksiyomundan ¢ok
“dogal” sonuglar ¢ikabildigi gi-
bi hi¢ de dogal goriinmeyen so-
¥ nuclar cikar. Her ikisinden de
birer 6rnek verelim.

“Dogal” Bir Sonug. X son-
suz bir kiime olsun. X’in sayila-
bilir sonsuzlukta bir altkiimesi
var mudir? Yani X’ten oyle x(, xq, x5, x3,... ele-
manlari bulabilir miyiz ki, {xg, x1, x5, x3,...} bir kii-
me olsun? Secim Aksiyomu olmadan boyle bir kii-
menin varhgini kanitlanamaz. Zorluk surdadir:
{0, X1, X2, X3,...} diye bir nesne vardir. Bu nesne-
nin kiime oldugunu kiimeler kuraminin ZF aksi-
yomlariyla kanitlamak gerekiyor. Se¢im aksiyomu
olmadan bu kanitlanamaz. Baz1 X kiimeleri i¢in
kanitlanabilir, ama her sonsuz kiime igin kanitla-
namaz. Kiime olmanin bazi kosullar1 vardir. {x,
X1, X2, X3,...} Nesnesinin bu kosullari yerine getir-
digini kanitlayamayiz.
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“Dogal olmayan” bir sonug. 1 yaricaph bir kii-
re alalim. Simdi ¢ok sasirtic bir sey soyleyecegim.
Bu kiireyi 6yle bes parcaya bolebilirim ki ve bu beg
pargay1 dondurerek, oteleyerek, simetrisini ala-
rak, yani hacim ve alan degistirmeyen doniisiim-
lerden gegirdikten sonra 6yle toparlayabilirim ki,
pargalardan ikisinden yarigapt 1 olan bir kiire,
geri kalan ticiinden gene yari ¢cap1 1 olan bir kiire

elde edebilirim. Bu sagmasapan goriinen teorem Se-
¢im Aksiyomu’yla kanitlanabilir ancak. Matema-
tikte buna Banach-Tarski Paradoksu denir (ama
aslinda bir paradoks degildir, sadece sasirticidir,
paradoksa benzer.) Bes parcanin higbirinin alan
olamaz elbet (yoksa alani buytiltemezdik.) Se¢im
aksiyomunun yardimiyla, R3 uzaymnn alani hesap-
lanamayan altkiimelerini bulabiliriz. &
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r = €030 - 2cos(40) + sind(0/12)
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