
Bu köflede liseli gençlerimizin proje-

lerini yay›mlayaca¤›z. Yay›mlanma-

s›n› istedi¤iniz projelerinizi bize yol-

lay›n.

B
u say›m›zda, Mef Okullar›’ndan Asl›han

Ak›n’la Özgür Paksoy’un 2000 Tübitak

Proje Yar›flmas›’na sunduklar› Gerçel Sa-

y›lar Kümesinde Tan›mlanm›fl Bir ‹fllemin Fibo-

nacci Say›lar›na Uygulan›fl› adl› çal›flmalar›ndan

bir bölüm sunaca¤›z.

Fibonacci’nin ününün nedeni Liber Abaci

(Abaküs kitab›) adl› kitab›nda al›flt›rma olarak

sordu¤u flu sorudur: Biri erkek biri difli bir çift

tavflan›n›z var, bir ayl›kken çok genç oldukla-

r›ndan üreyemiyorlar, ama ikinci ay›n sonunda

erginleflip üremeye bafll›yorlar. Her ay her çiftin

biri erkek biri difli olmak üzere yeni bir çift üret-

ti¤ini varsayal›m. Tavflanlar bu flekilde üremeye

devam ederlerse bir y›l sonunda kaç çift tavfla-

n›n›z olur? Sorunun devam› bu sorunun genel-

lefltirilmifl halidir: n ay sonunda kaç çift tavfla-

n›n›z olur?

Birinci ay 1 çift, ikinci ay üremediklerinden

gene bir çift, bir sonraki ay iki çift... Her ayda

kaç çift eriflkin tavflan oldu¤unu hesaplarsak flu

diziyi buluruz:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...

Görüldü¤ü üzere, üçüncüden itibaren her say›

kendinden önceki iki say›n›n toplam›na eflittir.

Bu diziye Fibonacci dizisi, dizinin terimlerine de

Fibonacci say›lar› ad› verilmifltir. Diziyi daha

matematiksel olarak flöyle tan›mlayabiliriz:

ƒ0 = 0,   ƒ1 = ƒ2 = 1,  

ƒn+2 = ƒn+1 + ƒn.

Fibonacci say›lar› aralar›nda birçok iliflki

sa¤larlar. Örne¤in: 

ƒ1 + ƒ2 + ... + ƒn = ƒn+2 – 1

ƒ1 + ƒ3 + ... + ƒ2n−1 = ƒ2n

ƒ2 + ƒ4 + ... + ƒ2n = ƒ2n+1 – 1

ƒ1 − ƒ2 + ƒ3 − ... + (−1)n+1ƒn = (−1)n+1ƒn−1 + 1

ƒ1
2 + ƒ2

2 + ... + ƒn
2 = ƒnƒn+1

ƒ3 + ƒ6 + ... + ƒ3n =

ƒn+hƒn+k − ƒnƒn+h+k = (−1)nƒhƒk

ƒ2n = ƒn+1
2 − ƒn−1

2

Bu eflitlikler ve daha baflkalar› bilinir. Asl›-

han Ak›n’la Özgür Paksoy projelerinde afla¤›da-

ki sonuçlar› bulmufllar, daha do¤rusu kan›tla-

m›fllar:

Teorem 1. m|n ⇔ ƒm|ƒn.

Teorem 2. EBOB(ƒn, ƒm) = ƒEBOB(n, m)

Projede daha daha ilginç fleyler de var.

Fibonacci dizisinden yararlanarak flu sonsuz

kuvvet serisini olufltural›m:

F(z) = ƒ0 + ƒ1z + ƒ2z2 + ... = .

Bu seriyi z ve z2 ile çarpal›m ve

F(z) − zF(z) – z2F(z)

serisini hesaplayal›m. Fibonacci dizisinin tan›-

m›n› kullanarak, basit bir hesapla,

F(z) – zF(z) – z2F(z) = z

buluruz. Yani, 

F(z) = .

E¤er sa¤daki “kesirli polinomu” yeniden

seri biçiminde yazabilirsek, bu serinin katsay›-

lar› bize Fibonacci say›lar›n› verecektir. Bu

yaklafl›m kullan›lan yöntemin özünü olufltur-

maktad›r. 
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= 1 + αz + α2z2 + αz3 + ...

eflitli¤inin1 alt›n› çizdikten sonra,

(*)

eflitli¤ini sa¤layan A, B, α ve β say›lar›n› bulma-

ya çal›flal›m. Diyelim bu eflitli¤i sa¤layan say›lar

bulduk. Bak›n o zaman neler oluyor:

= A(1 + αz + α2z2 + αz3 + ...) +

B(1 + βz + β2z2 + βz3 + ...)

= (A + B) + (Aα + Bβ)z +

(Aα2 + Bβ2)z2 +  (Aα3 + Bβ3)z3 + ...

yani 

ƒn = Aαn + Bβn

oluyor... ƒn için

bir formül

bulmufl oluyo-

ruz... A, B, α,

β say›lar›n›

bulman›n bir-

çok yolu var-

d›r. (*) denk-

leminin pay-

dalar› eflitlene-

rek elde edilen

polinomlar›n

katsay›lar›na

bakab i l i r i z .

Ya da z’ye çe-

flitli de¤erler

v e r e b i l i r i z

(dört bilinmeyen oldu¤una göre en az dört de-

¤er vermek gerekir). Örne¤in z = 0 al›rsak, A +

B = 0 buluruz, yani B = −A ve böylece B’den

kurtuluruz. Hatta her iki taraf› da 1 − αz ile

çarp›p z’yi sonsuza götürebiliriz. Hatta ve hatta

z = 1/α alarak, sa¤ taraf› sonsuz yapar›z, sol ta-

raf da sonsuz olmak zorunda oldu¤undan,

1 − 1/α − 1/α2 = 0, yani α2 − α − 1 = 0 bulu-

ruz. Ayn› flekilde β2 − β − 1  = 0 bulunur. Bun-

lardan da α ve β’n›n x2 − x − 1 = 0 denklemi-

nin kökleri oldu¤u ç›kar. Dolay›s›yla, (α ≠ β ol-

du¤undan),

bulunur. fiimdi A ve B’yi bulmak kolay: A =

±1/√5, B = −A = ∓1/√5. Demek ki art›k ƒn’nin

bir formülü var. Bir seçim yapal›m:

olsun. Demek ki,

.

Böylece, ƒn Fibonacci say›lar› için n’ye ba¤-

l› bir formül elde etmifl olduk.

Bu formülden flöyle bir sonuç elde edebili-

riz: α−n say›s›n›n mutlak de¤eri 1’den küçük ol-

du¤u için, n’nin büyük de¤erleri için α−n çok

küçük oldu¤undan, ƒn tamsay›s› αn/√5 irrasyo-

nel (kesirsiz) say›s›na çok yak›n olur. Örne¤in,

55 = ƒ10 ≈ α10/√5 ≈ 55,00364,

89 = ƒ11 ≈ α11/√5 ≈ 88,997775.

Görüldü¤ü üzere oldukça baflar›l› bir çal›fl-

ma. Ancak yerimizin darl›¤›ndan dolay› bu pro-

jenin ikinci bölümünü bir sonraki say›m›zda ya-

y›mlayaca¤›z. ‹kinci bölüm esas itibariyle proje-

nin ismini de tafl›yan k›s›m olacak. Bu yaz›y› bir

soruyla bitirelim:

Soru: n > 2 ise, ƒm say›s›n›n ƒn
2 say›s›na bö-

lünebilmesi için gerek ve yeter flart nedir? ♠
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Leonardo Fibonacci

≈1175 - 1250

?
Kaç tane Fibonacci sa-

y›s›n›n asal oldu¤u bi-

linmiyor, sonlu ya da

sonsuz olduklar› bile

bilinmiyor.

1 Tüm bu eflitliklerin matematiksel aç›klamas› ve kan›t› vard›r.

Ama bunu burada aç›klamaya yerimiz yok. Baz› say›lar için

geçerli olan bu eflitlikler “bilinmeyen” z’ler için de geçerlidir.


