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Not

Bu bir yil siirecek bir yarigmadir. Grup halinde, okul
olarak ya da bireysel olarak katilabilirsiniz.

Dergimize alistirma problemlerinin ¢oziimlerini degil,
yalnizca yarigma problemlerinin ¢éziimlerini yollayiniz. Ay-
rica liitfen su noktalara dikkat ediniz:

Her sorunun ¢éziimiinii ayri bir kdgida okunakli ve an-
lagilir bir bigimde yaziniz.

Kagidin sag tist kosesine adinizi, soyadimizi, adresinizi, 63-
renciyseniz okulunuzu ve sinifinizi yaziniz.

Coziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii, Matema-
tik Boliimii, Giilbahge Kéyii, Urla [zmir adresine 15 Nisan

\2003 tarihine kadar adima gonderiniz. /

Alistirma Problemleri

A276. x2 - 6y2 = 2003 esitligini saglayan x ve
y tam sayilari var midir?

A277. ABCFGH digbiikey altigeninde (yani
kenarlardan herhangi biri uzatildiginda altigenin
tamamui uzatilan kenarin ayni1 bolgesinde kalan bir
altigende) AB = CF = GH, a(A) = a(C) = a(G) ve
o(B) = a(F) = a(H) isel, BC = FG = HA oldugu-
nu gosteriniz.

A278. Bir siniftaki 6grencilerin yedide biri er-
kektir. Smifa on ii¢ yeni 6grenci gelince erkekle-
rin sayisi artar ancak siniftaki yiizdesi azalir. Kiz-
larin sayisi kag artt1?

A279. Bir kutuda yesil, sar1 ve kirmizi elmalar
bulunur. Bunlar Amasya, Bursa ve Guilbahge el-
malaridir. Yesil elmalarin sayis1 Amasya elmala-
rinin sayisindan, Amasya elmalarinin saysi sar1 el-
malarin sayisindan, sar1 elmalarin sayist Bursa
elmalarinin sayisindan, Bursa elmalarinin sayisi
kirmizi elmalarin sayisindan, kirmizi elmalarin
sayist da Giilbahge elmalarinin sayisindan daha
fazladir. Boyle bir durum olabilir mi?

A280. P(x), katsayilar1 tamsay1 olan bir poli-
nomdur (bkz. sf. 49) ve ti¢c degisik x tamsayisi igin
degeri 1°dir. P(x)’in tamsay1 kokiintin olmadig-
n1 kanitlayin.

* Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii 6gretim iiyesi.
1. o (H), H’nin agist anlamina gelir.

roblemler ve Coziimleri
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Yarigsma Problemleri

Y276. m ve n tamsayilari 1’den buyiik. 73 — 1
sayist m’ye, m — 1 de n’ye boltniir. m = n3/2 + 1
ve m = n? + n + 1 esitliklerinden birinin dogru ol-
masi gerektigini kanitlayin.

Y277. Ters yazilimiyla ¢arpildiginda, son tig
basamag; sifir olan sekiz basamakli bir say1 veren
tim dort basamakli sayilari bulun.

Y278. 21 + 1 kisiden olusan bir toplulukta, her
n kigilik grubun tim bireylerini taniyan ve bu
grupta bulunmayan biri vardir. Bu toplulukta
herkesi taniyan birinin varligini kanitlayin.

Y279. Tekduze (monoton) artan f: [0,1] - R
fonksiyonu f(0) = 0 esitligini ve f(1) > 1 esitsizli-
gini saglar ve ayrica eger a, b, a + b € [0,1] ise

fla) + fib) = fla + b)
esitsizligi gerceklesir.
s, = (1) + f(172) + f(1/3) + ... + f(1/n)
dizisinin sinirli olmadigini gosterin.

Y280. Her ti¢ elemanindan en az birinin yine
o ugluden bir bagkasina bolindugii sonlu bir po-
zitif tamsayilar kiimesi verilmigtir. Bu kiimenin
tim elemanlarinin, ayni renkten olan her iki ele-
mandan biri digerini bolecek sekilde iki renge bo-
yanabilinecegini kanitlayiniz.

Gegmis Sorularin Coziimleri

A266. 3698765432123456789 wve
345678909876543 sayilarmmin carpumi ka¢ ba-
samaklidir?

Coziim. Sayilari sirasiyla a ve b ile gosterelim.
O halde 36 x 1017 <a < 37 x 1017 ve 34 x 1013
< b < 35 x 1013 esitsizlikleri saglanir. Buradan,
1224 x 1030 < ab < 1295 x 1030 esitsizligi elde
edilir. Dolayisiyla ab sayisi 34 basamaklidir.

A267. Merkezi ABC ikizkenar (AB=BC) ii¢ge-
ninin AC kenari iizerinde bulunan cember AB ve
BC kenarlarma tegettir ve ayrica AC kenarini ii¢
parcaya béler. Ucgenin yiiksekligi BH olsun. BH
x AC = 1872 ise, cemberin yaricap: kactir?
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Coziim. Cemberin yaricapini 7 ile gosterelim.
AF = FE = EC = 2r (sekle bakiniz) oldugundan CD

9* —1* =22 elde edilir. CHB ve CDH iic-

genlerinin benzerliginden, BH/r = BH/HD =
CH/CD = 37/2r\2 = 3/2N2 buluruz. Bunlari ko-
suldaki esitlikte yerine yazdigimizda, 6nce

3r
— X

242
buradan da = 2 elde ederiz.

6r = 182,

A268. —7’den 7’ye kadar olan tiim tamsayilar,
her sayimn iki komsusunun carpumni negatif olma-
yacak bicimde cember boyunca dizilebilir mi?

Coziim. Boyle bir dizilimin bulundugunu var-
sayalim. 0’dan baslayarak sayilari saat yoniinde a,
Ay, ..., dq4 ile gosterelim. O halde, a,’nin iki kom-
susu olan a; ve az sayilarinin isaretleri aynidir (ya
ikisi de pozitif ya da ikisi de negatiftir.) Benzer bi-
cimde aj ile as, as ile a;, a7 ile aq, aq ile aqq ve ayy
ile a5 sayilarinin isaretleri aynidir. Ayni nedenden,
Ay, dgy ..., dq4 sayllarinin igaretleri aynidir. Diger
taraftan ay’in iki komsusu olan a; ile a;4’tn isa-
retleri aynidir. Dolayisiyla gy diginda tiim sayila-
rin isaretleri aymidir. Celigski! Boylece kosullar
saglayan bir dizilim mumkun degildir.

A269. [x], x gercel sayisimin tam degerini,
{x} = x x [x] de kesir degerini gostermek iizere,
[x] x{x} =3
esitsizligini saglayan en kiiciik pozitif gercel x sa-

yiyr bulun.

Coziim. [x] x {x} < [x] oldugundan [x] > 3 ol-
masi gerekir. Diger taraftan, [x] = 4 alirsak, {x} >
3/[x] = 3/4 esitsizliginden, verilen kosulu saglayan
en kuguk sayinin 4 + 3/4 = 4,75 oldugu anlagilir.

A270. a, b, c gercel sayilar: max(a, b) + max(c,
2002) = min(a, ¢) + min(b, 2003) egitligini saglar.
b > c esitsizligini kanmitlaymn.

Coziim. max(a, b) 2 a 2 min(a, ¢) oldugundan,
once min(a, ¢) + b = min(a, ¢) + min(b, 2003) =
max(a, b) + max(c, 2002) = min(a, ¢) + c elde ede-
riz, buradan da b > ¢ ¢ikar.

Y266. n sayisimin pozitif tam bolenlerinin sa-
yisini ©(n) ile gosterelim. ©(n? + 1) dizisinin hicbir
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n sayisindan baglayarak kesin artan olmayacagi-
m kanmtlaymiz.
Coziim. 72 + 1 bir kare olmadigindan, bolen-

lerinin kiimesi, d < # olmak uzere {d, n+1 } gi-
bi ikililere ayrilabilir.

Dolayisiyla t(1n2 + 1) ¢ift sayidir.

n bir cift sayiysa, 72 + 1 sayisinin tiim bolen-
leri tektir, dolayisiyla, d’nin alabilecegi degerler
n’den kiiciik olan tek sayilar olabileceginden, t(72
+ 1) < n esitsizligi elde edilir.

Simdi t(n2 + 1) dizisinin bir 7 sayisindan bag-

layarak kesin artan oldugunu varsayalim. O hal-

de t(n2 + 1) sadece ift say1 degerleri aldigindan,

her m > ny ve k > 0 igin,

t((m+k)2 + 1) 2 t((m+k=1)2 + 1) + 2
>..2tm2+1)+2k

esitsizlikleri elde edilir.

m ve k’yi cift say1 ve k > m — t(m? + 1) olarak
aldigimizda

m+k>t((m+kR)2+1)2t(m?+ 1)+ 2k,
buradan da k > m — t(m?2 + 1) > k seklinde celis-
ki elde edilir.

Y267. ABCD paralelkenarimin kosegenlerinin
kesisim noktas: O olsun. ABO iicgeninin cevrel
cemberi AD kenaruu bir E noktasida, DOE iic-
geninin cevrel cemberi de BE dogru parcasini bir
F noktasinda kesiyor. o(BCA) = a(FCD) esitligi-
ni gosterin.

Cozim. o(EFD) o(EOD) a(OEB) +
o(EBO) o(BAD) o(BCD) oldugundan
BFDC’nin bir kiris dortgeni oldugu (yani tstunden
bir daire gectigi) anlagilir. O halde «(BCF)
o(BDF) = a(OEF) = a(OAB) = a(ACD) esitligi,
buradan da a(BCA) = a(FCD) elde edilir.
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Y268. On kagit parcasimin ber birine bir-
kag tane 2’nin kuvvetlerine esit olan say: ya-
zlmugtir. Tiim kagit parcalarmdaki sayilarm
toplami aymdir. Yazilan tiim sayiar arasinda
en az alti kez rastlanan bir sayr bulundugunu
kanitlaymn.

Coziim. Bir kagit parcasindaki sayilarin
toplami 7z olsun. 2k < m esitsizligini saglayan
en biiytik & sayisini ele alahm. Tum kagit par-
calarindaki sayilarin toplami 1072°dir. Diger ta-
raftan sayilardan higbirine 5’ten fazla kez rast-
lanmasaydi, tim sayilarin toplami en fazla
Sk 42k 4 4 1)=502k+1-1)

=10 x2k-5<10m
olabilirdi. Dolayisiyla en az alt1 kez rastlanan
bir say1 bulunur.

Y269. a, b, c gercel sayilart 9a + 11b + 29¢
= 0 esitligini saglamaktadir. ax3 + bx + ¢ = 0
denkleminin [0, 2] araliginda en az bir kokii
bulundugunu kanitlayimiz.

Coziim. f(x) = ax3 + bx + ¢ olsun. Demek
ki f(0)=cve f(2) =8a+2b +c. O halde 0 =
9a +11b + 29¢ = f(0) + f(2) +a + 9b + 27¢
= f(0) + f(2) + 27(a/27 + bI3 + ¢) = f(0) + f(2)
+27 f(1/3), yani f(0) + f(2) + 27f(1/3) = O esit-
ligi elde edilir. £(0), f(1/3) ve f(2) sayilarindan
biri sifirsa, 0, 1/3 ve 2 sayilarindan biri denk-
lemin [0, 2] araligindaki bir kokudur. Eger
£(0), f(1/3) ve f(2) sayilarinin hepsi sifirdan
farkliysa, son esitlikten dolayi, en az ikisinin
isaretleri birbirinden farklidir. O halde, f(x)
fonksiyonu siirekli oldugundan, [0, 1/3], [1/3,
2] ve [0, 2] araliklarinin birinde denklemin ko-
ki bulunacaktir.

Y270. Asagidaki iddialardan ikisinin dog-
ru, birinin yanhs oldugu biliniyorsa, n pozitif
tamsayisini bulunuz:

1) n + 51, bir tamsaywun karesidir;

2) n sayisimin son basamag: 1°dir;

3) n— 58, bir tamsaywun Raresidir.

Coziim. Ikinci iddia dogru olursa, 7 + 51
sayisinin birler basamagi 2, 7 — 58 sayisinin
birler basamagi da 3 olur, dolayisiyla bunla-
rin higbiri bir tamsayinin karesi olamaz. O
halde ikinci iddia yanlstir, birinci ve t¢iin-
cii ise dogru, yanin + 51 =x2ven — 58 = y2
esitliklerini saglayan x ve y pozitif tamsayi-
lar1 bulunur. Buradan x2 — y2 = 109, yani (x
+y)(x —y) =109 esitligi elde edilir. 109 asal
oldugundan x + y = 109 ve x — y = 1 esitlik-
leri, buradan da x = 55, y =54 ve n = 2974
bulunur.
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