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Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Bir Tane Rastgele Cizge Var!

Ali Nesin® / anesin@bilgi.edu.tr

Bu yazida ilging oldu-
gu kadar da sasirtict bir

we

gimiz teoremin felsefi bir yorumu da yapilabilir.

teorem kanitlayacagiz. Kanitlayaca-

Teoremimiz, bir anlamda, sonsuz zamanimiz oldu-
gunda ya da ¢ok ¢ok uzun bir zaman stireci sonun-
da, rastlantilarin sonucunun hic de rastlantisal ol-
madigini gosterecek. Gorecegimiz tzere,
yuzbinlerce, yiiz milyonlarca, ytiz milyarlarca rast-
lantisal olay, son derece belirgin, asag1 yukari 6n-
ceden kestirilebilen bir sonu¢ dogurabiliyor.

Size sonsuz tane nokta verdim:

1,2,3,4,5,6,7,8, ...

noktalarini. Bu noktalardan bir ¢izge yapmani-
z1 istiyorum. Cizgeyi soyle yapacaksiniz: Her iki
nokta i¢in yazi-tura atacaksiniz. Yaz gelirse o iki
noktay: birlegtireceksiniz, tura gelirse birlestirme-
yeceksiniz. Her iki nokta i¢in yazi-tura atmay: bi-
tirdiginizde (!) noktalarin adlarini silin. Hangi
noktanin 1 noktasi, hangi noktanin 2 noktasi ol-
dugu belli olmasin. Elinizde adsiz noktalar ve
noktalar arasinda birtakim ¢izgiler (bagimlilik-
lar1) kalacak. Ben de ayni seyi yapacagim. Sizin
cizgenize bakmadan, sizden bagimsiz... Boylece
adsiz iki rastgele ¢izge elde edecegiz: Sizin rast-
gele cizgeniz ve benimkisi... Simdi ¢izgelerimizi
kargilagtiralim. 1ki cizgenin de ayni olduklarini
gorecegiz. Tipatip birbirine benziyorlar! Sanki bi-
ri 6btrintn hik demis burnundan diigmiisten de
ote... Inanilir gibi degil ama dogru! Ne sihirdir
ne keramet, matematiktir matematik!

Dabhasi var. Diyelim, ben noktalar: birlegtirmek
i¢in yazi-tura atmadim da zar attim. 6 geldiginde
noktalar birlestirdim, gelmediginde birlestirme-
dim. Sizse yazi-tura attiniz. Noktalarin adlarini sil-
digimizde gene ayni gizgeleri elde ederiz!

Sonlu Rastgele Cizgeler. U nokta alalim. Nok-
talarimiza 1, 2, 3 diyelim. Ug noktayla sekiz degi-
sik ¢izge yapabiliriz:
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Ug nokta arasindaki bagintilara yazi-tura ata-
rak karar verecek olursak, yukardaki ¢izgelerden
herbirini elde etme olasihig1 1/8’dir.

Bu ¢izgelerdeki noktalarin adlarini, yani sayi-
lari silersek, gizge sayimiz azalir. Ornegin, bir ba-
gintisi olan ti¢ ¢izgenin noktalarimin adlari silindi-
ginde hepsi birden tek bir ¢izge olurlar. Bunun
gibi, iki bagintisi olan ug¢ ¢izgeden de bir adsiz
cizge elde ederiz. Boylece noktalarin adlarini sildi-
gimizde geriye dort ¢izgemiz kalir:

Eger cizgeyi yazi-tura atarak bulmussak, yani
her bagintinin olasilig1 1/2 ise, bu adsiz ¢izgelerin
varolma olasiliklar: sirastyla 1/8, 3/8, 3/8 ve 1/8dir.

Eger sadece tiger noktamiz olsaydi ve siz de ben
de yazitura atarak bagintinin varligina ya da yok-
luguna karar verseydik, ikimizin de ayni ¢izgeyi el-
de etme sansi

(1/8)2 + (1/8)% + (3/8)2 + (3/8)% = 20/64 = 5/16
olurdu, yani agagi yukar: 1/3.

Nokta sayimiz arttikga ayni ¢izgeyi elde etme
olasiligimiz belki artmaz ama, ¢izgelerimizin hatiri
sayilir buytkliikteki altcizgeleri birbirinin esi olur.
Bu yazida bunu ve daha fazlasini kanitlayacagiz.

* Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
Yazarin Matematik ve Oyun adli kitabindaki ayni baglikli yazi-
dan uyarlanmugtir.
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Dort noktali gizgelerle deneyelim bir de. Iste

dort noktal ¢gizgeler:
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Cizgelere ilistirilen 1/64, 6/64, 12/64 gibi sa-
yilar, bagintilara karar vermek icin yazi-tura atil-

diginda saynin altindaki ve tstundeki gizgelerin el-
de edilme olasiligidir. Dort noktal ¢izge sayist
24312 = 26 = 64’tiir. Dort noktali ve bir bagintili
kag ¢izge vardir? Dort noktadan ikisini segip ara-
larina bir baginti koymamiz gerekiyor. Demek ki
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tane bir bagintili ¢izge var.

iiciincii nokta vardwr ki, bu iigiincii nokta hem 1
noktasryla, hem de 2 noktasryla bagmtilidir. Savi
kanitlayalim. 3 noktasini ele alalim. Eger sansl bir
guniimiizdeysek, 3 noktasi diledigimiz gibi bir
noktadir, yani hem 1 noktasiyla, hem de 2 nokta-
styla bagintihidir. Bunun boyle olma olasihig: 1/4.
Demek ki 1/4 olasilikla, 3 noktasi varhigini iddia
ettigimiz noktalardan biri olacak. Ote yandan 3/4
olasilikla 3 noktasi istedigimiz gibi bir nokta olma-
yacak. Simdi 3 ve 4 noktalarini ele alalim. Bu iki
noktadan hig¢birinin diledigimiz gibi bir nokta ol-
mama olasihig (3/4)2 tiir. Eger 7 tane nokta alir-
sak, bu 7z noktadan higbirinin diledigimiz gibi bir
nokta olmama olasilig1 (3/4)” tiir. Ama » buyuduk-
ce (3/4)n azalyor, sifira yakinsiyor. Demek ki, 3,
4, 5, 6,... noktalarmdan higbirinin bizim istedigimiz
gibi bir nokta olmama olasilig

n—s o0 (34)1 =0,

ve en az birinin istedi-

lim

Herbirinin olasihg 1/64
oldugundan, bir bagntil
cizge elde etme olasihigi-
miz 6/64°dirl. 5
Sonsuz Rastgele Ciz-
ge(ler). Simdi sonsuz rast-
gele cizgelere gelelim. N
ktmesi, 1, 2, 3, 4,... gibi
pozitif (}ogal saylardan noktali ve k bagntili
olusan kiime olsun. Bunlar
noktalarimiz. Iki nokta
arasinda baginti olup ol-
madigina karar vermek
i¢in yazi-tura atacagiz. Bu
¢gizgeye R adini verelim (R,
“rastgele”nin R’si.) R ¢iz-

n Noktali k Bagmtili Cizge Sayisi
n noktali bir ¢izgenin baginti sayis1 0’la

(2) arasinda degisir, cinkii bagintilar kiimesi,
n noktanin ikililerinden olusur.

n noktal ve k bagintili kag ¢izge vardir?

n n
(ZJ tane olasi bagintimiz var. Bu (2) tane ola-

s1 bagintidan k tanesini sececegiz. Demek ki 7

4

k

tane ¢izge vardir. Elbette, noktalarin adlari si-
linince ¢izge sayisi ¢cok diiser.

gimiz gibi bir nokta ol-
ma olasilig
lim,, _y (1 -(3/4)") = 1.

Dolayisiyla 1 olasilikla
diledigimiz gibi bir nokta
vardir. Demek ki sonsuz bir
rastgele ¢izgede herhangi iki
noktaya baglanmuis tigtincii
bir nokta vardir.

Rastgele cizgeler tize-
rine bir bagka sonu¢ daha
kanitlayalim. R, rastgele
¢izgeniz olsun. Noktalarin
adlarini silin. Sonra her-
hangi bir sonlu ¢izge alin,
ornegin asagidaki 7 nok-
tali ¢cizgeyi. Onun da adla-

gesi hakkinda ne soyleyebi-

liriz? Rastgele cizge oldugundan higbir sey bilmemiz
olast degil diye diisiinebilir okur. Ilk bakista 6yle bi-
le goriinse, ikinci bakista R cizgesi tizerine ¢ok sey
bildigimiz anlagilir.

Basit bir ornekle baglayalim. Rastgele ¢izge-
nin herhangi iki noktasi arasindaki “uzakligin”
en fazla iki oldugunu, yani bir noktadan bir
bagska noktaya t¢iincti bir noktadan gegilerek
(bagintilari izleyerek elbet) gidilebilecegini ka-
nitlayalim.

R rastgele ¢izgesinde herhangi iki nokta alalim;
diyelim 1 ve 2 noktalarini. Savim su: Oyle bir
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rint silin. Bu adsiz ve son-
lu ¢izgeye S adini verelim. S sonlu ¢izgesi, rastgele
cizgenizin bir altgizgesidir, yani S ¢izgesini R ¢izge-
sinin i¢inde bulabilirsiniz. Neden?

1 Bu 11 cizge rastgele konulmamistir. Altalta gelen ¢izgeler bir-
birleriyle ilintilidir. Ust kattan herhangi bir cizgeyi alalhm. Bu
¢izgenin bagntilarini silelim ve baginti olmayan yerlere bagin-
t1 koyalim. Boylece alt kattaki ¢izgeyi elde ederiz. En sagdaki
¢izge i¢in ayni seyi yapacak olursak gene ayni cizgeyi elde
ederiz. Altalta gelen iki ¢izgenin olasiliklari aymidir. Yazi-tu-
ra atildiginda aynidir. Eger zar atarak bagintilara karar vere-
cek olursak olasiliklar degisebilir. Ornegin, zar attigimizda 6
gelirse baginti koymaya, gelmezse baginti koymamaya karar
verecek olursak, cizgenin baginti sayisi cogaldikca olasiligs
azalir.
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Su nedenden:
Rastgele ¢izgeni-
zin noktalarini ye-
diger yediser ayi-
rin. Ornegin sdyle
(noktalarin adla-

[ XN
[ BN

3 i silmistik; aga-
gidaki

noktalarin adlan

sayilar
4 degil; yalnizca bir-
birinden degisik noktalar oldugunu vurgulamak
i¢in kullaniyoruz bu sayilari):

Ro={1,2, .., 7)

R{={8,9,.., 14}

R,={/m+1,7n+2,..,7n+7}.

R altgizgesine bakalim. Bu ¢izgenin S ¢izgesi
olma olasilig1 en az 1/27%6/2 (neden?), olmama
olasiligiysa en fazla 1 — 1/27%6/2, Bu son olasiliga
o diyelim.

O<a<1-1/27%612 <1
esitsizliklerine dikkatinizi cekerim. R, ¢izgesinin S
cizgesi olmama olasiligi o. Demek ki Ry ve R ¢iz-
gelerinden hicbirinin § ¢izgesi olmama olasilig
o2. Genel olarak, Ry, ..., R,,_; cizgelerinden hicbi-
rinin § ¢izgesi olmama olasihig1 o en az birinin S
olma olasiligi 1 — o2, Neyse ki, a, 1’den kiiciik ol-
dugundan, » arttik¢ca o sayilari kiiciilip 0’a ya-
kinsarlar2. Dolayisiyla 1 — o sayilari 1’e yakinsar.
Sonsuz tane R, ¢izgesi oldugundan, bunlardan bi-
rinin S olma olasilig: 1’dir. Dolayisiyla, R ¢izgesin-
de S’ye tipatip benzeyen bir altgizge vardir.

Sagirtict Teoremi Kanithyoruz. Son olarak ya-
zinin baginda iddia ettigim savi kanitlayalim. Sizin
elinizde rastgele bir cizge var. Bu cizgeye R diye-
lim, noktalariniz da

ay, ay, a3, g, ...
olsun. Benim ¢izgeye R’ diyelim. Noktalarim
asay, a3, as,...
olsun. Bu iki ¢izgenin noktalarinin adlarini degis-
tirecegim. a ve @’ noktalarini b ve b’ yapacagim.
Ve bu ad degistirmeyi oyle yapacagim ki, nokta-
larin adlarini sildigimizde iki ¢izgenin birbirinin
aynisi oldugu apagik belli olacak. Bagintilara do-
kunmayacagim. Yalnizca eski adlari silip yeni ad-

2 Eger a sayis1 0 < a < 1 esitsizliklerini sagliyorsa, 7 sonsuza git-
tiginde, o’ sayilari sifira yakinsarlar. Bunu Yakmsamak bas-
likli yazida agiklamigtik.
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lar koyacagim yerine, daha sonra bu yeni adlari
da silecegim.

Matematikte gelgit yontemi denilen bir yontem
kullanacagim.

Birinci Adim. Birinci adimda dise dokunur bir
sey yapmayacagiz. R gizgesinden baslayalim ise. a4
noktasina b; diyelim bundan boyle. R’ cizgesinde
by’e benzeyen bir nokta bulabilir miyiz? Elbette!
Herhangi bir nokta b;’e benzer. Ornegin a;’ nok-
tast. Bundan boyle 4’ noktasina b;" adini verelim.
Cizgelerimizin noktalarinin adlar simdilik soyle:

R: by ay a3 ay as ag ay
R: by ay a3 a a5 as ay

Ikinci Adim. Simdi R’ gizgesine gegelim. a,’
noktasmna b,’ diyelim bundan boyle. Ve {b;', b,'}
altgizgesine bakalim. b,' ve b,’ arasinda baginti
olabilir ya da olmayabilir. R ¢izgesinde 6yle bir a,,
noktast bulmak istiyorum ki {64, a,,} cizgesiyle {b{',
b,'} cizgesi — noktalarinin adlart diginda — birbiri-
nin ayni olsun. Diyelim b;’ ve b," arasinda bir ba-
gint1 var. O zaman, R ¢izgesinde dyle bir a,, nok-
tast segmeliyim ki, a,, noktasiyla b noktasi arasinda
bagint1 olsun. Boyle bir a,, noktasi bulabilir miyim?
1 olasilikla bulabilecegimi iddia ediyorum. R ¢iz-
gesinin hi¢bir noktasinin b; noktasina bagintih ol-
mama olasiligi sifirdir. Bu soyle anlagilir. 72 herhan-
gi bir dogal say1 olsun. a,, a3, ..., d,,,1
noktalarindan hi¢birinin b; noktasiyla bagintist
olmamasinin olasiligi 1/27 dir. Sonsuz tane nokta-
miz oldugundan, noktalardan hi¢birinin diledigim
gibi bir nokta olmama olasihg lim,,, _y ., 1/27 =0
dir. Demek ki, 1 olasilikla diledigim gibi bir nok-
ta vardir. Bu nokta a, olmayabilir, a5 olmayabilir,
belki a4 de olmayabilir, ama bir tanesi b;’e bagin-
il olacak. R ¢izgesinde boyle bir nokta segelim. Di-
yelim a4 noktasi by noktasina bagntili. a4 nokta-
sina bundan boyle b, diyelim. Simdi

{by, by} ve {by', by}
altcizgeleri — noktalarinin adlar1 diginda — birbiri-
nin aynidir.

Eger by’ ile b," arasinda baginti yoksa, R ¢iz-
gesinde b, ile bagintisi olmayan bir nokta segilir ve
bu noktaya b, adi verilir.

Cizgelerimizin noktalarini yeni adlariyla sira-

layalim:
R: by by a a3 as ag ay
R': bl’ bz' 613’ 614’ 615’ 616’ 617’
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Ugiincii Adim. R ¢izgesine geri donelim. a,
noktasi; R ¢izgesinin adi degistirilmeyen ilk nok-
tast. Bu noktay1 b3 yapalim ve {by, b,, b3} altgiz-
gesine bakalim. Diyelim, b3 ile b, bagintili, ama by
ile bagintili degil. R’ ¢izgesinde oyle bir 4,/ nokta-
s1 bulacagiz ki g,/ noktasi b, ile bagintili olacak
ama by’ ile bagintili olmayacak. Eger 6yle bir a,,’
bulabilirsek,

{b1, by, b3} ve {by', b5 a,}
altcizgeleri, noktalarinin adlar1 diginda, ayni ¢izge
olacaklar.

Boyle bir a, noktasi bulabilir miyiz? Evet! Bi-
ri olmazsa, bir baskas: olmak zorunda. Ciinkii
as', ay'y ..., d,,,, noktalarmdan hicbirinin diledi-
gimiz gibi bir nokta olmama olasiligi (3/4)” dir ve
m sonsuza gittiginde bu olasilik 0’a gider. Demek
ki diledigimiz gibi bir a,,’ noktasi bulma olasiligi-
muz 1’dir. Diyelim a¢' noktasi igimizi goriiyor. ag'
noktasinin adi bundan boyle b5’ olsun. Cizgeleri-
mizin noktalar1 simdi soyle:

R: bl bz b3 as as ag az
R': bl, bz' b3' 613' [14/ [15/ 617'

Dordiincii Adim. Bu kez R’ ¢izgesinden ise
baslayacagiz. Adini degistirmedigimiz ilk nokta
a3'. Bu noktaya b,' diyelim bundan boyle. Simdi
R cizgesinde Oyle bir a,, noktasi bulalim ki,

{by', by, b3', by} ve {by, by, b3, a,)
altcizgeleri — noktalarin adlarini dikkate almazsak
— ayni gizge olsunlar. Oyle bir a,, noktasi 1 olasi-
likla bulunabilir. Nasil bulunur? Yukardaki gi-
bi... Higbir a,, noktasinin istedigimiz gibi bir nok-

ta olmama olasilig: sifirdir. Demek ki birinin dile-
digimiz gibi bir nokta olma olasihig1 birdir.

Boylecene siirdiriirtiz. Tek sayili adimlarda
R ¢izgesinden, gift sayili adimlarda R’ gizgesinden
baslariz. Bu yontemle ne benim ¢izgemden ne de
sizin ¢izgenizden nokta unutulmaz.

Sonsuza dek surdirdigumiizde, noktalarimiz
b ve b’ harfleriyle yazilmig olur ve her # igin,

{b1s s b} ve {by, ..., b}
altgizgeleri, adlar1 diginda, birbirinin aynisidir.
Dolaysiyla, {by, by, b3,...} ve {by', by, b3',...} ¢iz-
geleri arasinda — noktalarinin adlari diginda — hig¢
ama hicbir ayrim yoktur.

Demek ki R ve R’ ¢izgeleri arasinda — nokta-
larinin adlar1 diginda — bir ayrim yoktur.

Ne kanmitladik? Sizin rastgele ¢izgenizle benim
rastgele cizgem birbirinin esidir. 1 olasilikla!

Hatta sunu da soyleyebilirim: R ¢izgesinden bir
noktay1 ve bu noktanin biitiin bagintilarini siler-
sek, elde ettigimiz ¢izge de rastgele bir ¢izge olur,
yani baglangigtaki ¢izgeyle — noktalarinin adlar di-
sinda — bir ayrim yoktur.

Sonug: Yukaridaki teoremin kanitindan su ci-
kar: R rastgele ¢izgi olsun A ve B, R’nin sonlu iki
alt ¢izgisi olsun. A ve B’nin birbirinin esi (izomorf,
esyapisal) oldugunu varsayalim. Demek ki her x,
y € A igin “x ve y bagintilidir ancak ve ancak f(x)
ve f(y) bagintilidir” kosulunu saglayan f: A — B
eslemesi vardir. O zaman R’nin Oyle bir ¢ 6zyap1
dontisimi vardir ki ¢’nin A’ya kisitlanigi fdir.

Matematiksel bir deyisle rastgele ¢izge homo-
jendir. »

nokta varsa, o zaman R’ye rastgele ¢izge denir.

Rastgele Cizgenin Matematiksel Tanimi

Yazida rastgele bir cizge yazi-tura gibi matematiksel olmayan bir kavramla tanimlandi. Rastge-
le ¢izgenin matematiksel tanimi sudur. R bir ¢izge olsun. Her # ve m dogal sayisi ve her py, ..., p,, ve
q15 -+ 4 nOktalart icin p;lerin herbiriyle bagntili olan ama g;’lerin hicbiriyle bagintili olmayan bir




