
Bu yaz›da ilginç oldu-

¤u kadar da flafl›rt›c› bir

teorem kan›tlayaca¤›z. Kan›tlayaca-

¤›m›z teoremin felsefi bir yorumu da yap›labilir.

Teoremimiz, bir anlamda, sonsuz zaman›m›z oldu-

¤unda ya da çok çok uzun bir zaman süreci sonun-

da, rastlant›lar›n sonucunun hiç de rastlant›sal ol-

mad›¤›n› gösterecek. Görece¤imiz üzere,

yüzbinlerce, yüz milyonlarca, yüz milyarlarca rast-

lant›sal olay, son derece belirgin, afla¤› yukar› ön-

ceden kestirilebilen bir sonuç do¤urabiliyor. 

Size sonsuz tane nokta verdim:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ...

noktalar›n›. Bu noktalardan bir çizge yapman›-

z› istiyorum. Çizgeyi flöyle yapacaks›n›z: Her iki

nokta için yaz›-tura atacaks›n›z. Yaz› gelirse o iki

noktay› birlefltireceksiniz, tura gelirse birlefltirme-

yeceksiniz. Her iki nokta için yaz›-tura atmay› bi-

tirdi¤inizde (!) noktalar›n adlar›n› silin. Hangi

noktan›n 1 noktas›, hangi noktan›n 2 noktas› ol-

du¤u belli olmas›n. Elinizde ads›z noktalar ve

noktalar aras›nda birtak›m çizgiler (ba¤›ml›l›k-

lar›) kalacak. Ben de ayn› fleyi yapaca¤›m. Sizin

çizgenize bakmadan, sizden ba¤›ms›z... Böylece

ads›z iki rastgele çizge elde edece¤iz: Sizin rast-

gele çizgeniz ve benimkisi... fiimdi çizgelerimizi

karfl›laflt›ral›m. ‹ki çizgenin de ayn› olduklar›n›

görece¤iz. T›pat›p birbirine benziyorlar! Sanki bi-

ri öbürünün h›k demifl burnundan düflmüflten de

öte... ‹nan›l›r gibi de¤il ama do¤ru! Ne sihirdir

ne keramet, matematiktir matematik!

Dahas› var. Diyelim, ben noktalar› birlefltirmek

için yaz›-tura atmad›m da zar att›m. 6 geldi¤inde

noktalar› birlefltirdim, gelmedi¤inde birlefltirme-

dim. Sizse yaz›-tura att›n›z. Noktalar›n adlar›n› sil-

di¤imizde gene ayn› çizgeleri elde ederiz!

Sonlu Rastgele Çizgeler. Üç nokta alal›m. Nok-

talar›m›za 1, 2, 3 diyelim. Üç noktayla sekiz de¤i-

flik çizge yapabiliriz: 

Üç nokta aras›ndaki ba¤›nt›lara yaz›-tura ata-

rak karar verecek olursak, yukardaki çizgelerden

herbirini elde etme olas›l›¤› 1/8’dir.

Bu çizgelerdeki noktalar›n adlar›n›, yani say›-

lar› silersek, çizge say›m›z azal›r. Örne¤in, bir ba-

¤›nt›s› olan üç çizgenin noktalar›n›n adlar› silindi-

¤inde hepsi birden tek bir çizge olurlar. Bunun

gibi, iki ba¤›nt›s› olan üç çizgeden de bir ads›z

çizge elde ederiz. Böylece noktalar›n adlar›n› sildi-

¤imizde geriye dört çizgemiz kal›r:

E¤er çizgeyi yaz›-tura atarak bulmuflsak, yani

her ba¤›nt›n›n olas›l›¤› 1/2 ise, bu ads›z çizgelerin

varolma olas›l›klar› s›ras›yla 1/8, 3/8, 3/8 ve 1/8’dir.

E¤er sadece üçer noktam›z olsayd› ve siz de ben

de yaz›tura atarak ba¤›nt›n›n varl›¤›na ya da yok-

lu¤una karar verseydik, ikimizin de ayn› çizgeyi el-

de etme flans›

(1/8)2 + (1/8)2 + (3/8)2 + (3/8)2 = 20/64 = 5/16

olurdu, yani afla¤› yukar› 1/3.

Nokta say›m›z artt›kça ayn› çizgeyi elde etme

olas›l›¤›m›z belki artmaz ama, çizgelerimizin hat›r›

say›l›r büyüklükteki altçizgeleri birbirinin efli olur.

Bu yaz›da bunu ve daha fazlas›n› kan›tlayaca¤›z.
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Dört noktal› çizgelerle deneyelim bir de. ‹flte

dört noktal› çizgeler:

Çizgelere ilifltirilen 1/64, 6/64, 12/64 gibi sa-

y›lar, ba¤›nt›lara karar vermek için yaz›-tura at›l-

d›¤›nda say›n›n alt›ndaki ve üstündeki çizgelerin el-

de edilme olas›l›¤›d›r. Dört noktal› çizge say›s›

24×3/2 = 26 = 64’tür. Dört noktal› ve bir ba¤›nt›l›

kaç çizge vard›r? Dört noktadan ikisini seçip ara-

lar›na bir ba¤›nt› koymam›z gerekiyor. Demek ki  

tane bir ba¤›nt›l› çizge var.

Herbirinin olas›l›¤› 1/64

oldu¤undan, bir ba¤›nt›l›

çizge elde etme olas›l›¤›-

m›z 6/64’d›r1.

Sonsuz Rastgele Çiz-

ge(ler). fiimdi sonsuz rast-

gele çizgelere gelelim. N

kümesi, 1, 2, 3, 4,... gibi

pozitif do¤al say›lardan

oluflan küme olsun. Bunlar

noktalar›m›z. ‹ki nokta

aras›nda ba¤›nt› olup ol-

mad›¤›na karar vermek

için yaz›-tura ataca¤›z. Bu

çizgeye R ad›n› verelim (R,

“rastgele”nin R’si.) R çiz-

gesi hakk›nda ne söyleyebi-

liriz? Rastgele çizge oldu¤undan hiçbir fley bilmemiz

olas› de¤il diye düflünebilir okur. ‹lk bak›flta öyle bi-

le görünse, ikinci bak›flta R çizgesi üzerine çok fley

bildi¤imiz anlafl›l›r. 

Basit bir örnekle bafllayal›m. Rastgele çizge-

nin herhangi iki noktas› aras›ndaki “uzakl›¤›n”

en fazla iki oldu¤unu, yani bir noktadan bir

baflka noktaya üçüncü bir noktadan geçilerek

(ba¤›nt›lar› izleyerek elbet) gidilebilece¤ini ka-

n›tlayal›m.

R rastgele çizgesinde herhangi iki nokta alal›m;

diyelim 1 ve 2 noktalar›n›. Sav›m flu: Öyle bir

üçüncü nokta vard›r ki, bu üçüncü nokta hem 1

noktas›yla, hem de 2 noktas›yla ba¤›nt›l›d›r. Sav›

kan›tlayal›m. 3 noktas›n› ele alal›m. E¤er flansl› bir

günümüzdeysek, 3 noktas› diledi¤imiz gibi bir

noktad›r, yani hem 1 noktas›yla, hem de 2 nokta-

s›yla ba¤›nt›l›d›r. Bunun böyle olma olas›l›¤› 1/4.

Demek ki 1/4 olas›l›kla, 3 noktas› varl›¤›n› iddia

etti¤imiz noktalardan biri olacak. Öte yandan 3/4

olas›l›kla 3 noktas› istedi¤imiz gibi bir nokta olma-

yacak. fiimdi 3 ve 4 noktalar›n› ele alal›m. Bu iki

noktadan hiçbirinin diledi¤imiz gibi bir nokta ol-

mama olas›l›¤› (3/4)2 tür. E¤er n tane nokta al›r-

sak, bu n noktadan hiçbirinin diledi¤imiz gibi bir

nokta olmama olas›l›¤› (3/4)n tür. Ama n büyüdük-

çe (3/4)n azal›yor, s›f›ra yak›ns›yor. Demek ki, 3,

4, 5, 6,... noktalar›ndan hiçbirinin bizim istedi¤imiz

gibi bir nokta olmama olas›l›¤› 

limn → ∞ (3/4)n = 0,

ve en az birinin istedi-

¤imiz gibi bir nokta ol-

ma olas›l›¤› 

limn → ∞ (1 – (3/4)n) = 1.

Dolay›s›yla 1 olas›l›kla

diledi¤imiz gibi bir nokta

vard›r. Demek ki sonsuz bir

rastgele çizgede herhangi iki

noktaya ba¤lanm›fl üçüncü

bir nokta vard›r.

Rastgele çizgeler üze-

rine bir baflka sonuç daha

kan›tlayal›m. R, rastgele

çizgeniz olsun. Noktalar›n

adlar›n› silin. Sonra her-

hangi bir sonlu çizge al›n,

örne¤in afla¤›daki 7 nok-

tal› çizgeyi. Onun da adla-

r›n› silin. Bu ads›z ve son-

lu çizgeye S ad›n› verelim. S sonlu çizgesi, rastgele

çizgenizin bir altçizgesidir, yani S çizgesini R çizge-

sinin içinde bulabilirsiniz. Neden? 
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1/64 6/64 3/64 4/6412/64

12/64

1 Bu 11 çizge rastgele konulmam›flt›r. Altalta gelen çizgeler bir-

birleriyle ilintilidir. Üst kattan herhangi bir çizgeyi alal›m. Bu

çizgenin ba¤›nt›lar›n› silelim ve ba¤›nt› olmayan yerlere ba¤›n-

t› koyal›m. Böylece alt kattaki çizgeyi elde ederiz. En sa¤daki

çizge için ayn› fleyi yapacak olursak gene ayn› çizgeyi elde

ederiz. Altalta gelen iki çizgenin olas›l›klar› ayn›d›r. Yaz›-tu-

ra at›ld›¤›nda ayn›d›r. E¤er zar atarak ba¤›nt›lara karar vere-

cek olursak olas›l›klar de¤iflebilir. Örne¤in, zar att›¤›m›zda 6

gelirse ba¤›nt› koymaya, gelmezse ba¤›nt› koymamaya karar

verecek olursak, çizgenin ba¤›nt› say›s› ço¤ald›kça olas›l›¤›

azal›r.

n Noktal› k Ba¤›nt›l› Çizge Say›s›

n noktal› bir çizgenin ba¤›nt› say›s› 0’la 

aras›nda de¤iflir, çünkü ba¤›nt›lar kümesi,

n noktan›n ikililerinden oluflur.

n noktal› ve k ba¤›nt›l› kaç çizge vard›r? 

tane olas› ba¤›nt›m›z var. Bu tane ola-

s› ba¤›nt›dan k tanesini seçece¤iz. Demek ki n

noktal› ve k ba¤›nt›l›

tane çizge vard›r. Elbette, noktalar›n adlar› si-

linince çizge say›s› çok düfler.
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fiu nedenden:

Rastgele çizgeni-

zin noktalar›n› ye-

difler yedifler ay›-

r›n. Örne¤in flöyle

(noktalar›n adla-

r›n› silmifltik; afla-

¤›daki say›lar

noktalar›n adlar›

de¤il; yaln›zca bir-

birinden de¤iflik noktalar oldu¤unu vurgulamak

için kullan›yoruz bu say›lar›): 

R0 = {1, 2, ..., 7}

R1 = {8, 9, ..., 14}

...

Rn = {7n + 1, 7n + 2, ..., 7n + 7}.

R0 altçizgesine bakal›m. Bu çizgenin S çizgesi

olma olas›l›¤› en az 1/27×6/2 (neden?), olmama

olas›l›¤›ysa en fazla 1 – 1/27×6/2. Bu son olas›l›¤a

α diyelim. 

0 < α ≤ 1 – 1/27×6/2 < 1

eflitsizliklerine dikkatinizi çekerim. R0 çizgesinin S

çizgesi olmama olas›l›¤› α. Demek ki R0 ve R1 çiz-

gelerinden hiçbirinin S çizgesi olmama olas›l›¤›

α2. Genel olarak, R0, ..., Rn–1 çizgelerinden hiçbi-

rinin S çizgesi olmama olas›l›¤› αn; en az birinin S

olma olas›l›¤› 1 – αn. Neyse ki, α, 1’den küçük ol-

du¤undan, n artt›kça αn say›lar› küçülüp 0’a ya-

k›nsarlar2. Dolay›s›yla 1 – αn say›lar› 1’e yak›nsar.

Sonsuz tane Rn çizgesi oldu¤undan, bunlardan bi-

rinin S olma olas›l›¤› 1’dir. Dolay›s›yla, R çizgesin-

de S’ye t›pat›p benzeyen bir altçizge vard›r.

fiafl›rt›c› Teoremi Kan›tl›yoruz. Son olarak ya-

z›n›n bafl›nda iddia etti¤im sav› kan›tlayal›m. Sizin

elinizde rastgele bir çizge var. Bu çizgeye R diye-

lim, noktalar›n›z da 

a1, a2, a3, a4,...

olsun. Benim çizgeye R′ diyelim. Noktalar›m 

a1′, a2′, a3′, a3′,...
olsun. Bu iki çizgenin noktalar›n›n adlar›n› de¤ifl-

tirece¤im. a ve a′ noktalar›n› b ve b′ yapaca¤›m.

Ve bu ad de¤ifltirmeyi öyle yapaca¤›m ki, nokta-

lar›n adlar›n› sildi¤imizde iki çizgenin birbirinin

ayn›s› oldu¤u apaç›k belli olacak. Ba¤›nt›lara do-

kunmayaca¤›m. Yaln›zca eski adlar› silip yeni ad-

lar koyaca¤›m yerine, daha sonra bu yeni adlar›

da silece¤im.

Matematikte gelgit yöntemi denilen bir yöntem

kullanaca¤›m.

Birinci Ad›m. Birinci ad›mda difle dokunur bir

fley yapmayaca¤›z. R çizgesinden bafllayal›m ifle. a1

noktas›na b1 diyelim bundan böyle. R′ çizgesinde

b1’e benzeyen bir nokta bulabilir miyiz? Elbette!

Herhangi bir nokta b1’e benzer. Örne¤in a1′ nok-

tas›. Bundan böyle a1′ noktas›na b1′ ad›n› verelim.

Çizgelerimizin noktalar›n›n adlar› flimdilik flöyle: 

R: b1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 ...

R′: b1′ a2′ a3′ a4′ a5′ a6′ a7′ ...

‹kinci Ad›m. fiimdi R′ çizgesine geçelim. a2′
noktas›na b2′ diyelim bundan böyle. Ve {b1′, b2′}
altçizgesine bakal›m. b1′ ve b2′ aras›nda ba¤›nt›

olabilir ya da olmayabilir. R çizgesinde öyle bir an

noktas› bulmak istiyorum ki {b1, an} çizgesiyle {b1′,
b2′} çizgesi – noktalar›n›n adlar› d›fl›nda – birbiri-

nin ayn› olsun. Diyelim b1′ ve b2′ aras›nda bir ba-

¤›nt› var. O zaman, R çizgesinde öyle bir an nok-

tas› seçmeliyim ki, an noktas›yla b1 noktas› aras›nda

ba¤›nt› olsun. Böyle bir an noktas› bulabilir miyim?

1 olas›l›kla bulabilece¤imi iddia ediyorum. R çiz-

gesinin hiçbir noktas›n›n b1 noktas›na ba¤›nt›l› ol-

mama olas›l›¤› s›f›rd›r. Bu flöyle anlafl›l›r. m herhan-

gi bir do¤al say› olsun. a2, a3, ..., am+1

noktalar›ndan hiçbirinin b1 noktas›yla ba¤›nt›s›

olmamas›n›n olas›l›¤› 1/2m dir. Sonsuz tane nokta-

m›z oldu¤undan, noktalardan hiçbirinin diledi¤im

gibi bir nokta olmama olas›l›¤› limm → ∞ 1/2m = 0

d›r. Demek ki, 1 olas›l›kla diledi¤im gibi bir nok-

ta vard›r. Bu nokta a2 olmayabilir, a3 olmayabilir,

belki a4 de olmayabilir, ama bir tanesi b1’e ba¤›n-

t›l› olacak. R çizgesinde böyle bir nokta seçelim. Di-

yelim a4 noktas› b1 noktas›na ba¤›nt›l›. a4 nokta-

s›na bundan böyle b2 diyelim. fiimdi

{b1, b2}  ve  {b1′, b2′}
altçizgeleri – noktalar›n›n adlar› d›fl›nda – birbiri-

nin ayn›d›r.

E¤er b1′ ile b2′ aras›nda ba¤›nt› yoksa, R çiz-

gesinde b1 ile ba¤›nt›s› olmayan bir nokta seçilir ve

bu noktaya b2 ad› verilir. 

Çizgelerimizin noktalar›n› yeni adlar›yla s›ra-

layal›m: 

R: b1 b2 a2 a3 a5 a6 a7 ...

R′: b1′ b2′ a3′ a4′ a5′ a6′ a7′ ...
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2 E¤er α say›s› 0 ≤ α < 1 eflitsizliklerini sa¤l›yorsa, n sonsuza git-

ti¤inde, αn say›lar› s›f›ra yak›nsarlar. Bunu Yak›nsamak bafl-

l›kl› yaz›da aç›klam›flt›k.
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Üçüncü Ad›m. R çizgesine geri dönelim. a2

noktas›; R çizgesinin ad› de¤ifltirilmeyen ilk nok-

tas›. Bu noktay› b3 yapal›m ve {b1, b2, b3} altçiz-

gesine bakal›m. Diyelim, b3 ile b2 ba¤›nt›l›, ama b1

ile ba¤›nt›l› de¤il. R′ çizgesinde öyle bir an′ nokta-

s› bulaca¤›z ki an′ noktas› b2′ ile ba¤›nt›l› olacak

ama b1′ ile ba¤›nt›l› olmayacak. E¤er öyle bir an′
bulabilirsek,

{b1, b2, b3}  ve  {b1′, b2′, an′}
altçizgeleri, noktalar›n›n adlar› d›fl›nda, ayn› çizge

olacaklar. 

Böyle bir an′ noktas› bulabilir miyiz? Evet! Bi-

ri olmazsa, bir baflkas› olmak zorunda. Çünkü

a3′, a4′, ..., a′m+2 noktalar›ndan hiçbirinin diledi-

¤imiz gibi bir nokta olmama olas›l›¤› (3/4)m dir ve

m sonsuza gitti¤inde bu olas›l›k 0’a gider. Demek

ki diledi¤imiz gibi bir an′ noktas› bulma olas›l›¤›-

m›z 1’dir. Diyelim a6′ noktas› iflimizi görüyor. a6′
noktas›n›n ad› bundan böyle b3′ olsun. Çizgeleri-

mizin noktalar› flimdi flöyle: 

R: b1 b2 b3 a3 a5 a6 a7 ...

R′: b1′ b2′ b3′ a3′ a4′ a5′ a7′ ...

Dördüncü Ad›m. Bu kez R′ çizgesinden ifle

bafllayaca¤›z. Ad›n› de¤ifltirmedi¤imiz ilk nokta

a3′. Bu noktaya b4′ diyelim bundan böyle. fiimdi

R çizgesinde öyle bir an noktas› bulal›m ki,

{b1′, b2′, b3′, b4′}  ve  {b1, b2, b3, an}

altçizgeleri – noktalar›n adlar›n› dikkate almazsak

– ayn› çizge olsunlar. Öyle bir an noktas› 1 olas›-

l›kla bulunabilir. Nas›l bulunur? Yukardaki gi-

bi... Hiçbir an noktas›n›n istedi¤imiz gibi bir nok-

ta olmama olas›l›¤› s›f›rd›r. Demek ki birinin dile-

di¤imiz gibi bir nokta olma olas›l›¤› birdir.

Böylecene sürdürürüz. Tek say›l› ad›mlarda

R çizgesinden, çift say›l› ad›mlarda R′ çizgesinden

bafllar›z. Bu yöntemle ne benim çizgemden ne de

sizin çizgenizden nokta unutulmaz. 

Sonsuza dek sürdürdü¤ümüzde, noktalar›m›z

b ve b′ harfleriyle yaz›lm›fl olur ve her n için,

{b1, ..., bn}  ve  {b1′, ..., bn′}
altçizgeleri, adlar› d›fl›nda, birbirinin ayn›s›d›r.

Dolay›s›yla, {b1, b2, b3,...} ve {b1′, b2′, b3′,...} çiz-

geleri aras›nda – noktalar›n›n adlar› d›fl›nda – hiç

ama hiçbir ayr›m yoktur.

Demek ki R ve R′ çizgeleri aras›nda − nokta-

lar›n›n adlar› d›fl›nda − bir ayr›m yoktur.

Ne kan›tlad›k? Sizin rastgele çizgenizle benim

rastgele çizgem birbirinin eflidir. 1 olas›l›kla! 

Hatta flunu da söyleyebilirim: R çizgesinden bir

noktay› ve bu noktan›n bütün ba¤›nt›lar›n› siler-

sek, elde etti¤imiz çizge de rastgele bir çizge olur,

yani bafllang›çtaki çizgeyle − noktalar›n›n adlar› d›-

fl›nda − bir ayr›m yoktur.

Sonuç: Yukar›daki teoremin kan›t›ndan flu ç›-

kar: R rastgele çizgi olsun A ve B, R’nin sonlu iki

alt çizgisi olsun. A ve B’nin birbirinin efli (izomorf,

eflyap›sal) oldu¤unu varsayal›m.  Demek ki her x,

y ∈ A için “x ve y ba¤›nt›l›d›r ancak ve ancak ƒ(x)

ve ƒ(y) ba¤›nt›l›d›r” koflulunu sa¤layan ƒ: A → B
efllemesi vard›r. O zaman R’nin öyle bir ϕ özyap›

dönüflümü vard›r ki ϕ’nin A’ya k›s›tlan›fl› ƒ’dir.

Matematiksel bir deyiflle rastgele çizge homo-

jendir. ♥
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Rastgele Çizgenin Matematiksel Tan›m›

Yaz›da rastgele bir çizge yaz›-tura gibi matematiksel olmayan bir kavramla tan›mland›. Rastge-

le çizgenin matematiksel tan›m› fludur. R bir çizge olsun. Her n ve m do¤al say›s› ve her p1, ..., pn ve

q1, ..., qm noktalar› için pi’lerin herbiriyle ba¤›nt›l› olan ama qj’lerin hiçbiriyle ba¤›nt›l› olmayan bir

nokta varsa, o zaman R’ye rastgele çizge denir.


