
Önceki yaz›lardan bi-

rinde1, her x, y ∈ N için 

x < y ⇔ f(x) < f(y)

eflitsizli¤ini sa¤layan tüm f : N → N eflleflme-

lerini bulduk. Sadece IdN vard›, baflka yoktu. Bu-

nu flöyle yazar›z:

Aut(N, <) = {IdN}.

Sol taraftaki Aut(N, <) do¤al say›lar›n s›ralama-

ya göre özyap› dönüflümleri kümesini simgeler2.

Sonra ayn› fleyi Z için yapt›k. Bu kez sadece

ötelemeler bulduk, yani belli bir a ∈ Z için ta(x)

= x + a kural›yla verilen ta : Z → Z eflleflmelerini,

baflka yoktu. Bunu da flöyle yazar›z:

Aut(Z, <) = {ta : Z → Z : a ∈ Z}

Sol taraftaki Aut(Z, <) tamsay›lar›n s›ralamaya gö-

re özyap› dönüflümleri kümesini simgeler.

Kimi okur neden ayn› soruyu Q kesirli say›-

lar kümesi için sormad›¤›m›z› merak etmifl olabi-

lir. Neden Aut(Q, <) kümesini bulmad›k? Önem-

li bir nedeni vard› gerçekten de. Aç›klayal›m.

Aut(N, <) kümesinin sadece bir eleman› var,

N kümesinin eleman say›s›ndan az, çok daha az... 

Aut(Z, <) kümesinin eleman say›s› sonsuzdur

belki ama Z’nin eleman say›s›ndan daha fazla de-

¤ildir; flöyle daha fazla de¤ildir: Aut(Z, <) ile Z ara-

s›nda bir eflleflme vard›r: ta ötelemesini a say›s›na gö-

türen fonksiyon bu iki küme aras›nda bir efllemedir. 

Son iki paragraf› flöyle ifade edebiliriz: N ve

Z say› kümelerinin s›ralamay› koruyan eflleflmele-

rinden (yani s›ralaman›n özyap› dönüflümlerinden)

“az” vard›r, N ve Z kümelerinin eleman say›s›n-

dan daha fazla de¤il. Oysa Q’nün s›ralamay› ko-

ruyan eflleflmeleri, birazdan görece¤imiz üzere,

“çok çok çok daha fazla”d›r. Bir baflka deyiflle

Aut(Q, <) kümesinden Q’ye giden birebir bir

fonksiyon yoktur. Bu yaz›da bunu kan›tlayaca¤›z. 

fiöyle kan›tlayaca¤›z: N’nin her altkümesi için,

(Q, <) yap›s›n›n de¤iflik bir özyap› dönüflümünü

bulaca¤›z; yani N’nin altkümeler kümesi

℘(N)’den Aut(Q, <) kümesine giden birebir bir

fonksiyon tan›mlayaca¤›z. Geçen say›m›zda − bir

anlamda − ℘(N)’nin eleman say›s›n›n N’den faz-

la oldu¤unu (sayfa 10) ve N’nin eleman say›s›n›n

Q’nün eleman say›s›na eflit oldu¤unu (sayfa 16)

göstermifltik. Demek ki ℘(N)’den Aut(Q, <) kü-

mesine giden birebir bir fonksiyon bulabilirsek, o

zaman Aut(Q, <) kümesinin eleman say›s›n›n

Q’nün eleman say›s›ndan − bir anlamda − daha

fazla oldu¤unu göstermifl olaca¤›z.

Önce Q’nün s›ralamay› koruyan eflleflmelerin-

den birkaç örnek bulal›m.

Örnek 1. Ölçeklendirme (Homoteti). a, 0’dan

büyük kesirli bir say› olsun. Q’nün x a ax efllefl-

mesi s›ralamay› korur.

Örnek 2. Ötelemeler. b ∈ Q olsun. Q’nün

x a x + b

eflleflmesi s›ralamay› korur.

Örnek 3. Bunlar›n Bileflkeleri. Yukardaki iki

örne¤in bileflkelerini alal›m, yani a ∈ Q>0 ve b ∈
Q için, Q’nün x a ax + b eflleflmelerine bakal›m.

Bu eflleflmeler de s›ralamay› korurlar.

Yukardaki örneklerde Q’nün s›ralamay› ko-

ruyan eflleflmelerini bulduk ama “pek fazla” bul-

du¤umuz söylenemez. Birazdan çok daha “faz-

la”s›n› bulaca¤›z.

K›smi Örnek. Bu yaz›da (ve sadece bu yaz›da),

[a, b] = {q ∈ Q : a ≤ q ≤ b} olarak tan›mlanm›fl ol-

sun. 

fiimdi k, a ve b birer kesirli say›lar olsunlar.

a < b eflitsizli¤ini varsayal›m. Bu üç say›y› kulla-

narak [k, k + 1] aral›¤›yla [a, b] aral›¤› aras›nda

s›ralamay› koruyan bir ƒk,a,b efllemesi bulaca¤›z.

‹flte o eflleme:

ƒk,a,b(x) =  (b − a)x + a − k(b − a)
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Kapak Konusu: Özyap› Dönüflümleri

Kesirli Say›larda S›ralaman›n

Özyap› Dönüflümleri

1  Cahit Arf Günleri II, ikinci gün, soru 1, sayfa 23.

2 Cahit Arf Günleri II, ikinci gün, soru 2, sayfa 23.



S›ralamay› koruyan bu efllemeler asl›nda yu-

karda tan›mlad›¤›m›z eflleflmelere benzerler: Önce

say›y› b − a ile çarp›yoruz (ölçeklendirme), sonra

ç›kan sonuca a − k(b − a) ekliyoruz (öteleme).

Çok Örnek. fiimdi durmadan artan ve birin-

ci terimi 0 olan herhangi bir do¤al say›lar dizisi

alal›m. Yani

0 = a(0) < a(1) < a(2) < ... < a(k) < ...

koflullar›n› sa¤layan herhangi bir a = (a(k))k∈N do-

¤al say› dizisi alal›m. Bu diziyi temel alarak Q’den

Q’ye giden ve s›ralamay› koruyan bir dönüflüm ta-

n›mlayaca¤›z. Yukarda tan›mlad›¤›m›z ve s›rala-

may› koruyan

ƒk, a(k), a(k+1) : [k, k + 1] → [a(k), a(k+1)]

eflleflmelerini an›msay›p, Q’den Q’ye giden flu efl-

leflmeye bakal›m:

Tan›mlad›¤›m›z bu ƒa fonksiyonu Q’nün s›ra-

lamas›na sayg› duyar. Ayr›ca,

ƒa(k) = a(k)

eflitli¤ine dikkatinizi çekerim; yani a do¤al say› di-

zisi ƒa fonksiyonunu belirledi¤i gibi, ƒa fonksiyo-

nu da a do¤al say› dizisini belirler. Bir baflka de-

yiflle, bu paragrafta, durmadan artan do¤al say›lar

dizisi kadar Q’nün s›ralamaya sayg› duyan efllefl-

mesi bulduk. Durmadan artan do¤al say›lar kü-

mesi de N’nin sonsuz altkümeleri kadar oldu-

¤undan, N’nin her sonsuz altkümesi için Q’nün

s›ralamay› koruyan bir eflleflmesini bulduk.

Ayn› fleyi N’nin sonlu altkümeleri için de ya-

pabiliriz. Ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz. ♥

a pozitif herhangi bir gerçel say› olsun.

expa : R → R>0

fonksiyonu,

expa(x) = ax

kural›yla tan›mlanm›fl olsun. expa fonksiyonunun

iki önemli özelli¤i vard›r:

1) expa bir efllemedir.

2) Toplamay› çarpmaya dönüfltürür:

expa(x+y) = expa(x)expa(y).

expa bir eflleme oldu¤undan tersi de vard›r.

Tersine loga ad› verilir. Örne¤in log10(1000) =

3’tür, çünkü exp10(3) = 103 = 1000’dir, exp10,

3’ü 1000’e götürdü¤ünden, tersi olan log10 fonk-

siyonu 1000’ü 3’e geri gönderir. log10 fonksiyo-

nu R>0 kümesinden R kümesine gider ve afla¤›-

daki özelliklere sahiptir:

1) loga bir efllemedir.

2) Çarpmay› toplamaya dönüfltürür:

loga(xy) = loga(x) + loga(y).

Bu ne demektir? Bu flu demektir: Gerçel sa-

y›lar› toplamayla pozitif gerçel say›lar› çarpmak

aras›nda bir fark yoktur! E¤er exp ve log fonk-

siyonlar›n› biliyorsan›z... Örne¤in x ve y gerçel

say›lar›n› flu yöntemle çarpabilirsiniz:

xy = expa(loga(x) + loga(y))

Görüldü¤ü gibi expa, loga ve toplamay› bi-

liyorsan›z, çarpmay› da biliyorsunuz demektir.

Ayr›ca, expa, loga ve çarpmay› biliyorsan›z,

toplamay› da biliyorsunuz demektir: 

x + y = loga(expa(x)expa(y))

Ayr›ca bu flu demektir: R’deki toplama iflle-

minin her özelli¤ine R>0’daki çarpma ifllemi de

sahiptir, tabii toplamay› çarpma ve 0’› 1 yapar-

san›z. Bir baflka deyiflle, (R, +, 0) matematiksel

yap›s›yla (R>0, ×, 1) matematiksel yap›s› eflyap›-

sald›r (izomorfturlar).

Büyük Say›larla Küçük Say›lar› Çarpmak

Aras›nda Fark Yoktur

(0, 1) ve (1, ∞) aral›klar›n› ele alal›m. Bu iki

küme de çarpma alt›nda kapal›d›r; örne¤in, x, y

∈ (0, 1) ise, xy ∈ (0, 1)’dir.

ƒ : (0, 1) → (1, ∞) fonksiyonu ƒ(x) = 1/x ku-

ral›yla tan›mlans›n. ƒ fonksiyonunun afla¤›daki

iki özelli¤i vard›r:

1) ƒ bir efllemedir.

2) Her x, y ∈ (0, 1) için, ƒ(xy) = ƒ(x)ƒ(y).

Demek ki bu iki küme aras›nda, çarpma ifl-

lemi bak›m›ndan bir fark yoktur. ♥
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