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Kapak Konusu: Ozyap1 Déoniisiimleri

Kesirli Sayilarda Siralamanin

Ozyap Doniisiimleri

Onceki yazilardan bi-

rindel, her x,y € N i¢in
x <y < flx) < fly)
esitsizligini saglayan tim /: N — N eslesme-
lerini bulduk. Sadece Idy vardi, baska yoktu. Bu-
nu soyle yazariz:
Aut(N, <) = {Idy}
Sol taraftaki Aut(N, <) dogal sayilarin siralama-
ya gore 0zyapi doniigiimleri kiimesini simgeler2.

e

Sonra ayni seyi Z igin yaptik. Bu kez sadece
otelemeler bulduk, yani belli bir a € Z i¢in #,(x)
=x + a kuralyla verilen ¢, : Z — Z eglesmelerini,
baska yoktu. Bunu da soyle yazariz:

Aut(Z,<)={t,: L —>1Z:a € l}
Sol taraftaki Aut(Z, <) tamsayilarin siralamaya go-
re Ozyapi dontisimleri kiimesini simgeler.

Kimi okur neden ayni soruyu Q kesirli sayi-
lar kiimesi igin sormadigimizi merak etmis olabi-
lir. Neden Aut(Q, <) kiimesini bulmadik? Onem-
li bir nedeni vardi gergekten de. Aciklayalim.

Aut(N, <) kiimesinin sadece bir elemani var,
N kiimesinin eleman sayisindan az, ¢ok daha az...

Aut(Z, <) kimesinin eleman sayisi sonsuzdur
belki ama Z’nin eleman sayisindan daha fazla de-
gildir; soyle daha fazla degildir: Aut(Z, <) ile Z ara-
sinda bir eglesme vardir: ¢, 6telemesini a sayisina go-
turen fonksiyon bu iki kiime arasinda bir eglemedir.

Son iki paragrafi soyle ifade edebiliriz: N ve
Z say1 kiimelerinin siralamay1 koruyan eglesmele-
rinden (yani siralamanin 6zyap1 dontistimlerinden)
“az” vardir, N ve Z kuimelerinin eleman sayisin-
dan daha fazla degil. Oysa Q’niin siralamay1 ko-
ruyan eglesmeleri, birazdan gorecegimiz lzere,
“cok cok ¢ok daha fazla”dir. Bir baska deyigle
Aut(Q, <) kiimesinden Q’ye giden birebir bir
fonksiyon yoktur. Bu yazida bunu kanitlayacagiz.

Soyle kanitlayacagiz: N’nin her altkiimesi icin,
(Q, <) yapisinin degisik bir 6zyapi dontigimunt
bulacagiz; yani N’nin altkimeler kiimesi

1 Cahit Arf Giinleri II, ikinci giin, soru 1, sayfa 23.
2 Cahit Arf Giinleri II, ikinci giin, soru 2, sayfa 23.
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@ (N)’den Aut(Q, <) kiimesine giden birebir bir
fonksiyon tanimlayacagiz. Gegen sayimizda — bir
anlamda — @ (N)’nin eleman sayisinin N’den faz-
la oldugunu (sayfa 10) ve N’nin eleman sayisinin
Q’niin eleman sayisina esit oldugunu (sayfa 16)
gostermistik. Demek ki @ (N)’den Aut(Q, <) ki-
mesine giden birebir bir fonksiyon bulabilirsek, o
zaman Aut(Q, <) kiimesinin eleman sayisinin
Q’ntin eleman sayisindan — bir anlamda — daha
fazla oldugunu gostermis olacagiz.

Once Q’niin siralamayi1 koruyan eslesmelerin-
den birka¢ 6rnek bulalim.

Ornek 1. Olgeklendirme (Homoteti). a, 0’dan
buytik kesirli bir say1 olsun. Q’niin x > ax esles-
mesi siralamayi korur.

Ornek 2. Otelemeler. b € Q olsun. Q’niin
x> x+b
eslesmesi siralamayi korur.

Ornek 3. Bunlarin Bileskeleri. Yukardaki iki
ornegin bileskelerini alalim, yania € Q>0 ve b
Q i¢in, Q’niin x > ax + b eslesmelerine bakalim.
Bu eslesmeler de siralamayi korurlar.

Yukardaki 6rneklerde Q’niin siralamayi ko-
ruyan eslesmelerini bulduk ama “pek fazla” bul-
dugumuz soylenemez. Birazdan ¢ok daha “faz-
la”sin1 bulacagiz.

Kismi Ornek. Bu yazida (ve sadece bu yazida),
la, b] ={q € Q:a<q<b}olarak tamimlanmus ol-
sun.

Simdi &, a ve b birer kesirli sayilar olsunlar.
a < b esitsizligini varsayalim. Bu t¢ sayiy1 kulla-
narak [k, k + 1] araligiyla [a, b] aralig1 arasinda
siralamay1 koruyan bir £, , ;, eslemesi bulacagiz.
Iste o esleme:

fk,a,b(x) = (b-ax+a-k(b-a)
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Siralamay1 koruyan bu eglemeler aslinda yu-
karda tanimladigimiz eslesmelere benzerler: Once
sayiy1 b — a ile ¢arpiyoruz (6l¢eklendirme), sonra
cikan sonuca a — k(b — a) ekliyoruz (6teleme).

Cok Ornek. Simdi durmadan artan ve birin-
ci terimi O olan herhangi bir dogal sayilar dizisi
alalim. Yani

0=a(0) <a(l) <a2) <... <alk) < ...
kosullarin saglayan herhangi bir a = (a(k)), cn do-
gal say1 dizisi alalim. Bu diziyi temel alarak Q’den
@’ye giden ve siralamayi koruyan bir dontisim ta-
nimlayacagiz. Yukarda tanimladigimiz ve sirala-
may1 koruyan

Tk, atk), atk+1) * [Rs R + 1] = [a(R), a(k+1)]
eslesmelerini amimsayip, Q’den Q’ye giden su eg-
lesmeye bakalim:

X
fa(x)={

Trat) atk+)(X)  eger a(kR)<x<a(k +1) ise

eger x < 0 ise

2 3 4.

a(0)

Tanimladigimiz bu f,, fonksiyonu Q’niin sira-

a(1)a(2)a(2) a4) ...

lamasina saygi duyar. Ayrica,
falk) = a(k)

esitligine dikkatinizi cekerim; yani a dogal say1 di-
zisi f,, fonksiyonunu belirledigi gibi, f, fonksiyo-
nu da a dogal say1 dizisini belirler. Bir bagka de-
yisle, bu paragrafta, durmadan artan dogal sayilar
dizisi kadar Q’niin siralamaya saygi duyan egleg-
mesi bulduk. Durmadan artan dogal sayilar ki-
mesi de N’nin sonsuz altkiimeleri kadar oldu-
gundan, N’nin her sonsuz altkiimesi icin Q’nin
siralamay1 koruyan bir eslesmesini bulduk.

Ayni seyi N’nin sonlu altkiimeleri igin de ya-
pabiliriz. Ayrintilari okura birakiyoruz.

Toplamayla Carpma

a pozitif herhangi bir gercel say1 olsun.
exp,: R - R>0
fonksiyonu,
exp,(x) = a*
kuraliyla tanimlanmis olsun. exp, fonksiyonunun
iki onemli ozelligi vardir:

1) exp,, bir eslemedir.

2) Toplamayi ¢arpmaya donusturiir:

expa(x+y) = eXpa(x)eXpa(y)-

exp, bir esleme oldugundan tersi de vardir.
Tersine log, ad: verilir. Ornegin log;,(1000) =
3’tur, ¢inki expqo(3) = 103 = 1000°dir, expq,
3’1 1000’e goturdigunden, tersi olan log; fonk-
siyonu 1000’1 3’e geri gonderir. log;, fonksiyo-
nu R>0 kiimesinden R kiimesine gider ve asagi-
daki 6zelliklere sahiptir:

1) log, bir eslemedir.

2) Carpmayi toplamaya dontistiiriir:

loga(xy) = loga(x) + lOga(y)-

Bu ne demektir? Bu su demektir: Gergel sa-
yilari toplamayla pozitif gercel sayilari carpmak
arasinda bir fark yoktur! Eger exp ve log fonk-
siyonlarini biliyorsaniz... Ornegin x ve y gergel
sayilarini su yontemle ¢arpabilirsiniz:

Arasinda Fark Yoktur

xy = exp,(log,(x) + log,(y))

Goruldugu gibi exp,, log, ve toplamay: bi-
liyorsaniz, ¢carpmayi da biliyorsunuz demektir.

Ayrica, exp,, log, ve carpmay: biliyorsaniz,
toplamayi da biliyorsunuz demektir:

xX+y= lOga(CXPa(x)eXPa(J’))

Ayrica bu su demektir: R’deki toplama igle-
minin her 6zelligine R>0’daki ¢arpma islemi de
sahiptir, tabii toplamayi ¢arpma ve 0’1 1 yapar-
saniz. Bir bagka deyisle, (R, +, 0) matematiksel
yapisiyla (R>0, x, 1) matematiksel yapisi esyapi-
saldir (izomorfturlar).

Biiyiik Sayilarla Kiigiik Sayilar1 Carpmak
Arasinda Fark Yoktur

(0, 1) ve (1, o) araliklarin: ele alalim. Bu iki
kiime de ¢arpma altinda kapalidir; 6rnegin, x, y
e (0, 1) ise, xy € (0, 1)’dir.

f:(0,1) > (1, o) fonksiyonu f(x) = 1/x ku-
raliyla tanimlansin. f fonksiyonunun asagidaki
iki ozelligi vardir:

1) f bir eslemedir.

2) Her x, y € (0, 1) igin, f(xy) = f(x)/(y).

Demek ki bu iki kiime arasinda, carpma is-
lemi bakimindan bir fark yoktur. v
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