Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Siralamay1 koruyan bu eglemeler aslinda yu-
karda tanimladigimiz eslesmelere benzerler: Once
sayiy1 b — a ile ¢arpiyoruz (6l¢eklendirme), sonra
cikan sonuca a — k(b — a) ekliyoruz (6teleme).

Cok Ornek. Simdi durmadan artan ve birin-
ci terimi O olan herhangi bir dogal sayilar dizisi
alalim. Yani

0=a(0) <a(l) <a2) <... <alk) < ...
kosullarin saglayan herhangi bir a = (a(k)), ¢ do-
gal say1 dizisi alalim. Bu diziyi temel alarak Q’den
@Q’ye giden ve siralamay1 koruyan bir dontsum ta-
nimlayacagiz. Yukarda tanimladigimiz ve sirala-
may1 koruyan

Tk, atk), atk+1) * [Rs R + 1] = [a(R), a(k+1)]
eslesmelerini animsayip, Q’den Q’ye giden su es-
lesmeye bakalim:

X
fa(x)={

fk,a(k),a(kﬂ) (x) eger a(k)<x<a(k +1) ise

eger x < 0 ise

2 3 4.

a(0)

Tanimladigimiz bu f,, fonksiyonu Q’niin sira-

a(1)a(2)a(2) a4) ...

lamasina saygi duyar. Ayrica,
falk) = a(k)

esitligine dikkatinizi ¢cekerim; yani a dogal say1 di-
zisi f,, fonksiyonunu belirledigi gibi, f, fonksiyo-
nu da a dogal say1 dizisini belirler. Bir bagka de-
yisle, bu paragrafta, durmadan artan dogal sayilar
dizisi kadar Q’niin siralamaya saygi duyan egles-
mesi bulduk. Durmadan artan dogal sayilar ki-
mesi de N’nin sonsuz altkiimeleri kadar oldu-
gundan, N’nin her sonsuz altkiimesi icin Q’nin
siralamay1 koruyan bir eslesmesini bulduk.

Ayni seyi N’nin sonlu altkiimeleri igin de ya-
pabiliriz. Ayrintilari okura birakiyoruz.

Toplamayla Carpma

a pozitif herhangi bir gercel say1 olsun.
exp,: R - R>0
fonksiyonu,
exp,(x) = a*
kuraliyla tanimlanmis olsun. exp, fonksiyonunun
iki onemli ozelligi vardir:

1) exp,, bir eslemedir.

2) Toplamay1 ¢arpmaya donusturiir:

expa(x+y) = eXpa(x)eXpa(y)-

exp, bir esleme oldugundan tersi de vardir.
Tersine log, adi verilir. Ornegin log;,(1000) =
3’tur, ¢inki expqo(3) = 103 = 1000°dir, expq,
3’6 1000’e goturdugunden, tersi olan log;, fonk-
siyonu 1000’1 3’e geri gonderir. log; fonksiyo-
nu R>0 kiimesinden R kiimesine gider ve asagi-
daki 6zelliklere sahiptir:

1) log, bir eslemedir.

2) Carpmayi toplamaya dontstiiriir:

loga(xy) = loga(x) + lOga(y)-

Bu ne demektir? Bu su demektir: Gergel sa-
yilari toplamayla pozitif gercel sayilari carpmak
arasinda bir fark yoktur! Eger exp ve log fonk-
siyonlarini biliyorsaniz... Ornegin x ve y gergel
sayilarini su yontemle ¢arpabilirsiniz:

Arasinda Fark Yoktur

xy = exp,(log,(x) + log,(y))

Goruldugu gibi exp,, log, ve toplamay: bi-
liyorsaniz, ¢carpmayi da biliyorsunuz demektir.

Ayrica, exp,, log, ve carpmay! biliyorsaniz,
toplamayi da biliyorsunuz demektir:

xX+y= lOga(CXPa(x)eXPa(J’))

Ayrica bu su demektir: R’deki toplama isle-
minin her 6zelligine R>0’daki ¢arpma islemi de
sahiptir, tabii toplamayi ¢carpma ve 0’1 1 yapar-
saniz. Bir bagka deyisle, (R, +, 0) matematiksel
yapisiyla (R>0, x, 1) matematiksel yapisi esyapi-
saldir (izomorfturlar).

Biiyiik Sayilarla Kiigiik Sayilar1 Carpmak
Arasinda Fark Yoktur

(0, 1) ve (1, o) araliklarin: ele alalim. Bu iki
kiime de ¢arpma altinda kapalidir; 6rnegin, x, y
e (0, 1) ise, xy € (0, 1)’dir.

f:(0,1) > (1, o) fonksiyonu f(x) = 1/x ku-
raliyla tanimlansin. f fonksiyonunun asagidaki
iki ozelligi vardir:

1) f bir eslemedir.

2) Her x, y € (0, 1) igin, f(xy) = f(x)/(y).

Demek ki bu iki kiime arasinda, carpma is-
lemi bakimindan bir fark yoktur. v
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