
Düzlemde iki nokta-

n›n uzakl›¤›n› de¤ifltirmeyen dönü-

flümler (fonksiyonlar) vard›r. Bu dönüflümler as-

l›nda − bir anlamda − düzlemin özyap›

dönüflümleridir ve bunlara izometri ad› verilir.

Birazdan bunlar›n hepsini bulaca¤›z.

Bu tür dönüflümlere birkaç örnek verelim:

1) Öteleme. Noktalar› belli bir do¤rultuda ve

belli bir uzakl›kta öteledi¤imizde, noktalar›n ara-

lar›ndaki mesafe de¤iflmez. (Uygulama: Çal›flma

masan›z› duvardan pencereye do¤ru itin. Masay› it-

meden ve ittikten sonra ölçün. Masan›n boyutlar›

de¤iflti mi? Ayn› deneyi birkaç kez tekrarlay›n. So-

nuçlar› cetvel halinde bir kâ¤›da yaz›n.)

Bu tür dönüflümlere öteleme denir. 

2) Simetri. ‹ki noktan›n herhangi bir do¤ruya

göre simetri¤ini ald›¤›n›zda, o iki nokta aras›nda-

ki mesafe de¤iflmez. (Uygulama: Önce duvarda

boyunuzu ölçün. Sonra, hiç vakit kaybetmeden,

boy aynas›n›n karfl›s›nda durup aynadaki görün-

tünüzün boyunu ölçün. Ayn› deneyi bir y›l boyun-

ca her gün tekrarlay›n. Sonuç ve yorumlar›n›z›

kaydedin.)

3) Döndürü. Düzlemi belli bir nokta etraf›n-

da belli bir derece döndürmek noktalar aras›nda-

ki mesafeyi bozmaz. Bu dönüflümlere asl›nda ro-

tasyon denir ama biz komiklik olsun diye döndü-

rü diyece¤iz. (Uygulama: Küçük kardeflinizi belin-

den bir ipe ba¤lay›n. ‹pin öbür ucunu daha önce

odan›z›n taban›na çakt›¤›n›z bir kaz›¤a ba¤lay›p

kardeflinize döndürü uygulay›n, yani kardeflinizi

çubu¤un etraf›nda de¤iflik aç›larda döndürün.

Kardeflinizin yaka ve ayakkab› numaralar›nda

bir de¤ifliklik gözlemlediniz mi?)

Yukardaki dönüflümlerin bileflkeleri de nok-

talar aras›ndaki mesafeleri de¤ifltirmezler. Bu ya-

z›da, bunlar›n birbirleriyle bileflkeleri d›fl›nda,

düzlemin mesafe de¤ifltirmeyen dönüflümü olma-

d›¤›n› kan›tlayaca¤›z.
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Kapak Konusu: Özyap› Dönüflümleri

Mesafeyi De¤ifltirmeyen

Dönüflümler - ‹zometriler
Seyfi Türkelli1

1 ‹stanbul Bilgi Üniversitesi Matematik Bölümü 4. s›n›f ö¤rencisi.

d

d

Bir vektör doğrultusunda öteleme noktaların birbirlerine olan
uzaklığı değiştirmez. d

d

Düzlemi bir noktanın etrafında döndürmek noktalar
arasındaki mesafeyi değiştimez

d

d

Bir doğruya göre alınan simetri noktaların birbirlerine olan
uzaklığı değiştirmez.



I. Gerçel Say›lar Kümesinin Mesafe De¤ifltir-

meyen Dönüflümleri. Buna benzer bir sonucu ön-

ce gerçel say›lar kümesi R için kan›tlayal›m, da-

ha kolay olacak. Gerçel say›larda x ve y aras›ndaki

mesafe, herkesin bildi¤i üzere, |x − y| olarak tan›m-

lan›r. Demek ki, 

|x − y| = |ƒ(x) − ƒ(y)|

eflitli¤ini sa¤layan tüm ƒ : R→ R dönüflümlerini

(fonksiyonlar›n›) bulmak istiyoruz. Bafllayal›m.

ƒ böyle bir dönüflüm olsun. Afla¤›da, ƒ’yi ad›m

ad›m de¤ifltirerek en sonunda IdR (yani birim

fonksiyonu, yani hiçbir noktan›n yerini de¤ifltir-

meyen fonksiyon) yapaca¤›z. Birinci ad›mda ƒ’yi

ƒ(0) = 0 eflitli¤ini sa¤layan bir dönüflümle de¤ifl-

tirece¤iz. ‹kinci ad›mda ƒ’yi ƒ(0) = 0 ve ƒ(1) = 1

eflitli¤ini sa¤layan bir dönüflümle de¤ifltirece¤iz.

Üçüncü ad›mda böyle bir dönüflümüm hiçbir nok-

tan›n yerini de¤ifltirmedi¤ini kan›tlayaca¤›z. ‹lk iki

ad›mda yapt›¤›m›z de¤iflimleri bildi¤imizden,

üçüncü ad›m bize mesafeleri de¤ifltirmeyen tüm

dönüflümleri verecek.

Birinci Ad›m: ‹lk olarak 0’› tekrar 0’a geri ge-

tirece¤iz. fiöyle yapal›m: Diyelim 0 noktas› ƒ al-

t›nda a noktas›na gitti, yani ƒ(0) = a. Tüm x
noktalar›n› x − a noktalar›na gönderen dönüflü-

me t−a diyelim ve t−a ° ƒ dönüflümüne bakal›m.

Bu dönüflüm hâlâ daha mesafeleri korur (çünkü

hem ƒ hem de t−a dönüflümü mesafeleri korur).

Dahas›, bu dönüflüm 0 noktas›n› 0 noktas›na

yollar: 

(t−a ° ƒ)(0) = t−a (ƒ(0)) = t−a (a) = a − a = 0.

‹kinci Ad›m: Yukarda 0 noktas›n› 0 noktas›-

na geri götürdük. Bu ikinci ad›mda ƒ’nin ayr›ca

bu özelli¤i oldu¤unu varsayal›m. Demek ki ƒ dö-

nüflümü 

a) Noktalar aras›ndaki mesafeyi koruyor, ve 

b) ƒ(0) = 0. 

fiimdi, yukardaki iki özelli¤i bozmadan 1 nok-

tas›n› 1 noktas›na yollatt›raca¤›z. Afla¤›daki eflit-

liklere bakal›m: 1 = |1 − 0| = |ƒ(1) − ƒ(0)| = |ƒ(1)

− 0| = |ƒ(1)|, yani |ƒ(1)| = 1. Demek ki ƒ(1) ya 1’e

ya da −1’e eflit. ƒ(1) = ε = ±1 olsun.

fiimdi rε(x) = εx dönüflümüne bakal›m1. Bu

dönüflüm noktalar aras›ndaki mesafeyi bozmaz ve

bu da, ƒ gibi, 0 noktas›n› 0 noktas›na gönderir. 

fiimdi rε ° ƒ dönüflümünü ele alal›m. Bu rε °
ƒ dönüflümü hâlâ daha noktalar aras›ndaki mesa-

feyi korur, ayr›ca 0’› 0’a ve 1’i 1’e gönderir:

(rε ° ƒ)(0) = rε(ƒ(0)) = rε(0) = ε0 = 0.

(rε ° ƒ)(1) = rε(ƒ(1)) = rε(ε) = ε2 = 1.

Demek ki, e¤er ƒ, 0 noktas›n› 0 gönderiyor-

sa, rε ° ƒ dönüflümü noktalar aras›ndaki mesafe-

yi korur, ayr›ca 0’› 0’a ve 1’i 1’e gönderir.

Üçüncü Ad›m. Yukarda 1 noktas›n› tekrar 1

noktas›na geri götürdük, ayr›ca 0 da 0’a gidiyor.

fiimdi dönüflümümüzün bu iki özelli¤i sa¤lad›¤›-

n› varsayal›m. Demek ki ƒ dönüflümü, 

a) Noktalar aras›ndaki mesafeyi koruyor,

b) ƒ(0) = 0,

c) ƒ(1) = 1.

Bu üç özelli¤i sa¤layan bir dönüflümün hiçbir

noktan›n yerini de¤ifltirmeyece¤ini, yani özdefllik

fonksiyonu oldu¤unu kan›tlayaca¤›m flimdi.

Herhangi bir x noktas› (say›s›) alal›m. ‹ki kü-

çük hesap yapal›m:

|x | = |x − 0| = |ƒ(x) − ƒ(0)| = |ƒ(x)|,

|x − 1| = |ƒ(x) − ƒ(1)| = |ƒ(x) − 1|.

Birinci hesaptan ƒ(x) = ±x ç›kar. Diyelim ƒ(x)

= −x. Bundan ve ikinci hesaptan ±(x − 1) = −x −
1 ç›kar. Bunun tek bir çözümü vard›r: x = 0. De-

mek ki ƒ(x) = −x ise, x = 0 ve ƒ(x) = x.

‹stedi¤imizi kan›tlad›k, yani böyle bir ƒ, birim

fonksiyonu olmak zorunda.

Özetleyin. Noktalar aras›ndaki mesafeyi de-

¤ifltirmeyen herhangi bir ƒ : R → R dönüflümü al-

d›k. 

Birinci ad›mda t−a ° ƒ dönüflümünü alarak 0’›

0’a yollad›k (Burada a = ƒ(0).) 
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1 Her x ∈ N için, r1(x) = x ve r-1(x) = –x.

0 ƒ(0) = a x – a x

t−a dönüşümü

–x 0 x

r−1 dönüşümü, 180 derecelik döndürücü...



‹kinci ad›mda, belli bir ε = ±1 için, rε ° t−a °
ƒ dönüflümünün 0’› 0’a ve 1’i 1’e yollad›¤›n› ka-

n›tlad›k (Burada ε = (t−a ° ƒ)(1) = t−a(ƒ(1)) = ƒ(1)

− a = ƒ(1) − ƒ(0).) 

Üçüncü ad›mda böyle bir dönüflümün IdR ol-

du¤unu kan›tlad›k, yani rε ° t−a ° ƒ = IdR, yani ƒ
= ta ° rε.

Teorem. Gerçel say›lar›n mesaƒeyi de¤ifltirme-
yen dönüflümleri kümesi 

{ta ° rε : a ∈ R, ε = ±1}

kümesidir.
E¤er ƒ mesaƒeleri de¤ifltirmeyen bir dönü-

flümse, ƒ,

ƒ(x) = (ƒ(1) − ƒ(0))x + ƒ(0)

olarak tan›mlanan dönüflümüdür. Burada ƒ(1) −
ƒ(0) = ±1 olmak zorundad›r3.

II. Gerçel Düzlemin Mesafe De¤ifltirmeyen

Dönüflümleri

fiimdi ƒ : R2 → R2, mesafeleri de¤ifltirmeyen

bir dönüflüm olsun. Yukardaki gibi ƒ’yi yavafl

yavafl birim fonksiyonuna dönüfltürece¤iz.

Birinci Ad›m. Yukardaki gibi, önce (0, 0)

noktas›n› gitti¤i yerden geri getirelim. fiöyle yapa-

l›m: ƒ(0, 0) = (a, b) ise, noktalar›m›z› (−a, −b) yö-

nüne do¤ru öteleyelim, ki (a, b) noktas›na giden

(0, 0) noktas› tekrar (0, 0) noktas›na geri dönsün.

Bir baflka deyiflle, t(−a, −b) dönüflümü,

t(−a, −b) (x, y) = (x − a, y − b)

olarak tan›mlanm›fl ötelemeyse, ƒ yerine

t(−a, −b) ° ƒ
dönüflümüne bakal›m. Bu dönüflüm noktalar›n

mesafesini bozmad›¤› gibi, ayr›ca (0, 0) noktas›-

n›n yerini de de¤ifltirmez:

(t(−a, −b) ° ƒ )(0, 0) = t(−a, −b) (ƒ (0, 0)) 

= t(−a, −b)(a, b) = (a − a, b − b) = (0, 0).

‹kinci Ad›m. fiimdi ƒ, noktalar›n aralar›n-

daki mesafeyi de¤ifltirmeyen ve ƒ(0, 0) = (0, 0)

eflitli¤ini sa¤layan bir dönüflüm olsun. ƒ’yi de¤ifl-

tirerek, ƒ’ye (1, 0) noktas›n› da sabitlettirece-

¤iz. (1, 0) noktas›n›n (0, 0) noktas›na uzakl›¤› 1.

Bu yüzden, ƒ, (0, 0) noktas›n› sabitledi¤ine gö-

re, mesafeleri de de¤ifltirmedi¤ine göre ve ƒ, (1,

0) noktas›n› (0, 0)’dan uzakl›¤› gene 1 olan bir

baflka noktaya yollar. (0, 0) merkezli bir döndü-

rüyle bu noktay› tekrar (1, 0) noktas›na geri gö-

türebiliriz: Öyle bir ρ döndürüsü vard›r ki, ρ °
ƒ dönüflümü,

a) Noktalar aras›ndaki mesafeyi korur,

b) (0, 0)’›n yerini de¤ifltirmez,

c) (1, 0)’›n yerini de¤ifltirmez.

Üçüncü Ad›m. fiimdi ƒ’nin yukardaki üç özel-

li¤i sa¤lad›¤›n› varsayal›m. Bu sefer (0, 1) nokta-

s›n› tekrar (0, 1) noktas›na geri götürece¤iz. (0, 1)

noktas›n›n (0, 0) noktas›ndan uzakl›¤› 1, (1, 0)

noktas›ndan uzakl›¤› √2’dir. Dolay›s›yla (0, 1)

noktas›n›n gitti¤i yer de bu iki özelli¤i sa¤lamal›.

Yani (0, 1) noktas› ya gene (0, 1) noktas›na ya da

(0, −1) noktas›na gitmeli. Bir baflka deyiflle, belli

bir ε = ±1 için ƒ(0, 1) = (0, ε) eflitli¤i geçerlidir. fiim-

di rε(x, y) = (x, εy) dönüflümüne bakal›m. Bu dö-

nüflüm, e¤er ε = 1 ise birim dönüflümdür, e¤er ε
= −1 ise x eksenine göre simetridir. Dolay›s›yla rε
dönüflümü − aynen ƒ gibi − noktalar aras›ndaki

mesafeyi de¤ifltirmez ve (0, 0) ve (1, 0) noktala-

r›n› sabitler. Dolay›s›yla rε ° ƒ dönüflümü de ay-

n› özellikleri sa¤lar. Ayr›ca rε ° ƒ dönüflümü (0, 1)

noktas›n› gene (0, 1) noktas›na yollar: (rε ° ƒ)(0,
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(x – a, x – b)

(x, y)

ƒ(0, 0) = (a, b)

t(−a, −b) ötelemesi

t(−a, −b) (x, y) = (x − a, y − b)

1

1

ƒ(1, 0)

ρ

3 Uzman›n dilinde yukardaki sonuç Isom(R) ≈ R Ù Z/2Z ola-

rak okunur.



1) = rε(ƒ(0, 1)) = rε(0, ε) = (0, ε2) = (0, 1). Demek

ki rε ° ƒ dönüflümü,

a) Noktalar aras›ndaki mesafeyi korur,

b) (0, 0)’›n yerini de¤ifltirmez,

c) (1, 0)’›n yerini de¤ifltirmez,

d) (0, 1)’›n yerini de¤ifltirmez.

Dördüncü Ad›m. fiimdi ƒ’nin yukardaki dört

özelli¤i sa¤lad›¤›n› varsayal›m. Bu durumda ƒ’nin

birim fonksiyon oldu¤unu kan›tlamak oldukça

kolayd›r. Ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz.

Özetleyin. Noktalar aras›ndaki mesafeyi de-

¤ifltirmeyen bir ƒ dönüflümüyle bafllad›k ifle. Birin-

ci ad›mda ƒ yerine, belli bir t ötelemesi için, t ° ƒ
alarak (0, 0) noktas›n›n sabitlendi¤ini varsayabil-

dik. ‹kinci ad›m sayesinde, t ° ƒ yerine, (0, 0)

merkezli belli bir ρ döndürüsü için, ρ ° t ° ƒ dö-

nüflümünü alarak sadece (0, 0) noktas›n›n de¤il,

ayr›ca (1, 0) noktas›n›n da sabitlendi¤ini varsaya-

biliriz. Üçüncü ad›m sayesinde, ρ ° t ° ƒ yerine, x
eksenli bir rε simetrisi için, rε ° ρ ° t ° ƒ dönüflü-

münü alarak sadece (0, 0) ve (1, 0) noktalar›n›n

de¤il, ayr›ca (0, 1) noktas›n›n da sabitlendi¤ini var-

sayabiliriz. Dördüncü ad›mda böyle bir dönüflü-

mün birim fonksiyon olmas› gerekti¤ini söyledik

(kan›t›n› okura b›rakt›k.) Demek ki, belli bir t öte-

lemesi, (0, 0) merkezli belli bir ρ döndürüsü ve x
eksenli bir rε simetrisi için, rε ° ρ ° t ° ƒ = Id. Afla-

¤›daki teoremi kan›tlad›k:

Teorem. ƒ : R2 → R2, noktalar›n aras›ndaki
mesafeyi de¤ifltirmeyen bir dönüflüm olsun. O
zaman, belli bir t ötelemesi, (0, 0) merkezli belli

bir ρ döndürüsü ve x eksenli bir rε simetrisi için,

ƒ = t ° ρ ° rε d›r4.

Sorular:

1. Genel olarak, Rn uzay›n›n mesafe de¤ifltir-

meyen dönüflümlerini bulun. (Not: Rn uzay›nda

(x1, ..., xn) ve (y1, ..., yn) aras›ndaki mesafe

olarak tan›mlan›r.)

2. “Mesafe” kavram› bulundu¤umuz co¤rafya-

ya göre de¤iflebilir. Örne¤in, bir flehrin sokaklar›n-

daysan›z, bir noktadan bir di¤er noktaya gitmek için

düz do¤ruyu seçemeyebilirsiniz,

karfl›n›za evler, hanlar, konaklar

ç›kar, özellikle bu ifl için tasarlanm›fl

sokaklardan yürümek zorundas›-

n›z. Örne¤in New York’ta, bir nok-

tadan bir baflka bir noktaya ancak

kuzey, do¤u, güney ve bat› yönleri-

ne do¤ru giderek gidebilirsiniz.

New York sokaklar›ndaki (x, y) ve (z, t) noktalar›

aras›ndaki (en k›sa) mesafe d((x, y), (z, t)) = |x − z|

+ |y − t| olarak tan›mlanmal›. R2 düzleminin bu me-

safe kavram›n› de¤ifltirmeyen dönüflümlerini bu-

lun, yani her x, y, z, t ∈ R için, 

d((x, y), (z, t)) = d(ƒ(x, y), ƒ(z, t))
eflitli¤ini sa¤layan tüm ƒ : R2 → R2 dönüflümle-

rini bulun. ♥

    ( ) ( )x y x yn n1 1
2 22 − + + −L
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4 Uzman dilinde bu teorem, Isom(R2) ≈ (R2 Ù R/Z) Ù Z/2Z

olarak okunur.

E¤er X bir kümeyse, her x, y, z ∈ X için, 

U1. d(x, y) = 0 ⇔ x = y
U2. d(x, y) = d(y, x)

U3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

özelliklerini sa¤layan bir d : X × X → R≥0

fonksiyonuna “uzakl›k” ya da “metrik” de-

nir. Metinde tan›mlanan “mesafe”lerin herbi-

ri yukardaki özellikleri sa¤lar. (X, d) çiftine de

metrik uzay denir.

Bir X kümesi üzerine d uzakl›¤› verilmiflse,

her x, y için d(x, y) = d(ƒ(x), ƒ(y)) eflitli¤ini

sa¤layan ƒ : X → X dönüflümlerine izometri de-

nir. ‹zometriler, metrik uzaylar›n özyap›

dönüflümleridir. Metinde R ve R2 Öklid uzay-

lar›n›n izometrileri bulunmufltur. Afla¤›da soru-

lan sorular da bu çerçevededir.

1

1

√2

√2


