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Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Kapak Konusu: Ozyap1 Déoniisiimleri

Mesafeyi Deﬁ.igtirmeyen
Donusumler = 1zometriler

o

sumler (fonksiyonlar) vardir. Bu donusumler as-
linda — bir anlamda - duzlemin o6zyap:
donuisiimleridir ve bunlara izometri adi verilir.
Birazdan bunlarin hepsini bulacagiz.

Bu tiir dontistimlere birkag 6rnek verelim:

Seyfi Turkellil
Diizlemde iki nokta-
nin uzakligini degistirmeyen donii-
1) Oteleme. Noktalar1 belli bir dogrultuda ve >

belli bir uzaklkta oteledigimizde, noktalarin ara-
larindaki mesafe degismez. (Uygulama: Calisma
masanizi duvardan pencereye dogru itin. Masayz it-
meden ve ittikten sonra olciin. Masanin boyutlar
degisti mi? Ayni deneyi birkag kez tekrarlaym. So-
nuclari cetvel halinde bir kagida yazin.)

Bu tiir dontisiimlere oteleme denir.

A

»
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Bir vektdr dogrultusunda 6teleme noktalarin birbirlerine olan
uzakh@r degistirmez.

2) Simetri. Iki noktanin herhangi bir dogruya
gore simetrigini aldiginizda, o iki nokta arasinda-
ki mesafe degismez. (Uygulama: Once duvarda
boyunuzu o6l¢tin. Sonra, hi¢ vakit kaybetmeden,
boy aynasinin karsisinda durup aynadaki goriin-
tuniziin boyunu ol¢tin. Ayni deneyi bir yil boyun-
ca her giin tekrarlaym. Sonug¢ ve yorumlarinizi
kaydedin.)

3) Dondiirii. Diizlemi belli bir nokta etrafin-
da belli bir derece dondiirmek noktalar arasinda-

1 Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 4. smif égrencisi.
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Bir dogruya gore alinan simetri noktalarin birbirlerine olan
uzaklig degistirmez.

ki mesafeyi bozmaz. Bu dontusiimlere aslinda ro-
tasyon denir ama biz komiklik olsun diye dondi-
rt diyecegiz. (Uygulama: Kiigiik kardesinizi belin-
den bir ipe baglayin. Ipin 6biir ucunu daha 6nce
odanizin tabanina ¢aktiginiz bir kaziga baglayip
kardesinize dondiirti uygulayin, yani kardesinizi
cubugun etrafinda degisik acilarda dondurun.
Kardesinizin yaka ve ayakkabi numaralarinda
bir degisiklik gozlemlediniz mi?)

A

Duzlemi bir noktanin etrafinda dénddrmek noktalar
arasindaki mesafeyi degistimez

Yukardaki doniisiimlerin bileskeleri de nok-
talar arasindaki mesafeleri degistirmezler. Bu ya-
zida, bunlarin birbirleriyle bileskeleri disinda,
duzlemin mesafe degistirmeyen doniisimu olma-
digini kanitlayacagiz.
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I. Gergel Sayilar Kiimesinin Mesafe Degistir-
meyen Doniigiimleri. Buna benzer bir sonucu 6n-
ce gercel sayilar kiimesi R icin kanitlayalim, da-
ha kolay olacak. Gergel sayilarda x ve y arasindaki
mesafe, herkesin bildigi tizere, Ix — yl olarak tanim-
lanir. Demek ki,

b — 31 = 1f(x) — f(y)l
esitligini saglayan tim f : R— R dontusumlerini
(fonksiyonlarini) bulmak istiyoruz. Baglayalim.

1 boyle bir dontigum olsun. Asagida, f’yi adim
adim degistirerek en sonunda Idp (yani birim
fonksiyonu, yani hi¢bir noktanin yerini degistir-
meyen fonksiyon) yapacagiz. Birinci adimda f’yi
f(0) = 0 esitligini saglayan bir dontusumle degis-
tirecegiz. Ikinci adimda fyi f(0) = 0 ve f(1) = 1
esitligini saglayan bir donigsimle degistirecegiz.
Ugiincii adimda béyle bir doniisiimiim higbir nok-
tanin yerini degistirmedigini kamitlayacagiz. Tk iki
adimda yaptigimiz degisimleri bildigimizden,
t¢inci adim bize mesafeleri degistirmeyen tim
donustimleri verecek.

Birinci Adim: 1lk olarak 0’1 tekrar 0’a geri ge-
tirecegiz. Soyle yapalim: Diyelim 0 noktasi f al-
tinda a noktasina gitti, yani f(0) = a. Tum x
noktalarini x — a noktalarina gonderen dontisi-
me t_, diyelim ve t_, o f dontisiimiine bakalim.
Bu déntugum hala daha mesafeleri korur (¢unki
hem f hem de #_, dontisiimii mesafeleri korur).
Dahasi, bu dénigum 0 noktasini 0 noktasina

yollar:
(t_yo NO0)=t_, (f(0)=t_,(@=a-a=0
0 fl0)=a x-a x

t_, donusimu

Ikinci Adim: Yukarda 0 noktasini 0 noktasi-
na geri goturdik. Bu ikinci adimda f’nin ayrica
bu 6zelligi oldugunu varsayalim. Demek ki f do-
nusimu

a) Noktalar arasindaki mesafeyi koruyor, ve

b) f(0) = 0.

Simdi, yukardaki iki ozelligi bozmadan 1 nok-
tasini 1 noktasina yollattiracagiz. Asagidaki esit-

liklere bakalim: 1 =11 — 0l = If(1) — f(O)l = If(1)

1 Her x € Nigin, 7{(x) = x ve 7_{(x) = —x.
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=0l =1f(1)l, yani |f(1)l = 1. Demek ki f(1) ya 1’e
ya da —1’e esit. f(1) = € = =1 olsun.
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7_1 dondstmu, 180 derecelik dondurucd...

Simdi r¢4(x) = ex doniisimiine bakalim!. Bu
doniisiim noktalar arasindaki mesafeyi bozmaz ve
bu da, f gibi, 0 noktasini 0 noktasina gonderir.

Simdi 7 o f doniisiimiinii ele alalim. Bu 7y o
f dontisiimii hala daha noktalar arasmdaki mesa-
feyi korur, ayrica 01 0’a ve 1’i 1’e gonderir:

(rg © 1)(0) = 7(/(0) = rg(0) = 50 = 0.
(rg o /)(1) = 75(f(1)) = 7ge) = €2 = 1.

Demek ki, eger f, 0 noktasin1 0 gonderiyor-
sa, 7 © f doniisiimii noktalar arasindaki mesafe-
yi korur, ayrica 0’1 0’a ve 1’i 1’e gonderir.

Uciincii Adim. Yukarda 1 noktasini tekrar 1
noktasina geri goturduk, ayrica 0 da 0’a gidiyor.
Simdi dontisimimuzun bu iki ozelligi sagladigi-
ni varsayalim. Demek ki f doniigiimii,

a) Noktalar arasindaki mesafeyi koruyor,

b) f(0) =0,

o) f(1) = 1.

Bu ti¢ 6zelligi saglayan bir doniistimiin higbir
noktanin yerini degistirmeyecegini, yani 6zdeslik
fonksiyonu oldugunu kanitlayacagim simdi.

Herhangi bir x noktasi (sayis1) alalim. Iki kii-
¢uk hesap yapalim:

x| = Ix — 0l = If(x) = £(O)] = I f(x)l,
lx — 11 = 1f(x) — f(1)l = If(x) — 11.

Birinci hesaptan f(x) = +x ¢ikar. Diyelim f(x)
= —x. Bundan ve ikinci hesaptan +(x — 1) = —x —
1 ¢ikar. Bunun tek bir ¢oziimii vardir: x = 0. De-
mek ki f(x) = —x ise, x = 0 ve f(x) = x.

Istedigimizi kanitladik, yani boyle bir £, birim
fonksiyonu olmak zorunda.

Ozetleyin. Noktalar arasindaki mesafeyi de-
gistirmeyen herhangi bir f : R — R dontigimii al-
dik.

Birinci adimda #_, o f dontisimiint alarak 0’1

0’a yolladik (Burada a = £(0).)



Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Ikinci adimda, belli bir & = +1 igin, g o £_, ©
f donusumiintin 0’1 0’a ve 1’1 1’e yolladigini ka-
nitladik (Burada € = (¢_, o f)(1) = 2_,(f(1)) = £(1)
~a= f(1) - f(0).

Ugtincti adimda boyle bir doniigiimiin Idg ol-
dugunu kanitladik, yani g o t_, o f = Idg, yani f
=107,

Teorem. Gergel sayilarin mesafeyi degistirme-
yen doniisiimleri kiimesi

{tyorg:ae R, e==1}

kiimesidir.
Eger f mesafeleri degistirmeyen bir donii-
stimse, f,
flx) = (f(1) - f(0))x + £(0)

olarak tammlanan doniisiimiidiir. Burada f(1) —
£(0) = +1 olmak zorundadir3.

II. Gergel Diizlemin Mesafe Degistirmeyen
Doniigiimleri

Simdi f : R2 — R2, mesafeleri degistirmeyen
bir dontisim olsun. Yukardaki gibi f’yi yavas
yavasg birim fonksiyonuna dontstiirecegiz.

Birinci Adim. Yukardaki gibi, once (0, 0)
noktasini gittigi yerden geri getirelim. Soyle yapa-
lim: £(0, 0) = (a, b) ise, noktalarimizi (—a, —b) yo-
niine dogru oteleyelim, ki (a, b) noktasina giden
(0, 0) noktasi tekrar (0, 0) noktasina geri donsin.
Bir baska deyisle, #_, _;) doniisiimd,

t(—a, —b) (x,y)=(x—a,y— b)
olarak tanimlanmig 6telemeyse, f yerine
t(—a, —b)° f
dontisimiine bakalim. Bu dontigim noktalarin
mesafesini bozmadigi gibi, ayrica (0, 0) noktasi-
nin yerini de degistirmez:
(tay ) = £ )10, 0) = £y ) (£ (0, 0))

5

)
ti_a,—b)(@, b) = (@a—a, b—b) =(0,0).

(x, y)
@

(x—a,x-b) .

04 0,00=(b)

v®

v

t(—a, —b) Otelemesi
ta,—b) (X, ¥) = (x —a,y = b)
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Ikinci Adim. Simdi f, noktalarin aralarin-
daki mesafeyi degistirmeyen ve f(0, 0) = (0, 0)
esitligini saglayan bir dontigim olsun. f’yi degis-
tirerek, f’ye (1, 0) noktasini da sabitlettirece-
giz. (1, 0) noktasinin (0, 0) noktasina uzakhg 1.
Bu ytizden, f, (0, 0) noktasini sabitledigine go-
re, mesafeleri de degistirmedigine gore ve f, (1,
0) noktasini (0, 0)’dan uzakligi gene 1 olan bir
bagka noktaya yollar. (0, 0) merkezli bir dondu-
riyle bu noktayi tekrar (1, 0) noktasina geri go-
tiirebiliriz: Oyle bir p dondiiriisii vardir ki, p o
f donusumi,

a) Noktalar arasindaki mesafeyi korur,
b) (0, 0)’in yerini degistirmez,
c) (1, 0)in yerini degistirmez.

Ugiincii Adim. Simdi f’nin yukardaki ii¢ 6zel-
ligi sagladigini varsayalim. Bu sefer (0, 1) nokta-
sin1 tekrar (0, 1) noktasina geri gotirecegiz. (0, 1)
noktasinin (0, 0) noktasindan uzakhg 1, (1, 0)
noktasindan uzakligi V2°dir. Dolayisiyla (0, 1)
noktasinin gittigi yer de bu iki 6zelligi saglamali.
Yani (0, 1) noktasi ya gene (0, 1) noktasina ya da
(0, —1) noktasina gitmeli. Bir bagka deyisle, belli
bir & = 1 igin f(0, 1) = (0, ¢) esitligi gegerlidir. Sim-
di rg(x, y) = (x, ey) doniisiimiine bakalim. Bu do-
nusim, eger ¢ = 1 ise birim donusumdur, eger ¢

= —1 ise x eksenine gore simetridir. Dolayisiyla 7
donusumi — aynen f gibi — noktalar arasindaki
mesafeyi degistirmez ve (0, 0) ve (1, 0) noktala-
rin1 sabitler. Dolayisiyla 7, o f doniisiimii de ay-
m Ozellikleri saglar. Ayrica g o f doniisiimii (0, 1)
noktasini gene (0, 1) noktasina yollar: (g o £)(0,

3 Uzmanin dilinde yukardaki sonug Isom(R) = R X Z/2Z ola-
rak okunur.
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1) =7¢(£(0,1)) = 7£(0, &) = (0, &2) = (0, 1). Demek

ki 7 o f doniisiimii,

a) Noktalar arasindaki mesafeyi korur,
b) (0, 0)’in yerini degistirmez,
c) (1, 0)in yerini degistirmez,
d) (0, 1) in yerini degistirmez.

Dordiincii Adim. Simdi f’nin yukardaki dort
ozelligi sagladigini varsayalim. Bu durumda f’nin
birim fonksiyon oldugunu kanitlamak oldukga
kolaydir. Ayrintilar1 okura birakiyoruz.

Ozetleyin. Noktalar arasindaki mesafeyi de-
gistirmeyen bir f dontsimiiyle basladik ise. Birin-
ci adimda f yerine, belli bir ¢ 6telemesi igin, ¢ o f
alarak (0, 0) noktasinin sabitlendigini varsayabil-
dik. Ikinci adim sayesinde, ¢ o f yerine, (0, 0)
merkezli belli bir p dondiiriisii icin, p o £ o f do-
nusimunu alarak sadece (0, 0) noktasinin degil,
ayrica (1, 0) noktasinin da sabitlendigini varsaya-
biliriz. Ugiincii adim sayesinde, p o ¢ o f yerine, x
eksenli bir 7 simetrisi igin, 7, o p o ¢ o f donilsii-
muni alarak sadece (0, 0) ve (1, 0) noktalarinin
degil, ayrica (0, 1) noktasinin da sabitlendigini var-
sayabiliriz. Dordiincii adimda boyle bir doniigi-
miin birim fonksiyon olmasi gerektigini soyledik
(kanitin1 okura biraktik.) Demek ki, belli bir # 6te-
lemesi, (0, 0) merkezli belli bir p dondiiriisii ve x
eksenli bir 7 simetrisi i¢in, 7, o p o o f = Id. Asa-
gidaki teoremi kanitladik:

Teorem. f : R2 — R2, noktalarn arasimdaki
mesafeyi degistirmeyen bir doniisiim olsun. O
zaman, belli bir t telemesi, (0, 0) merkezli belli
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bir p dondiiriisii ve x eksenli bir 1 simetrisi icin,
f=toporgdut.

Eger X bir kiimeyse, her x, y, 2 € X icin,

Ul.d(x,y) =0 x=y

U2. d(x,y) =d(y, x)

U3. d(x,y) <d(x, 2) +d(z, y)
ozelliklerini saglayan bir d : X x X — R0
fonksiyonuna “uzaklik” ya da “metrik” de-
nir. Metinde tanimlanan “mesafe”lerin herbi-
ri yukardaki ozellikleri saglar. (X, d) ¢iftine de
metrik uzay denir.

Bir X kiimesi uzerine d uzakligi verilmigse,
her x, y icin d(x, y) = d(f(x), f(y)) esitligini
saglayan f : X — X donusumlerine izometri de-
nir. Izometriler, metrik uzaylarin 6zyap1
doniisiimleridir. Metinde R ve R2 Oklid uzay-
larinin izometrileri bulunmustur. Asagida soru-
lan sorular da bu ¢ercevededir.

Sorular:
1. Genel olarak, R” uzayinin mesafe degistir-
meyen dontgimlerini bulun. (Not: R” uzayinda

(X1 <oy X)) V€ (V15 -oy V,,) arasindaki mesafe

e —y1)? + o+ (= 7,)

olarak tanimlanir.)
2. “Mesafe” kavrami bulundugumuz cografya-
ya gore degisebilir. Ornegin, bir sehrin sokaklarin-
daysaniz, bir noktadan bir diger noktaya gitmek igin
diiz dogruyu secemeyebilirsiniz,
karsiniza evler, hanlar, konaklar %
cikar, ozellikle bu is igin tasarlanmig
sokaklardan yurumek zorundasi-
niz. Ornegin New York’ta, bir nok-

tadan bir baska bir noktaya ancak

kuzey, dogu, gliney ve bat1 yonleri-
ne dogru giderek gidebilirsiniz.
New York sokaklarindaki (x, y) ve (z, t) noktalari
arasindaki (en kisa) mesafe d((x, y), (z, t)) = Ix — zl
+ ly —tl olarak tanimlanmali. R? diizleminin bu me-
safe kavramimi degistirmeyen dontigtimlerini bu-
lun, yani her x, y, z, t € R igin,
d((x5 )’); (Z, t)) = d(f(xa y)> f(za t))

esitligini saglayan tim f : RZ — R2 dontisiimle-
rini bulun. v

4 Uzman dilinde bu teorem, Isom(R2) ~ (R2 X R/Z) x Z/2Z
olarak okunur.



