Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Kapak Konusu: Ozyap1 Déniisiimleri

Dogrudan Sasmayan Donusiimler

Ali Seyfi*

Bir 6nceki yazimizda

. R2 diizleminin uzakligi

we degistirmeyen dontisimlerini bul-

duk. O yazidaki teoreme (ikincisine) bakildigin-

da, bu dontsiimlerin dogrulari dogrulara yolladi-

g1 anlagilir, cinkt otelemeler, simetriler ve
dondiriiler dogrulart dogrulara yollarlar.

Bu yazida R2 diizleminin dogrulari dogrula-
ra yollayan birebir dontisiimlerini, yani her ¢ dog-
rusu icin, f(¢) = ¢' iligkisini saglayan saglayan bir
¢ dogrusunun bulundugu donusimleri siniflandi-
racagiz (¢' dogrusu her / igin degisir, yoksa f bi-
rebir olamaz.)

Yukardaki 6zelligi olan bir f dontisiimii pa-
ralel dogrular1 paralel dogrulara gotirmek zo-
rundadir. Nitekim, eger ¢ ve m paralel dogrular-
save f({)=1{" ve f(m)=m'"iseve P € I' nm'ise,
o zaman, belli bir Q € /ve R € mi¢in f(Q) = P
= f(R) olmak zorunda; ve f birebir oldugundan
O =R e m N/, geligki.

Bu yuzden (paralel dogrulari paralel dogrulara
gotiirdiigiinden) bu doniisiimler, R2 Oklid geomet-
risinin 6zyapi dontsimleri olarak dustintlebilir.

Heyecani kaybetmemek icin sonucu simdi-
den soylemeyecegiz.

f: R2 » R2 yukardaki gibi bir doniigiim ol-
sun. Demek ki her P, O € R? igin, f, PQ dogru-
sunu f(P) ve f(Q)’dan gecen dogruya yolluyor, ya-
ni f(PQ) = f(P)f(Q).

f: R2 — R2 gondermesi su ozelligi saglasin: Her
¢ dogrusu i¢in, f(¢) < ¢ iliskisini saglayan bir
0" dogrusu vardir (¢ dogrusu her / i¢in degise-
bilir.) Eger f birebir degilse, f, diizlemin tim
noktalarini 6nceden verilmig bir dogrunun ts-
tindeki noktalara yollar (hepsini ayni noktaya
da yollayabilir.) Bunun kanitini okura biraki-
yoruz.
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Birinci Adim. Bir 6nceki yazidaki gibi f’nin bir
otelemeyle bilegkesini alip, f’nin (0, 0) noktasini
gene (0, 0) noktasina goturdugunt varsayabiliriz.
Soyle yapariz: f(0, 0) = (a, b) ise ve ¢ : R2 — R2
fonksiyonu (otelemesi) f(x, y) = (x —a, y — a) ola-
rak tanimlanmigsa, f yerine ¢ o f doniisiminu
alip, f’nin dogrulari dogrulara gotirduguni, ay-
rica (0, 0) noktasini yerinden kimildatmadigini

varsayabiliriz.
A
Birinci adimda (0, 0)
noktas! sabitlenmigtir.
""" @

Ikinci Adim. f : R2 —» R2 dogrular1 dogru-
lara gotiiren ve (0, 0) noktasini kimildatmayan
bir dontstim olsun. O zaman (0, 0)’dan gecen
dogrular f altinda gene (0, 0)’dan gecen dogru-
lara giderler. (0, 0) merkezli bir donduriyle x
eksenini gittigi yerden aynen geri getirebiliriz,
yani oyle bir p dondiriisii bulabiliriz ki, p o f
dontstimi dogrulari dogrulara gotiirir, (0, 0)
noktasini sabit tutar ve ayrica x eksenini gene x
eksenine yollar!.

A
Ikinci adimda
sabitlenenler:
(0, 0) noktasi ve x
i ekseni (kime olarak)
>

1 Uzmana Not: Eger R yerine bagka bir cisim alirsak, bu adim-
da dondiirti kullanamayiz, ama dogrusal bir doniigiimle x ekse-
nini x eksenine gotiirebiliriz.
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Goruldugu gibi f dontisimuni yavas yavas
ozdeslige benzetiyoruz.

Uciincii Adim. £ : R2 — R2, dogrulari dogru-
lara goturen, (0, 0) noktasini kimildatmayan ve x
eksenini x eksenine gotiiren bir dontigim olsun.
(1, 0) noktasi, belli bir € R\ {0} igin, (a, 0) nok-
tasina gider. 7, : R2 — R2 fonksiyonu r,(x, y) =
(a1x, y) olarak tamimlansin. 7, fonksiyonu, aynen
f gibi, dogrular1 dogrulara gotiirir, (0, 0) nokta-
sin1 (0, 0) noktasina gotiirur, x eksenini gene x ek-

r, fonksiyonu y = mx + b denklemli dogruyu,
y = max + b denklemli dogruya ve x = ¢ denk-
lemli dogruyu x = a~1c denklemli dogruya go-
turur.

senine goturiir. Simdi 7, o f dontisimiine baka-
lim. Bu doniisiim de dogrulari dogrulara gotiirir,
(0, 0) noktasini (0, 0) noktasina gotiirur, x ekse-
nini gene x eksenine goturir, ama ayrica (1, 0)
noktasini gene (1, 0) noktasina goturiir.

A
Ugtincti adimda
sabitlenenler:
(0, 0) ve (1, 0)
noktalari

Dordiincii Adim. f : R2 — R2 fonksiyonu,
dogrular1 dogrulara gotiirsiin ve (0, 0) ve (1, 0)
noktalarini sabitlesin. (O zaman x eksenini x ek-
senine gotiirmek zorundadir. Dolayisiyla, paralel
dogrulari paralel dogrulara gotiirdigiinden yatay
dogrulari yatay dogrulara gotiirmek zorundadir.)
Simdi (0, 1) noktasini tekrar (0, 1) noktasina go-
tirmek istiyoruz. Nasil yapacagiz? Bu, biraz da-
ha zor.

£(0, 1) = (¢, d) olsun. Simdi g : R2 —» R2 do-
nisimiini g(x, y) = (x — d"lcy, d"1y) kuraliyla
tanimlayalim. g doniisimu dogrulari dogrulara
goturir ve (0, 0) ve (0, 1) noktalarini sabitler. Ay-
rica (¢, d) noktasini (0, 1) noktasina gotiriir.

g(x, y) = (x — cd "1y, d"1y) kuraliyla tanimlanan
dontisim y = mx + b dogrusunu (1 — mcd™1)y
= d bmx + d71b dogrusuna, x = a dogrusunu
x = —cy + a dogrusuna goturir.

33

Demek ki go f dontsimt dogrulari dogrulara go-
turir ve (0, 0), (1, 0) ve (0, 1) noktalarin sabit-
ler (dolayisiyla x ye y eksenlerini de kendilerine
gotiriir.)

Dérdinct adimda
sabitlenenler:

(0,0), (1,0)ve (0, 1)
noktalari

Ikinci, Ugiincii ve Dordiincii Adimlar Uzeri-
ne Bir Not. Ikinci, iiciincii ve dordiincii adimlar
dogrusal bir dontustimle tek hamlede yapabilirdik.
f(1,0) = (a, b) ise f(0, 1) = (c, d) ise,

dx—cy —-bx+ ayj
ad—bc’ ad - bc

kuraliyla tanimlanmig olsun. Simdi g o f donusii-

glx,y) = [

mii dogrulart dogrulara goturir ve (0, 0), (1, 0) ve
(0, 1) noktalarini sabitler. (Tabii bunu yapmadan
once ad — be # 0 esitsizligini kanitlamak lazim.)

Besinci Adim. f : RZ — R2 fonksiyonu, dog-
rular1 dogrulara gotiirsun ve (0, 0), (1, 0) ve (0,
1) noktalarini sabitlesin. O zaman f dontsimu
bu noktalardan gecen ti¢ dogruyu gene kendile-
rine goturiir, yani x eksenini x eksenine, y ekse-
nini y eksenine ve y = —x + 1 dogrusunu gene
kendine gotiirmek zorundadir. Ayrica f’nin pa-
ralel dogrulari paralel dogrulara gotiirdugtini bi-
liyoruz. Dolayisiyla yatay dogrulari yatay dog-
rulara, dikey dogrular1 dikey dogrulara gotiirur.
Ayrica egimi —1 olan dogrulari gene egimi —1
olan dogrulara goturiir. Bayag: sey biliyoruz.
Biitiin bunlardan f’nin her noktay: sabitledigini
kanitlayacagiz.

Simdi x € R olsun. (x, 0) noktasi x ekseninde
oldugundan, f(x, 0) = (¢(x), 0) tiriinden yazilabi-
lir. Boylece bir ¢ : R — R fonksiyonu elde ediyoruz.
f dontigimii (0, 0) ve (1, 0) noktalarini sabitledigin-
den (0) = 0 ve @(1) = 1. Yakin gelecekte, her x
R icin, @(x) = x esitligini kanitlayacagiz. Bundan boy-

(0,1)

f(b,0) = (¢(b), 0)

(1,0) (b, 0)
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le f: R2 — RZve@:R — R bu paragrafta tanim-
landig: gibi olsunlar.

Altina Adim. Bu adimda, her x € R icin f(0,
x) = (0, @(x)) esitligini kanitlayacagiz. Herhangi
bir b € R alalim. f dontisgimii y eksenini gene y
eksenine goturdugunden, f(0, b) noktasi y ekse-
ni iistiindedir, yani birinci koordinat: 0°dir. kin-
ci koordinatin ¢(b) oldugunu kanitlayacagiz.

f(b,0) = (0, ¢(b))

Simdi (b, 0) ve (0, b) noktalarindan gecen /
dogrusunu ele alalim ve yukaridaki sekilden izle-
yelim. Egimi -1 olan ¢ dogrusu f tarafindan ken-
disine paralel bir dogruya yollanir. Ama (b, 0) €
¢ oldugundan, (9(b), 0) = f(b, 0) € f(¢). Demek
ki £(0, b) = (0, 9(b)).

Yedinci Adim. Simdi sunu iddia ediyorum:
Her (x, y) € R? igin f(x, y) = (@(x), ¢(y)) esitligi
dogrudur.

Herhangi bir (x, y) noktasi alalim. (x, 0)’dan
gegen dikey dogru f(x, 0) = (¢(x), 0)’dan gecen di-
key dogruya gitmek zorunda. Ayni zamanda
(0, y)’den gecen yatay dogru f(0, y) = (0, ¢(y))’den
gegen yatay dogruya gitmek zorunda. Dolayisiy-
la (x, y) noktasi (@(x), ¢(y)) noktasina gitmek zo-
runda.

(0, o(y)) f(x,y) = (9(x), o(y)
o
(x, )
(0, y)
o
(x, 0) (9(x), 0)
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Bir Sonug. Yukardaki adima gore, (1, 1) nokta-
st falunda f(1, 1) = ((1), (1)) = (1, 1) noktasina,
yani kendine gitmek zorunda. Dolayisiyla (0, 0) ve
(1, 1) noktalarindan gegen dogru da kendine gider.
Demek ki egimi 1 olan bir dogru gene egimi 1 olan
bir dogruya gider. Egimi —1 olan bir dogrunun gene
egimi —1 olan bir dogruya gittigini zaten biliyoruz.

Sekizinci Adim. Bu paragrafta, ¢’nin toplama-
ya saygl duydugunu, yani her x, y € R igin,
o(x +y) = o(x) + o(y) esitligini kanitlayacagiz.

4? (a, 0)

Yukaridaki sekilden de goriilecegi tizere, (a, 0)
ve (b, 0) noktasi verilmisse, (a + b, 0) noktasini di-
key, yatay ve egimi 1 ve -1 olan dogrularin kesi-
simlerinden elde edebiliriz. Simdi, (a + b, 0) nok-
tasini bulmak i¢in kullandigimiz bu yedi dogruya
ve yedi noktaya f’yi uygulayalim. Aynen bu sek-
le benzeyen bir durum elde ederiz. x ve y eksen-
ler ve (0, 0) noktasi yerlerinden kimildamaz. Boy-
lece f(a, 0) = (9(a), 0) ve f(b, 0) = (o(b), 0)
noktalarindan hareket ederek ve ayni yontemle
(o(a) + ¢(b), 0) noktasini elde ederiz. Ote yandan
bu nokta ayni zamanda f(a + b, 0), yani (¢p(a + b),
0) noktasidir da. Demek ki @(a + b) = ¢(a) + ¢(b).

Dokuzuncu Adim. Bu paragrafta, ¢’nin ¢arp-
maya saygl duydugunu, yani her x, y € R igin,
o(xy) = (x)o(y) esitligini kanitlayacagiz.

Asagidaki sekilden de goriilecegi tizere, (a, 0)
ve (b, 0) noktas: verilmisse, (ab, 0) noktasim di-
key, yatay ve egimi 1 ve —1 olan dogrularin kesi-
simlerinden ve bu kesisimlerden gecen dogrular-
la elde edebiliriz. Simdi, (ab, 0) noktasini bulmak
icin kullandigimiz bu dokuz dogruya ve dokuz
noktaya f’yi uygulayalim. Aynen bu gekle benze-
yen bir durum elde ederiz. U¢ dogru (x ve y ek-
senleri ve x = 1 dogrusu) ve iki nokta ((0, 0) ve
(1, 0) noktalar) yerlerinden kimildamaz. Boylece
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(Qamik

(0, a)

(ab, 0)

(6, 0)

(1,0)

f(a, 0) = (p(a), 0) ve f(b, 0) = (¢(b), 0) noktalarin-
dan hareket ederek ayni yontemle (¢(a)p(b), 0)
noktasini elde ederiz. Ote yandan bu nokta ayni
zamanda f(ab, 0), yani (¢(ab), 0) noktasidir da.
Demek ki ¢(ab) = ¢(a)p(b).

(a, 0)

Onuncu Adim. Adim adim yolun sonuna gel-
dik. Simdi 6niimiizde, her x, y € R igin,

o(x +y) = 0x) + ¢(y) ve plxy) = o(x)o(y)
esitliklerini saglayan bir fonksiyon var. Cahit Arf
Ginleri II, ikinci gin, soru 5, sayfa 24°te boyle bir
f’nin birim fonksiyon oldugunu gormiistiik. De-
mek ki dordiincti adimda buldugumuz dontisim
birim fonksiyonuymus.

Ozetleyin. Dogrulari dogrulara gonderen bi-
rebir bir f: R — R fonksiyonuyla yola koyulduk.

Birinci adimda, bir ¢ otelemesi igin, ¢ o f do-
nusuminun dogrular1 dogrular1 gotirdugund,
ayrica (0, 0) noktasinin yerini degistirmedigini
gordiik.

Ikinci adimda, bir p dondiiriisii igin, p o £ o f
donugimiintin dogrulart dogrular gotiurduguni,
(0, 0) noktasinin yerini degistirmedigini, ayrica x
eksenini x eksenine gotiurdiginu gordiik.

Ugiincii adimda, belli bir 4 icin,

r(x, y) = (" 1x, )
kuraliyla tanimlanan bir 7 fonksiyonu igin,
ropoto f
dontgimiiniin dogrulari dogrulari gotirdugiin,
(0, 0) noktasinin yerini degistirmedigini, x ekse-
nini x eksenine goturdigini ve ayrica (1,0) nok-
tasini (1, 0) noktasina gotirdugina gorduk.

Dordiincii adimda, belli bir #, v € R icin ve
g(x,y) = (x — uy, vy) kuraliyla tanimlanan g fonk-
siyonu igin, g o 7 o p o t o f dontustimiiniin dogru-
lar1 dogrular1 gotirduging, (0, 0) noktasinin ye-
rini degistirmedigini, x eksenini x eksenine
goturdugunu, (1,0) noktasini (1, 0) noktasina go-
turdiguni ve ayrica (0, 1) noktasini (0, 1) nok-
tasina goturduginu gorduk.

Besinci ve sonraki adimlarda, yukardaki 6zel-
lige sahip bir fonksiyonun birim fonksiyon ol-
masi gerektigini gordik, yanigoropoto f =Idp.
Bundan da kolaylikla su sonug ¢ikar:

Teorem. f : R2 — R2 dogrular: dogrulara
gotiiren birebir bir fonksiyon olsun. O zaman, 6y-
le bir t otelemesi, 6yle bir p dondiiriisii ve byle bir
g(x, y) = (ax + by, cy) fonksiyonu vardir ki, f =t
o p o g esitligi saglanir3. v

3 Uzmana Not: Bu teoremin kanitindan sunlar ¢ikar: 1) K bir
cisim olsun. K?’nin dogrular1 dogrulara gotiiren eglemeleri (K2 X
GL,(K)) X Aut(K) grubuna izomorftur. 2) Eger B,(R) tst-ticgen
matrislerse (yani standard Borel altgrubu), GL,(R) = SO,(R)B,(R).
(Ama bu iki altgrubun higbiri normal degil, ayrica ikisi de ¢ozii-
lebilir.)

Toplamayi1 Carpmaya Doniistiiren
Fonksiyonlar
N’den N’ye giden ve her x, y € N igin
flx +y) = flx)f(y)
esitligini saglayan f fonksiyonlarini bulun. Boy-
le bir fonksiyonun eglesme olamayacagini gos-
terin.

Carpmayi Toplamaya Doniistiiren
Fonksiyonlar
N’den N’ye giden ve Carpmay1 Toplamaya
Déniistiiren Fonksiyonlart bulun. Orten olan-
lar1 var mi? Birebir olanlar1 var mi?
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