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Bir önceki yaz›m›zda

R2 düzleminin uzakl›¤›

de¤ifltirmeyen dönüflümlerini bul-

duk. O yaz›daki teoreme (ikincisine) bak›ld›¤›n-

da, bu dönüflümlerin do¤rular› do¤rulara yollad›-

¤› anlafl›l›r, çünkü ötelemeler, simetriler ve

döndürüler do¤rular› do¤rulara yollarlar.

Bu yaz›da R2 düzleminin do¤rular› do¤rula-

ra yollayan birebir dönüflümlerini, yani her l do¤-

rusu için, ƒ(l) = l′ iliflkisini sa¤layan sa¤layan bir

l′ do¤rusunun bulundu¤u dönüflümleri s›n›fland›-

raca¤›z (l′ do¤rusu her l için de¤iflir, yoksa ƒ bi-

rebir olamaz.) 

Yukardaki özelli¤i olan bir ƒ dönüflümü pa-

ralel do¤rular› paralel do¤rulara götürmek zo-

rundad›r. Nitekim, e¤er l ve m paralel do¤rular-

sa ve ƒ(l) = l′ ve ƒ(m) = m′ ise ve P ∈ l′ ∩ m′ ise,

o zaman, belli bir Q ∈ l ve R ∈ m için ƒ(Q) = P

= ƒ(R) olmak zorunda; ve ƒ birebir oldu¤undan

Q = R ∈ m ∩ l, çeliflki.

Bu yüzden (paralel do¤rular› paralel do¤rulara

götürdü¤ünden) bu dönüflümler, R2 Öklid geomet-

risinin özyap› dönüflümleri olarak düflünülebilir.

Heyecan› kaybetmemek için sonucu flimdi-

den söylemeyece¤iz.

ƒ : R2 → R2 yukardaki gibi bir dönüflüm ol-

sun. Demek ki her P, Q ∈ R2 için, ƒ, PQ do¤ru-

sunu ƒ(P) ve ƒ(Q)’dan geçen do¤ruya yolluyor, ya-

ni ƒ(PQ) = ƒ(P)ƒ(Q).

Birinci Ad›m. Bir önceki yaz›daki gibi ƒ’nin bir

ötelemeyle bileflkesini al›p, ƒ’nin (0, 0) noktas›n›

gene (0, 0) noktas›na götürdü¤ünü varsayabiliriz.

fiöyle yapar›z: ƒ(0, 0) = (a, b) ise ve t : R2 → R2

fonksiyonu (ötelemesi) ƒ(x, y) = (x − a, y − a) ola-

rak tan›mlanm›flsa, ƒ yerine t ° ƒ dönüflümünü

al›p, ƒ’nin do¤rular› do¤rulara götürdü¤ünü, ay-

r›ca (0, 0) noktas›n› yerinden k›m›ldatmad›¤›n›

varsayabiliriz.

‹kinci Ad›m. ƒ : R2 → R2 do¤rular› do¤ru-

lara götüren ve (0, 0) noktas›n› k›m›ldatmayan

bir dönüflüm olsun. O zaman (0, 0)’dan geçen

do¤rular ƒ alt›nda gene (0, 0)’dan geçen do¤ru-

lara giderler. (0, 0) merkezli bir döndürüyle x

eksenini gitti¤i yerden aynen geri getirebiliriz,

yani öyle bir ρ döndürüsü bulabiliriz ki, ρ ° ƒ
dönüflümü do¤rular› do¤rulara götürür, (0, 0)

noktas›n› sabit tutar ve ayr›ca x eksenini gene x

eksenine yollar1. 
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Kapak Konusu: Özyap› Dönüflümleri

Do¤rudan fiaflmayan Dönüflümler
Ali Seyfi*

ƒ: R2 → R2 göndermesi flu özelli¤i sa¤las›n: Her

l do¤rusu için, ƒ(l) ⊆ l′ iliflkisini sa¤layan bir

l′ do¤rusu vard›r (l′ do¤rusu her l için de¤ifle-

bilir.) E¤er ƒ birebir de¤ilse, ƒ, düzlemin tüm

noktalar›n› önceden verilmifl bir do¤runun üs-

tündeki noktalara yollar (hepsini ayn› noktaya

da yollayabilir.) Bunun kan›t›n› okura b›rak›-

yoruz.

P

R

ƒ(P)

ƒ(Q)

ƒ(R)
Q

* ‹stanbul Bilgi Üniversitesi Matematik Bölümü 5. s›n›f ö¤rencisi.

1 Uzmana Not: E¤er R yerine baflka bir cisim al›rsak, bu ad›m-

da döndürü kullanamay›z, ama do¤rusal bir dönüflümle x ekse-

nini x eksenine götürebiliriz.

İkinci adımda
sabitlenenler:
(0, 0) noktası ve x
ekseni (küme olarak)

Birinci adımda (0, 0) 
noktası sabitlenmiştir.



Görüldü¤ü gibi ƒ dönüflümünü yavafl yavafl

özdeflli¤e benzetiyoruz.

Üçüncü Ad›m. ƒ : R2 → R2, do¤rular› do¤ru-

lara götüren, (0, 0) noktas›n› k›m›ldatmayan ve x

eksenini x eksenine götüren bir dönüflüm olsun.

(1, 0) noktas›, belli bir a ∈ R \ {0} için, (a, 0) nok-

tas›na gider. ra : R2 → R2 fonksiyonu ra(x, y) =

(a−1x, y) olarak tan›mlans›n. ra fonksiyonu, aynen

ƒ gibi, do¤rular› do¤rulara götürür, (0, 0) nokta-

s›n› (0, 0) noktas›na götürür, x eksenini gene x ek-

senine götürür. fiimdi ra ° ƒ dönüflümüne baka-

l›m. Bu dönüflüm de do¤rular› do¤rulara götürür,

(0, 0) noktas›n› (0, 0) noktas›na götürür, x ekse-

nini gene x eksenine götürür, ama ayr›ca (1, 0)

noktas›n› gene (1, 0) noktas›na götürür.

Dördüncü Ad›m. ƒ : R2 → R2 fonksiyonu,

do¤rular› do¤rulara götürsün ve (0, 0) ve (1, 0)

noktalar›n› sabitlesin. (O zaman x eksenini x ek-

senine götürmek zorundad›r. Dolay›s›yla, paralel

do¤rular› paralel do¤rulara götürdü¤ünden yatay

do¤rular› yatay do¤rulara götürmek zorundad›r.)

fiimdi (0, 1) noktas›n› tekrar (0, 1) noktas›na gö-

türmek istiyoruz. Nas›l yapaca¤›z? Bu, biraz da-

ha zor.

ƒ(0, 1) = (c, d) olsun. fiimdi g : R2 → R2 dö-

nüflümünü g(x, y) = (x − d−1cy, d−1y) kural›yla

tan›mlayal›m. g dönüflümü do¤rular› do¤rulara

götürür ve (0, 0) ve (0, 1) noktalar›n› sabitler. Ay-

r›ca (c, d) noktas›n› (0, 1) noktas›na götürür.

Demek ki g ° ƒ dönüflümü do¤rular› do¤rulara gö-

türür ve (0, 0), (1, 0) ve (0, 1) noktalar›n› sabit-

ler (dolay›s›yla x ye y eksenlerini de kendilerine

götürür.)

‹kinci, Üçüncü ve Dördüncü Ad›mlar Üzeri-

ne Bir Not. ‹kinci, üçüncü ve dördüncü ad›mlar›

do¤rusal bir dönüflümle tek hamlede yapabilirdik.

ƒ(1, 0) = (a, b) ise ƒ(0, 1) = (c, d) ise,

kural›yla tan›mlanm›fl olsun. fiimdi g ° ƒ dönüflü-

mü do¤rular› do¤rulara götürür ve (0, 0), (1, 0) ve

(0, 1) noktalar›n› sabitler. (Tabii bunu yapmadan

önce ad – bc ≠ 0 eflitsizli¤ini kan›tlamak laz›m.)

Beflinci Ad›m. ƒ : R2 → R2 fonksiyonu, do¤-

rular› do¤rulara götürsün ve (0, 0), (1, 0) ve (0,

1) noktalar›n› sabitlesin. O zaman ƒ dönüflümü

bu noktalardan geçen üç do¤ruyu gene kendile-

rine götürür, yani x eksenini x eksenine, y ekse-

nini y eksenine ve y = −x + 1 do¤rusunu gene

kendine götürmek zorundad›r. Ayr›ca ƒ’nin pa-

ralel do¤rular› paralel do¤rulara götürdü¤ünü bi-

liyoruz. Dolay›s›yla yatay do¤rular› yatay do¤-

rulara, dikey do¤rular› dikey do¤rulara götürür.

Ayr›ca e¤imi −1 olan do¤rular› gene e¤imi −1

olan do¤rulara götürür. Baya¤› fley biliyoruz.

Bütün bunlardan ƒ’nin her noktay› sabitledi¤ini

kan›tlayaca¤›z.

fiimdi x ∈ R olsun. (x, 0) noktas› x ekseninde

oldu¤undan, ƒ(x, 0) = (ϕ(x), 0) türünden yaz›labi-

lir. Böylece bir ϕ : R →R fonksiyonu elde ediyoruz.

ƒ dönüflümü (0, 0) ve (1, 0) noktalar›n› sabitledi¤in-

den ϕ(0) = 0 ve ϕ(1) = 1. Yak›n gelecekte, her x ∈
R için, ϕ(x) = x eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. Bundan böy-
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ra fonksiyonu y = mx + b denklemli do¤ruyu,

y = max + b denklemli do¤ruya ve x = c denk-

lemli do¤ruyu x = a−1c denklemli do¤ruya gö-

türür.

(0, 1)

(1, 0) (b, 0)

ƒ(b,0) = (ϕ(b), 0)

Üçüncü adımda
sabitlenenler:
(0, 0) ve (1, 0)
noktaları

Dördüncü adımda
sabitlenenler:
(0, 0), (1, 0) ve (0, 1)
noktaları

g(x, y) = (x − cd−1y, d−1y) kural›yla tan›mlanan

dönüflüm y = mx + b do¤rusunu (1 − mcd−1)y

= d−1mx + d−1b do¤rusuna, x = a do¤rusunu

x = −cy + a do¤rusuna götürür.



le ƒ : R2 → R2 ve ϕ : R → R bu paragrafta tan›m-

land›¤› gibi olsunlar.

Alt›nc› Ad›m. Bu ad›mda, her x ∈ R için ƒ(0,

x) = (0, ϕ(x)) eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. Herhangi

bir b ∈ R alal›m. ƒ dönüflümü y eksenini gene y

eksenine götürdü¤ünden, ƒ(0, b) noktas› y ekse-

ni üstündedir, yani birinci koordinat› 0’d›r. ‹kin-

ci koordinat›n ϕ(b) oldu¤unu kan›tlayaca¤›z.

fiimdi (b, 0) ve (0, b) noktalar›ndan geçen l

do¤rusunu ele alal›m ve yukar›daki flekilden izle-

yelim. E¤imi –1 olan l do¤rusu ƒ taraf›ndan ken-

disine paralel bir do¤ruya yollan›r. Ama (b, 0) ∈
l oldu¤undan, (ϕ(b), 0) = ƒ(b, 0) ∈ ƒ(l). Demek

ki ƒ(0, b) = (0, ϕ(b)). 

Yedinci Ad›m. fiimdi flunu iddia ediyorum:

Her (x, y) ∈ R2 için ƒ(x, y) = (ϕ(x), ϕ(y)) eflitli¤i

do¤rudur.

Herhangi bir (x, y) noktas› alal›m. (x, 0)’dan

geçen dikey do¤ru ƒ(x, 0) = (ϕ(x), 0)’dan geçen di-

key do¤ruya gitmek zorunda. Ayn› zamanda 

(0, y)’den geçen yatay do¤ru ƒ(0, y) = (0, ϕ(y))’den

geçen yatay do¤ruya gitmek zorunda. Dolay›s›y-

la (x, y) noktas› (ϕ(x), ϕ(y)) noktas›na gitmek zo-

runda.

Bir Sonuç. Yukardaki ad›ma göre, (1, 1) nokta-

s› ƒ alt›nda ƒ(1, 1) = (ϕ(1), ϕ(1)) = (1, 1) noktas›na,

yani kendine gitmek zorunda. Dolay›s›yla (0, 0) ve

(1, 1) noktalar›ndan geçen do¤ru da kendine gider.

Demek ki e¤imi 1 olan bir do¤ru gene e¤imi 1 olan

bir do¤ruya gider. E¤imi –1 olan bir do¤runun gene

e¤imi –1 olan bir do¤ruya gitti¤ini zaten biliyoruz.

Sekizinci Ad›m. Bu paragrafta, ϕ’nin toplama-

ya sayg› duydu¤unu, yani her x, y ∈ R için,

ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. 

Yukar›daki flekilden de görülece¤i üzere, (a, 0)

ve (b, 0) noktas› verilmiflse, (a + b, 0) noktas›n› di-

key, yatay ve e¤imi 1 ve –1 olan do¤rular›n kesi-

flimlerinden elde edebiliriz. fiimdi, (a + b, 0) nok-

tas›n› bulmak için kulland›¤›m›z bu yedi do¤ruya

ve yedi noktaya ƒ’yi uygulayal›m. Aynen bu flek-

le benzeyen bir durum elde ederiz. x ve y eksen-

ler ve (0, 0) noktas› yerlerinden k›m›ldamaz. Böy-

lece ƒ(a, 0) = (ϕ(a), 0) ve ƒ(b, 0) = (ϕ(b), 0)

noktalar›ndan hareket ederek ve ayn› yöntemle

(ϕ(a) + ϕ(b), 0) noktas›n› elde ederiz. Öte yandan

bu nokta ayn› zamanda ƒ(a + b, 0), yani (ϕ(a + b),

0) noktas›d›r da. Demek ki ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b).

Dokuzuncu Ad›m. Bu paragrafta, ϕ’nin çarp-

maya sayg› duydu¤unu, yani her x, y ∈ R için,

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. 

Afla¤›daki flekilden de görülece¤i üzere, (a, 0)

ve (b, 0) noktas› verilmiflse, (ab, 0) noktas›n› di-

key, yatay ve e¤imi 1 ve –1 olan do¤rular›n kesi-

flimlerinden ve bu kesiflimlerden geçen do¤rular-

la elde edebiliriz. fiimdi, (ab, 0) noktas›n› bulmak

için kulland›¤›m›z bu dokuz do¤ruya ve dokuz

noktaya ƒ’yi uygulayal›m. Aynen bu flekle benze-

yen bir durum elde ederiz. Üç do¤ru (x ve y ek-

senleri ve x = 1 do¤rusu) ve iki nokta ((0, 0) ve 

(1, 0) noktalar›) yerlerinden k›m›ldamaz. Böylece
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ƒ(b, 0) = (0, ϕ(b))

ƒ(l)(0, b)

(0, 1)

(1, 0) (b, 0) (ϕ(b), 0)

l

(0, ϕ(y))

(0, y)
(x, y)

(x, 0) (ϕ(x), 0)

ƒ(x, y) = (ϕ(x), ϕ(y))

(0, a+b)

(0, a)

(a, 0) (b, 0)

(a+b, 0)

y = x + a



ƒ(a, 0) = (ϕ(a), 0) ve ƒ(b, 0) = (ϕ(b), 0) noktalar›n-

dan hareket ederek ayn› yöntemle (ϕ(a)ϕ(b), 0)

noktas›n› elde ederiz. Öte yandan bu nokta ayn›

zamanda ƒ(ab, 0), yani (ϕ(ab), 0) noktas›d›r da.

Demek ki ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Onuncu Ad›m. Ad›m ad›m yolun sonuna gel-

dik. fiimdi önümüzde, her x, y ∈ R için,

ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) ve ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)

eflitliklerini sa¤layan bir fonksiyon var. Cahit Arf

Günleri II, ikinci gün, soru 5, sayfa 24’te böyle bir

ƒ’nin birim fonksiyon oldu¤unu görmüfltük. De-

mek ki dördüncü ad›mda buldu¤umuz dönüflüm

birim fonksiyonuymufl.

Özetleyin. Do¤rular› do¤rulara gönderen bi-

rebir bir ƒ : R → R fonksiyonuyla yola koyulduk.

Birinci ad›mda, bir t ötelemesi için, t ° ƒ dö-

nüflümünün do¤rular› do¤rular› götürdü¤ünü,

ayr›ca (0, 0) noktas›n›n yerini de¤ifltirmedi¤ini

gördük.

‹kinci ad›mda, bir ρ döndürüsü için, ρ ° t ° ƒ
dönüflümünün do¤rular› do¤rular› götürdü¤ünü,

(0, 0) noktas›n›n yerini de¤ifltirmedi¤ini, ayr›ca x

eksenini x eksenine götürdü¤ünü gördük.

Üçüncü ad›mda, belli bir a için,

r(x, y) = (a−1x, y)

kural›yla tan›mlanan bir r fonksiyonu için,

r ° ρ ° t ° ƒ
dönüflümünün do¤rular› do¤rular› götürdü¤ünü,

(0, 0) noktas›n›n yerini de¤ifltirmedi¤ini, x ekse-

nini x eksenine götürdü¤ünü ve ayr›ca (1,0) nok-

tas›n› (1, 0) noktas›na götürdü¤ünü gördük.

Dördüncü ad›mda, belli bir u, v ∈ R için ve

g(x, y) = (x − uy, vy) kural›yla tan›mlanan g fonk-

siyonu için, g ° r ° ρ ° t ° ƒ dönüflümünün do¤ru-

lar› do¤rular› götürdü¤ünü, (0, 0) noktas›n›n ye-

rini de¤ifltirmedi¤ini, x eksenini x eksenine

götürdü¤ünü, (1,0) noktas›n› (1, 0) noktas›na gö-

türdü¤ünü ve ayr›ca (0, 1) noktas›n› (0, 1) nok-

tas›na götürdü¤ünü gördük.

Beflinci ve sonraki ad›mlarda, yukardaki özel-

li¤e sahip bir fonksiyonun birim fonksiyon ol-

mas› gerekti¤ini gördük, yani g ° r ° ρ ° t ° ƒ = IdR.

Bundan da kolayl›kla flu sonuç ç›kar:

Teorem. ƒ : R2 → R2 do¤rular› do¤rulara

götüren birebir bir fonksiyon olsun. O zaman, öy-

le bir t ötelemesi, öyle bir ρ döndürüsü ve öyle bir

g(x, y) = (ax + by, cy) fonksiyonu vard›r ki, ƒ = t

° ρ ° g eflitli¤i sa¤lan›r3. ♥
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(0, ab)

x = 1 y = ax

(0, a)

(1, 0) (a, 0)
(b, 0)

(ab, 0)

3 Uzmana Not: Bu teoremin kan›t›ndan flunlar ç›kar: 1) K bir

cisim olsun. K2’nin do¤rular› do¤rulara götüren efllemeleri (K2Ù
GL2(K)) Ù Aut(K) grubuna izomorftur. 2) E¤er B2(R) üst-üçgen

matrislerse (yani standard Borel altgrubu), GL2(R) = SO2(R)B2(R).

(Ama bu iki altgrubun hiçbiri normal de¤il, ayr›ca ikisi de çözü-

lebilir.)

Toplamay› Çarpmaya Dönüfltüren

Fonksiyonlar

N’den N’ye giden ve her x, y ∈ N için

ƒ(x + y) = ƒ(x)ƒ(y)

eflitli¤ini sa¤layan ƒ fonksiyonlar›n› bulun. Böy-

le bir fonksiyonun eflleflme olamayaca¤›n› gös-

terin.

Çarpmay› Toplamaya Dönüfltüren

Fonksiyonlar

N’den N’ye giden ve Çarpmay› Toplamaya

Dönüfltüren Fonksiyonlar› bulun. Örten olan-

lar› var m›? Birebir olanlar› var m›?


