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P rOj e Kosesi

Aslihan Akin ve Ozgiir Paksoy’un Projeleri

Fibonacci Sayilan i

ecen sayimizda Mef Okullar’’ndan Ashi-
Ghan Akin’la Ozgiir Paksoy’un Fibonacci
sayilarinin ilging 6zelliklerini irdeleyen
projelerini sunmaya baglamigtik. Devam ediyoruz.
Once Fibonacci dizisinin tanimini animsatalim:
fo=0,f1=fr=1 fr2=Fu1 + fur
olarak tanimlanan diziye Fibonacci dizisi, dizinin
terimlerine de Fibonacci sayilart adi verilmistir. Di-
zi sOyle baglar:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...
Goruldugi tizere, tgtincuden itibaren her sa-
y1 kendinden 6nceki iki sayinin toplamina esittir.
Bu sayida asagidaki teoremi kanitlayacagiz:

Teorem. n > 2 ise, f,2 sayisinin f,, sayisini bol-
mesi icin gerek ve yeter kosul nf,’nin m’yi bolme-
sidir.

Kanit: Birka¢ 6nsava ihtiyacimiz olacak.

Onsav 0. f,’nin f,,yi bélmesi icin gerek ve ye-
ter kosul n’nin m’yi bélmesidir.
Kanit: Gegen sayimizda kanitlamigtik bunu.

Onsav 1. Eger n> 1 ise f,, ve f,., aralarinda
asaldar.

Kanit: Fibonacci dizisinin tanimindan tiime-
varimla kolaylikla kanitlanir. Ayrintilari okurla-
ra birakiyoruz.

Onsav 2. Her n ve k > 1 icin,
fn+k=f/efn+l +fk—lfn'

Kant: % tizerinden timevarimla kanitlayacagiz.

Eger k = 1 ise, bildigimiz fy=0ve f{=f,=1
esitliklerinden Onsav 2 gikar: f, f,.1 + fot fn =
flfn+1 +f0fn = fn+1 = fn+/<'

Eger k = 2ise, 1. fu1 + frmt1 fu=F2 fui1 + 1
fn = fn+l + fn = fn+2 = fn+k‘ Demek ki Onsav 2 ge-
ne dogru.
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Simdi 6nsavimizin k ve k + 1 i¢in dogru oldu-
gunu varsayip (timevarim varsayimlari), énsavi
k + 2 igin kamitlayalim: f,,1.5 = fipe1 + frsk =
(f/e+1fn+l + fkfn) + (f/efn+l + fk—lfn) = (fk+1 +
fk)fn+l + (fk + fle—l)fn = fk+2fn+1 + fle+1fn+1 (bi-

rinci ve son esitlik Fibonacci dizisinin tanimlarim-
dan, ikinci esitlik timevarim varsayimlarimiz-
dan.) Kanit bitmistir.

Onsav 3. Her n ve k >1 icin,

= kf ufwsi(mod f7) ve f1=/ 7 (mod £).
Kanit: k = 1 i¢in sorun yok (f0 = 1 esitligini

Frn

varsayiyoruz.) Iligkileri k igin varsayip k+1 igin ka-
nitlayalim. Birinci iligki i¢in, yukardaki 6nsavda
n yerine nk ve k yerine 7 alalim ve tiimevarim var-
sayimlarimiz kullanalim:

Fikstyn = Frkesn = Fuf ukst + Fructf =
= fuf 8+ Fukf uf 551 =
= Fuf b1+ Fost = Fak S f 551 =
= (k+1)f uf a1 = kfafii=
= (k+1)f,/s1(mod f7).

Birinci iligki boylece k tizerine timevarimla ka-
nitlanmig oldu. Sira ikinci iligkiye geldi. Gene k
Uzerine timevarim yapacagiz. Yukardaki 6nsav-
da 7 yerine kn ve k yerine n+1 alahm ve gene (el-
bette!) timevarim varsayimlarimiz kullanalim:

= frnenit = Fnirf kne1 + o kn=

= fn+1fn+l + fnkfnfn+1—
Fetmod £2).

n+1

S lestyns1 =

Boylece 6nsavimizin ikinci iligkisi de kanitlan-
muis oldu.

Simdi teoremimizi kanitlamak icin yeterince si-

laha sahibiz:



Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

(=) Diyelim f,2, f,,’yi boliyor, yani f,, =0
(mod f,2). Demek ki f,, f,,,’yi boliiyor. Onsav 0’a
gore n, m’yi boluyor, dolayisiyla belli bir & € N
icin m = nk esitligi gecerlidir. f,’nin k’yi boldugu-
ni kanitlamamiz gerekiyor.

Onsav 3’iin birinci esitliginden, f,,,; ve f,, sa-
yilart aralarinda asal olduklarindan (Onsav 1),
asagidaki esdegerlikler ¢ikar:

fknEO (mod fnz) <:>/€an0 (mOdfnz)
< k=0 (mod f,).
(<) nf,, sayisinin 72’yi boldiguni varsayalim. O
zaman, Onsav 0’a gore, Fug,, sayst f,,,” yi boler.
Ote yandan, Onsav 3’iin birinci esitliginde & = f,,
secersek,

Fuy =fufufhin'= Omod £7)

elde ederiz, yani f,2, f,; sayisin boler. Dolayi-
siyla f,2, f,,,’yi boler.
Boylece teoremimiz de kanitlanmig oldu. »

Arastirma sorusu:

f, sayisinin f,2 sayisinin bir kati olabilme-
si sorusunun projedeki ¢oztimii, benzer bir bas-
ka soruyu fisildiyor. f,, sayisinin £,k sayisina
boliinebilmesi igin 72, 7 ve k arasinda nasil bir
baginti olmasi gerekir? k = 1 durumu bir 6nce-
ki sayimizda, k = 2 durumu ise yukarida yani-
tin1 bulmustur. k£ > 2 durumu ayr1 bir arastir-
ma konusu olarak incelenebilir.

Soyagaci

Soyleyenlerin yalancisiyiz, karincalarin
mi, yoksa arilarin mi, yumurtadan treyen
bir hayvanin erkegi dollenmemis yumur-
tadan, digisi de dollenmis yumurtadan ¢i-
karmis. Bu isin nasil olabilecegini sormayin.
Bu bilgi dogru degilse bile dogru oldugunu
varsayalim.

Bu bilgi dogruysa, o hayvanin erkeginin

babasi olmaz sadece annesi olur. Disisinin-
se hem annesi hem de babasi olur.
Bir erkegin soyagacini bulalim.
(Asagidaki sekildeki en alttaki kara nokta.)
Erkegin sadece annesi var. (En alttaki
kara noktanin tistindeki ak nokta.)
Annenin bir annesi bir babasi var. (Alt-
tan tgunct siradaki kara ve ak noktalar.)
Annenin annesinin bir annesi bir ba-
basi var, ama annenin babasiin sadece an-
nesi var.

Tarihte geri ¢ika-
rak soyagacini bulabili-
riz. Erkekleri kara nok-
talarla simgeleyelim,
disileri ak noktalarla.
Bu soyagacinin her ka-
tinda kag¢ hayvan var-
dir? 1, 1, 2, 3 diye bas-
hiyor... » \_
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