
G
eçen say›m›zda Mef Okullar›’ndan Asl›-

han Ak›n’la Özgür Paksoy’un Fibonacci

say›lar›n›n ilginç özelliklerini irdeleyen

projelerini sunmaya bafllam›flt›k. Devam ediyoruz. 

Önce Fibonacci dizisinin tan›m›n› an›msatal›m:

ƒ0 = 0, ƒ1 = ƒ2 = 1, ƒn+2 = ƒn+1 + ƒn.

olarak tan›mlanan diziye Fibonacci dizisi, dizinin

terimlerine de Fibonacci say›lar› ad› verilmifltir. Di-

zi flöyle bafllar:

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...

Görüldü¤ü üzere, üçüncüden itibaren her sa-

y› kendinden önceki iki say›n›n toplam›na eflittir. 

Bu say›da afla¤›daki teoremi kan›tlayaca¤›z:

Teorem. n > 2 ise, ƒn
2 say›s›n›n ƒm say›s›n› böl-

mesi için gerek ve yeter koflul nƒn’nin m’yi bölme-

sidir.

Kan›t: Birkaç önsava ihtiyac›m›z olacak.

Önsav 0. ƒn’nin ƒm’yi bölmesi için gerek ve ye-

ter koflul n’nin m’yi bölmesidir.

Kan›t: Geçen say›m›zda kan›tlam›flt›k bunu.

Önsav 1. E¤er n ≥ 1 ise ƒn ve ƒn+1 aralar›nda

asald›r.

Kan›t: Fibonacci dizisinin tan›m›ndan tüme-

var›mla kolayl›kla kan›tlan›r. Ayr›nt›lar› okurla-

ra b›rak›yoruz.

Önsav 2. Her n ve k ≥ 1 için,

ƒn+k = ƒk ƒn+1 + ƒk−1 ƒn.

Kan›t: k üzerinden tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. 

E¤er k = 1 ise, bildi¤imiz ƒ0 = 0 ve ƒ1 = ƒ2 = 1

eflitliklerinden Önsav 2 ç›kar: ƒk ƒn+1 + ƒk−1 ƒn =

ƒ1 ƒn+1 + ƒ0 ƒn = ƒn+1 = ƒn+k.

E¤er k = 2 ise, ƒk ƒn+1 + ƒk−1 ƒn = ƒ2 ƒn+1 + ƒ1

ƒn = ƒn+1 + ƒn = ƒn+2 = ƒn+k. Demek ki Önsav 2 ge-

ne do¤ru.

fiimdi önsav›m›z›n k ve k + 1 için do¤ru oldu-

¤unu varsay›p (tümevar›m varsay›mlar›), önsav›

k + 2 için kan›tlayal›m: ƒn+k+2 = ƒn+k+1 + ƒn+k =

(ƒk+1 ƒn+1 + ƒk ƒn) + (ƒk ƒn+1 + ƒk−1 ƒn) = (ƒk+1 +

ƒk)ƒn+1 + (ƒk + ƒk−1)ƒn = ƒk+2ƒn+1 + ƒk+1ƒn+1 (bi-

rinci ve son eflitlik Fibonacci dizisinin tan›mlar›m-

dan, ikinci eflitlik tümevar›m varsay›mlar›m›z-

dan.)  Kan›t bitmifltir.

Önsav 3. Her n ve k ≥1 için, 

Kan›t: k = 1 için sorun yok (ƒ0 = 1 eflitli¤ini

varsay›yoruz.) ‹liflkileri k için varsay›p k+1 için ka-

n›tlayal›m. Birinci iliflki için, yukardaki önsavda

n yerine nk ve k yerine n alal›m ve tümevar›m var-

say›mlar›m›z kullanal›m:

Birinci iliflki böylece k üzerine tümevar›mla ka-

n›tlanm›fl oldu. S›ra ikinci iliflkiye geldi. Gene k

üzerine tümevar›m yapaca¤›z. Yukardaki önsav-

da n yerine kn ve k yerine n+1 alal›m ve gene (el-

bette!) tümevar›m varsay›mlar›m›z kullanal›m:

Böylece önsav›m›z›n ikinci iliflkisi de kan›tlan-

m›fl oldu.

fiimdi teoremimizi kan›tlamak için yeterince si-

laha sahibiz:
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(⇒) Diyelim ƒn
2, ƒm’yi bölüyor, yani ƒm ≡ 0

(mod ƒn
2). Demek ki ƒn, ƒm’yi bölüyor. Önsav 0’a

göre n, m’yi bölüyor, dolay›s›yla belli bir k ∈ N

için m = nk eflitli¤i geçerlidir. ƒn’nin k’yi böldü¤ü-

nü kan›tlamam›z gerekiyor. 

Önsav 3’ün birinci eflitli¤inden, ƒn+1 ve ƒn sa-

y›lar› aralar›nda asal olduklar›ndan (Önsav 1),

afla¤›daki eflde¤erlikler ç›kar:

ƒkn ≡ 0 (mod ƒn
2) ⇔ kƒn ≡ 0 (mod ƒn

2)

⇔ k ≡ 0 (mod ƒn).

(⇐) nƒn say›s›n›n m’yi böldü¤ünü varsayal›m. O

zaman, Önsav 0’a göre, ƒnƒm
say›s› ƒm’ yi böler.

Öte yandan, Önsav 3’ün birinci eflitli¤inde k = ƒn

seçersek,

elde ederiz, yani ƒn
2, ƒnƒn

say›s›n› böler. Dolay›-

s›yla ƒn
2, ƒm’yi böler.

Böylece teoremimiz de kan›tlanm›fl oldu. ♥

 
ƒ ƒ ƒ ƒ ƒƒ

ƒ
n n n n n

n

n≡ ≡+
−
1
1 20  (mod )

64

Matematik Dünyas›, 2003 Yaz

Araflt›rma sorusu: 
ƒm say›s›n›n ƒn

2 say›s›n›n bir kat› olabilme-

si sorusunun projedeki çözümü, benzer bir bafl-

ka soruyu f›s›ld›yor. ƒm say›s›n›n ƒn
k say›s›na

bölünebilmesi için m, n ve k aras›nda nas›l bir

ba¤›nt› olmas› gerekir? k = 1 durumu bir önce-

ki say›m›zda, k = 2 durumu ise yukar›da yan›-

t›n› bulmufltur. k > 2 durumu ayr› bir araflt›r-

ma konusu olarak incelenebilir.

Söyleyenlerin yalanc›s›y›z, kar›ncalar›n

m›, yoksa ar›lar›n m›, yumurtadan üreyen

bir hayvan›n erke¤i döllenmemifl yumur-

tadan, diflisi de döllenmifl yumurtadan ç›-

karm›fl. Bu iflin nas›l olabilece¤ini sormay›n.

Bu bilgi do¤ru de¤ilse bile do¤ru oldu¤unu

varsayal›m.

Bu bilgi do¤ruysa, o hayvan›n erke¤inin

babas› olmaz sadece annesi olur. Diflisinin-

se hem annesi hem de babas› olur.

Bir erke¤in soya¤ac›n› bulal›m.

(Afla¤›daki flekildeki en alttaki kara nokta.)

Erke¤in sadece annesi var. (En alttaki

kara noktan›n üstündeki ak nokta.)

Annenin bir annesi bir babas› var. (Alt-

tan üçüncü s›radaki kara ve ak noktalar.)

Annenin annesinin bir annesi bir ba-

bas› var, ama annenin babas›n›n sadece an-

nesi var.

Tarihte geri ç›ka-

rak soya¤ac›n› bulabili-

riz. Erkekleri kara nok-

talarla simgeleyelim,

diflileri ak noktalarla.

Bu soya¤ac›n›n her ka-

t›nda kaç hayvan var-

d›r? 1, 1, 2, 3 diye bafl-

l›yor... ♥

Soya¤ac›


