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O-1 Dizileri ve Fibonacci Sayilari

Sayar Bayar

aymak sanildigi kadar kolay olmadigi gibi,
Ssaymak sayesinde cok ilging ve derin esitlik-
ler de elde edilebilir. Genel yontem sudur:
Ayni kiimenin elemanlar iki degisik bi¢cimde sayi-
lirsa ve her iki sayma yontemi iki degisik formiil ve-
rirse, o zaman bu iki degisik formul birbirine esit
demektir, bu da ¢ogu zaman ilging bir esitlik verir.
Bu yontemle, son derece ilging birkag esitlik
gecen sayimizda Hayri Ardal’in Fonksiyonlar
Saymak adli yazisinda elde edilmisti.
Bugiin bu yontemle Fibonacci sayilari tizeri-
ne ilging bir esitlik bulacagiz.
Soru: 0 ve 1’lerden olusan ve i¢inde pespese iki
tane 0 olmayan » uzunlugunda kag dizi vardir?
Bu sayiya f(n) diyelim ve ilk alti 6rnege bakalim:

1’i diziden atarsak, geriye gene kosullarimizi sag-
layan # — 1 uzunlugunda bir dizi kalir, ki bunlar-
dan f(n—1) tane vardir.

Eger dizinin sonunda 10 varsa, bu 10’1 diziden
atarsak, geriye gene kosullarimizi saglayan n-2
uzunlugunda bir dizi kalir, ki bunlardan f(n-2) ta-
ne var.

Demek ki, f(n) = f(n — 1) + f(n — 2), yani
f(n)’ler Fibonacci sayilarinin genel esitligini sag-
liyorlar. Ayrica ilk iki terim, f(0) ve f(1), yani 1
ve 2, Fibonacci sayilari olduklarindan, f(#)’lerden
olusan dizi Fibonacci dizisidir.

Bir 6nceki yazinin yazilimiyla,

f(n)=fn+2‘
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bosdizi!

0,1

01, 10, 11

010, 011, 101, 110, 111

0101, 0110, 0111, 1010, 1011, 1101, 1110, 1111
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01010, 01011, 01101, 01110, 01111, 10101, 10110, 10111, 11010, 11011, 11101, 11110, 11111 13

[k alt1 f(n) sayis1 Fibonacci sayilarina esit: 1,
2,3,5,8,13... Bir rastlant1 m1 acaba?

Birinci Sayma. Kosullarimizi saglayan bu di-
zilerin sonunda ya 1 vardir ya da 10, bagka bir sey
olamaz.

Eger dizinin sonunda 1 varsa, bu en sondaki

uzunlugu 4 olan uzunlugu
dizilerin 3 olan dizilerin
0101, 0110, 0111, 110, 010,
1010, 1011, 1101 011,101, 111
sonunail ekle sonunailO ekle
01101
01010
01111
01110
10101
10110
11011
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Ikinci Sayma. Simdi ayni dizileri bagka tiirlii
sayacagiz.

Dizilerimizin su 6zelligi var: Dizideki her 0’dan
sonra bir 1 gelmeli. Yani aslinda dizilerimiz 01 ve
1’lerden olugan dizilerdir... Tam 6yle degil, asag yu-
kari... En sondaki olasi 0 mizik¢ilik yapiyor.

Eger dizi 0’la bitmiyorsa, i¢inde 00 barindir-
mayan diziler gercekten de 01 ve 1’lerden olusan
dizilerdir, ve bu tiirden her dizi 01 ve 1’lerle tek
bir bicimde yazilir.

Eger dizi 0’la bitiyorsa, o son 0’1 atarsak, o za-
man geriye 01 ve 1’lerden olusan bir dizi kalir.

Demek ki, f(n) = (01 ve 1’lerden olusan =
uzunlugundaki dizilerin sayisi) + (01 ve 1’lerden
olusan #—1 uzunlugundaki dizilerin sayis1) dir.

01 ve 1’lerden olusan 7 uzunlugundaki dizi-
leri sayalim. Diyelim a tane 01 var ve b tane 1 var.

1 Sifir uzunlugunda tek bir dizi vardir, bosdizi. Bosdizinin hig¢
terimi yoktur. Bog dizi kimileyin () olarak yazilir.
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Dolayisiyla 2a + b = n olmali. Bunu aklimizda tu-
talim. a tane 01 ve b tane 1’le # uzunlugunda kag
dizi yazabiliriz? Toplam a + b tane simge (ya 01
ya da 1) koyacagiz ve bunlardan 4 tanesi 01 ola-
cak (geri kalanlar 1 olacak). Demek ki,

)

tane bu tiirden dizi yazabiliriz, yani 01 ve 1’ler-
den olugan 7 uzunlugundaki dizilerin sayusi,

a+b
22a+b=n[ a J

dir. Bu formiilii daha giizel bir bi¢cimde yazalim:
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(En sagdaki terimde, eger 7 —a<aise, [n 4 aj =0
esitligini varsayiyoruz.)

Bunun gibi, 01 ve 1’lerden olusan 7 — 1 uzun-
lugundaki dizilerin sayisi

niln-1-a
Z:a=0 a
dir. Demek ki f(n) sayist ayni zamanda

0 L 15 il Lo

a a )

sayisina esit. Bu son ifadeyi ¢ok daha yalin bir bi-
¢imde yazabiliriz:
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(Agiklama: Ikinci esitlikte ilk toplamda b = a—1 al-

dik, tgunci esitlikte a = b aldik, dordunci esitlik-

te ne yaptigimiz belli, besinci esitlikte her yurttagin

bilmesi gereken bir esitligi kullandik, altinci esitlik-

te b = a+1 aldik, sekizinci esitlikte @ = n—b+1 aldik.)
Demek ki,
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Dolayisiyla,

fui2= Z:aer:nJrl [ZJ

ya da n >2 igin,

a
f” = Za+b=n—l(b]

Mging degil mi?

Bu esitlik elbette # tizerinden tiimevarimla
kanitlanabilir, ancak, tiimevarimla bir esitligi ka-
nitlamadan once kanitlanacak esitligin bilinmesi
gerekir... Yani timevarimla kanit, ancak yanit
bilindiginde mimkundiir. Biz burada, esitligin
kendisini ayn1 anda hem bulduk hem de kanitla-
dik! Bravo bize!

Soru: 0 ve 1’lerden olusan ve icinde pespese tic
tane 0 olmayan » uzunlugunda kag dizi vardir?
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r = cos(t) + cos(4t)




