
S
aymak san›ld›¤› kadar kolay olmad›¤› gibi,

saymak sayesinde çok ilginç ve derin eflitlik-

ler de elde edilebilir. Genel yöntem fludur:

Ayn› kümenin elemanlar› iki de¤iflik biçimde say›-

l›rsa ve her iki sayma yöntemi iki de¤iflik formül ve-

rirse, o zaman bu iki de¤iflik formül birbirine eflit

demektir, bu da ço¤u zaman ilginç bir eflitlik verir.

Bu yöntemle, son derece ilginç birkaç eflitlik

geçen say›m›zda Hayri Ardal’›n Fonksiyonlar›

Saymak adl› yaz›s›nda elde edilmiflti.

Bugün bu yöntemle Fibonacci say›lar› üzeri-

ne ilginç bir eflitlik bulaca¤›z.

Soru: 0 ve 1’lerden oluflan ve içinde peflpefle iki

tane 0 olmayan n uzunlu¤unda kaç dizi vard›r?

Bu say›ya f(n) diyelim ve ilk alt› örne¤e bakal›m:

‹lk alt› f(n) say›s› Fibonacci say›lar›na eflit: 1,

2, 3, 5, 8, 13... Bir rastlant› m› acaba?

Birinci Sayma. Koflullar›m›z› sa¤layan bu di-

zilerin sonunda ya 1 vard›r ya da 10, baflka bir fley

olamaz.

E¤er dizinin sonunda 1 varsa, bu en sondaki

1’i diziden atarsak, geriye gene koflullar›m›z› sa¤-

layan n − 1 uzunlu¤unda bir dizi kal›r, ki bunlar-

dan ƒ(n−1) tane vard›r.

E¤er dizinin sonunda 10 varsa, bu 10’› diziden

atarsak, geriye gene koflullar›m›z› sa¤layan n−2

uzunlu¤unda bir dizi kal›r, ki bunlardan ƒ(n−2) ta-

ne var.

Demek ki, ƒ(n) = ƒ(n − 1) + ƒ(n − 2), yani

ƒ(n)’ler Fibonacci say›lar›n›n genel eflitli¤ini sa¤-

l›yorlar. Ayr›ca ilk iki terim, ƒ(0) ve ƒ(1), yani 1

ve 2, Fibonacci say›lar› olduklar›ndan, ƒ(n)’lerden

oluflan dizi Fibonacci dizisidir.

Bir önceki yaz›n›n yaz›l›m›yla,

ƒ(n) = ƒn + 2.

‹kinci Sayma. fiimdi ayn› dizileri baflka türlü

sayaca¤›z.

Dizilerimizin flu özelli¤i var: Dizideki her 0’dan

sonra bir 1 gelmeli. Yani asl›nda dizilerimiz 01 ve

1’lerden oluflan dizilerdir... Tam öyle de¤il, afla¤› yu-

kar›... En sondaki olas› 0 m›z›kç›l›k yap›yor.

E¤er dizi 0’la bitmiyorsa, içinde 00 bar›nd›r-

mayan diziler gerçekten de 01 ve 1’lerden oluflan

dizilerdir, ve bu türden her dizi 01 ve 1’lerle tek

bir biçimde yaz›l›r. 

E¤er dizi 0’la bitiyorsa, o son 0’› atarsak, o za-

man geriye 01 ve 1’lerden oluflan bir dizi kal›r. 

Demek ki, ƒ(n) = (01 ve 1’lerden oluflan n

uzunlu¤undaki dizilerin say›s›) + (01 ve 1’lerden

oluflan n−1 uzunlu¤undaki dizilerin say›s›) d›r.

01 ve 1’lerden oluflan n uzunlu¤undaki dizi-

leri sayal›m. Diyelim a tane 01 var ve b tane 1 var.
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0-1 Dizileri ve Fibonacci Say›lar›
Sayar Bayar

n diziler f(n)

0 bofldizi1 1

1 0, 1 2

2 01, 10, 11 3

3 010, 011, 101, 110, 111 5

4 0101, 0110, 0111, 1010, 1011, 1101, 1110, 1111 8

5 01010, 01011, 01101, 01110, 01111, 10101, 10110, 10111, 11010, 11011, 11101, 11110, 11111 13

0101, 0110, 0111,
1010, 1011, 1101

01011
01101
01111
10101
10111
11011

110, 010,
011, 101, 111

11010
01010
01110
10110
11110

uzunlu¤u 4 olan
dizilerin

uzunlu¤u
3 olan dizilerin

sonuna 1 ekle sonuna 10 ekle

1 S›f›r uzunlu¤unda tek bir dizi vard›r, bofldizi. Bofldizinin hiç

terimi yoktur. Bofl dizi kimileyin 〈〉 olarak yaz›l›r.



Dolay›s›yla 2a + b = n olmal›. Bunu akl›m›zda tu-

tal›m. a tane 01 ve b tane 1’le n uzunlu¤unda kaç

dizi yazabiliriz? Toplam a + b tane simge (ya 01

ya da 1) koyaca¤›z ve bunlardan a tanesi 01 ola-

cak (geri kalanlar 1 olacak). Demek ki,

tane bu türden dizi yazabiliriz, yani 01 ve 1’ler-

den oluflan n uzunlu¤undaki dizilerin say›s›,

d›r. Bu formülü daha güzel bir biçimde yazal›m:

(En sa¤daki terimde, e¤er 

eflitli¤ini varsay›yoruz.)

Bunun gibi, 01 ve 1’lerden oluflan n − 1 uzun-

lu¤undaki dizilerin say›s› 

d›r. Demek ki ƒ(n) say›s› ayn› zamanda

say›s›na eflit. Bu son ifadeyi çok daha yal›n bir bi-

çimde yazabiliriz:

(Aç›klama: ‹kinci eflitlikte ilk toplamda b = a−1 al-

d›k, üçüncü eflitlikte a = b ald›k, dördüncü eflitlik-

te ne yapt›¤›m›z belli, beflinci eflitlikte her yurttafl›n

bilmesi gereken bir eflitli¤i kulland›k, alt›nc› eflitlik-

te b = a+1 ald›k, sekizinci eflitlikte a = n−b+1 ald›k.)

Demek ki,

Dolay›s›yla,

ya da n ≥2 için,

‹lginç de¤il mi?

Bu eflitlik elbette n üzerinden tümevar›mla

kan›tlanabilir, ancak, tümevar›mla bir eflitli¤i ka-

n›tlamadan önce kan›tlanacak eflitli¤in bilinmesi

gerekir... Yani tümevar›mla kan›t, ancak yan›t

bilindi¤inde mümkündür. Biz burada, eflitli¤in

kendisini ayn› anda hem bulduk hem de kan›tla-

d›k! Bravo bize!

Soru: 0 ve 1’lerden oluflan ve içinde peflpefle üç

tane 0 olmayan n uzunlu¤unda kaç dizi vard›r? ♥
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