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sagidaki sonsuz toplam sonlu bir sayr midir,
yoksa sonsuz mudur?
112+ 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 +

Sonsuz tane sayiyi1 topladigimizda sonug her
zaman sonsuz olmayabilir. Ornegin bu 6rnekte,
sonsuz toplam sonlu bir sayidir. Toplamin ne
oldugu biliniyor, birazdan soyleyecegim.

Sonsuz toplami bulmadan 6nce sonlu top-
lamlar1 bulalim.

1/12 =1

1/12 + 1/22 =1.25

1/12 + 1122+ 1/3 =1.361111...
1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 =1.423611...
1/12 + 1722 + 1/3%2 + 1/42 + 1/52 = 1.463611...
112+ 122+ 1/32 + ... + 1/62 =1.491389...
112+ 122+ 1/3%2+ ... + 1/72 =1.511797...
112+ 122+ 1/32 + ... + 1/82  =1.527422...
112+ 122+ 1/3%2+ ... + 1/92 =1.539768...

112+ 1722+ 1/32 + ... +1/10%2 =1.549768...
Toplamlar gittik¢e buytiyorlar. Dogru. Ama
bu, sonsuz toplamin sonsuz olacagi anlamina gel-
mez. Ornegin, 0.9, 0.99,0.999, 0.9999.... sayila-
r1 da durmadan buytirler, ama 1’1 hicbir zaman ge-

cemezlerl.

Bilgisayara sonlu toplamlari biraz daha hizh
hesaplatabiliriz:
112+ 1/22 + 1/32 + ... + 1/1002 = 1,634984...
112 + 1722 + 1/32 + ... + 1/2002 = 1,639947...
112 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/3002 = 1,641606...
112 + 1722 + 1/32 + ... + 1/10002 = 1,643935...
112 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/20002 = 1,644432...
112 + 1722 + 1/32 + ... + 1/30002 = 1,644595...
1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/40002 = 1,644714...
112 + 1722 + 1/32 + ... + 1/50002 = 1,644725...

Sonlu toplamlar hala daha durmadan buyu-
yorlar. Bundan daha dogal bir sey olamaz, ¢linkii
hep pozitif sayilar1 topluyoruz. Bu sayilarin 1,7’ye
sanki hi¢ varamayacaklar gibi bir izlenim elde et-
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1 Bu dizi sonsuzda 1 olur. Bir bagka deyisle, 9/10 + 9/102 +

9/103 + ... sonsuz toplami, yani 0,9999... sayis1 1’ esittir.
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tiniz mi? Ettiyseniz haklisiniz. Ciinkti bu sayilar
“sonsuzda” w2/6’ya, yani 1,644934067277794...
sayisina esit olurlar. Bir baska deyisle,

112 +1/22 + 1/32 + ... = n%/6
esitligi gecerlidir. Bunu, buyuk matematik¢i Eu-
ler kanitlamigtir.

Ne yazik ki yukardaki esitligin kanitini bur-
da veremeyecegiz, kanit oldukga ileri dizeyde
matematik gerektirir. (Ama bu sonsuz toplamin
sonlu bir say1 oldugunu kanitlamak ¢ok daha ko-
laydir. Lise diizeyini en fazla bir yil kadar asan bu
kanit1 da burada vermeyecegiz.)

Peki 1/13 + 1/23 + 1/33 + 1/43 +.
lami nasil bir sayidir? 1/n2 > 1/n3 oldugundan, bu

sonsuz top-

yeni toplam 72/6’dan daha kigtk bir sayidir. Bu
sayinin hangi say1 oldugu bilinmiyor. Nasil bir sa-
y1 oldugu da bilinmiyor, tek bilinen, bu sayinin ke-
sirli bir say1 olmadigi. Bu da, 1990’larin baginda
kanitlandu.

Ote yandan 1/14 + 1/24 + 1/3% + 1/4% +
suz toplaminin kag oldugu biliniyor. Genel olarak,
eger n cift bir sayiysa, 1/17 + 1/27 + 1/37 + 1/4" +....
sonsuz toplaminin ©2’yle kesirli bir sayinin ¢arpi-

.. SOn-

mi1 oldugu biliniyor, ama eger 7 > 5 tek bir sayiy-
sa, bu sonsuz toplam tizerine dise dokunur bir sey
bilindigini sanmiyorum.

Su sonsuz toplami ele alalim gimdi: 1/1 + 1/2
+1/3 +1/4 + 1/5 + 1/6 + ... Bu sonsuz toplam son-
lu bir say1 midir? Yoksa sonsuz mudur?

Yavas yavag toplayalim:

171+ 172 - 1,5
11 +122 +1/3 - 1,8333...
U1+ 12 +1/3 + 1/4 = 2,08333...

1/1 +1/2 +1/3 + 1/4 + 1/5 =2,28333...

/1 +12+1/3+...+1/6 =245

11 +122+1/3+...+1/7 =2,592857143...
11 +12+1/3+...+1/8 =2,717857143...
11 +12+1/3+...+1/9 =2,828968254...

11 +1/2+1/3 +... + 1/10 = 2,928968254...
Bu toplamlar sonsuzda ne olurlar? Sonlu bir sa-
yiya mu1 yakinsarlar, yoksa her say1 bir zaman son-
ra asilir mi (yani toplamlar sonsuza mi giderler)?
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Ornegin, bu toplamlar bir zaman sonra 100’
gecer mi? Gegerse ne zaman geger?

Bilgisayara hesaplatalim bu toplamlari. Eger

11 +12+...+1/n

sayisina S, diyecek olursak, buldugumuz sonug-
lar1 daha rahatlikla yazabiliriz. Asagidaki tablo-
da bu sayilar1 S,y’ye kadar bulacaksiniz.

Bu tablodan daha da ileri gidelim. 4’ 31inci
toplamda asariz:

S30 = 3,994987... S, =1,5
ve S; =1,833333..
831 =4,027246... S, =2,083333...
5 oldukga geg asiliyor: | ¢ _ 5 563334
83uncii toplamda: SZ = 2,45
Sgr = 4,990021... S, =2,592857...
ve SS = 2,717857---
Sg3 = 5,002069... Sy =2,828969...
6, 227inci toplamda | ¢ '_ 5 978968
asiliyor: S = 3,019877...
8126 = 5,999962... Si, =3,103211...
ve S13 = 3,180134...
5227 = 6,0043'6'7... Si4 = 3,251562...
7’yi agmak igin ok | ¢ 3318799,
beklemek gerekiyor. 7’yi S =3,380729
ancak 6161nc1 terimde asa- Sii _ 3’43 9553
biliyoruz: Sig = 3,495108...
Se15 = 6,999652.. Si9 = 3,54774 ...
ve SZO = 3,59774 .o
Se¢16 = 7,001276...

8’1 asip agsmayacagim
merak konusu... Onu da asanz:
S1673 = 7,99989...
ve
S1674 = 8,00048...
Ya 9? 9’u agabilir miyiz? Evet:

S4549 = 8,999995...
ve
S4550 = 9,000215...
10’u, 1171, 12’yi de asariz:

S12366 = 9,9999609...
S12367 = 10,00005...
S33616 = 10,99998...
S33618 = 11,...
S91328 = 12,00001...

Her sayiy1 bir zaman sonra asacak miy1z? Or-
negin 100’4 asacak miyiz? Evet asacagiz! 1,5
x1043’tincti toplamdan sonra...

Baklayi agzimdan ¢ikarayim: Yukardaki dizi
sonsuza gider. Yani her sayiy1 bir zaman sonra
asariz. Kanitlayalim.

Asagidaki tabloya bakin:

1/3 + 1/4 >1/4 +1/4 =1/2
1/5+1/6 +1/7 +1/8>1/8 +1/8 + 1/8 + 1/8= 1/2
1/9 + ...+ 1/16 >1/16+...+1/16  =1/2
1/17 + ... + 1/32 >1/32 + ...+ 1/32 =1/2.

Bu hesaplardan sonra,
/1 +1/2+1/3 +1/4 +...

toplaminin neden sonsuz oldugu anlagiliyor:

1+ 172+ (1/3 +1/4) + (1/5 + ..+ 1/8) + (1/9
+..+1/16)+ (117 + .. +1/32) + ... >1 +1/2 +
12+12+1/2+1/2 + ...

Sagdaki toplam sonsuz oldugundan, daha bi-
yiik olan soldaki toplam da sonsuzdur.

Her sayinin tersini toplayacagimiza, asal sa-
yilarin terslerini toplayalim:

12+13+ 1S+ 17+ 111+ 113 + 1/17+....

Asal say1 sayisi olduk¢a “az” oldugundan,
bu toplam sonlu bir say1 olabilir, ama degil, bu
toplam da sonsuz. Bu teorem de Euler’in.

Va
! Cgmna

n=4x(1/1-1/3+1/5-1/7 + 1/9 -1/11 + ...)

n2/8 = 1/12 + 1/32 + 1/52 + 1/7% + 1/9% + -

/4= | (-1)"6 2 1

T znzO((2n+l)82n+l v 572+ v 23921
T 1 1 1 1

= + + ¥
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