
A
fla¤›daki sonsuz toplam sonlu bir say› m›d›r,

yoksa sonsuz mudur?

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + ... 

Sonsuz tane say›y› toplad›¤›m›zda sonuç her

zaman sonsuz olmayabilir. Örne¤in bu örnekte,

sonsuz toplam sonlu bir say›d›r. Toplam›n ne

oldu¤u biliniyor, birazdan söyleyece¤im.

Sonsuz toplam› bulmadan önce sonlu top-

lamlar› bulal›m.

1/12 = 1

1/12 + 1/22 = 1.25

1/12 + 1/22 + 1/3 = 1.361111...

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 = 1.423611...

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 = 1.463611...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/62 = 1.491389...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/72 = 1.511797...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/82 = 1.527422...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/92 = 1.539768...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ...  + 1/102 = 1.549768...

Toplamlar gittikçe büyüyorlar. Do¤ru. Ama

bu, sonsuz toplam›n sonsuz olaca¤› anlam›na gel-

mez. Örne¤in, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999,... say›la-

r› da durmadan büyürler, ama 1’i hiçbir zaman ge-

çemezler1.

Bilgisayara sonlu toplamlar› biraz daha h›zl›

hesaplatabiliriz:

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/1002 = 1,634984...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/2002 = 1,639947...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/3002 = 1,641606...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/10002 = 1,643935...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/20002 = 1,644432...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/30002 = 1,644595...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/40002 = 1,644714...

1/12 + 1/22 + 1/32 + ... + 1/50002 = 1,644725...

Sonlu toplamlar hâlâ daha durmadan büyü-

yorlar. Bundan daha do¤al bir fley olamaz, çünkü

hep pozitif say›lar› topluyoruz. Bu say›lar›n 1,7’ye

sanki hiç varamayacaklar gibi bir izlenim elde et-

tiniz mi? Ettiyseniz hakl›s›n›z. Çünkü bu say›lar

“sonsuzda” π2/6’ya, yani 1,644934067277794...

say›s›na eflit olurlar. Bir baflka deyiflle,

1/12 + 1/22 + 1/32 + … = π2/6

eflitli¤i geçerlidir. Bunu, büyük matematikçi Eu-

ler kan›tlam›flt›r.

Ne yaz›k ki yukardaki eflitli¤in kan›t›n› bur-

da veremeyece¤iz, kan›t oldukça ileri düzeyde

matematik gerektirir. (Ama bu sonsuz toplam›n

sonlu bir say› oldu¤unu kan›tlamak çok daha ko-

layd›r. Lise düzeyini en fazla bir y›l kadar aflan bu

kan›t› da burada vermeyece¤iz.)

Peki 1/13 + 1/23 + 1/33 + 1/43 + … sonsuz top-

lam› nas›l bir say›d›r? 1/n2 ≥ 1/n3 oldu¤undan, bu

yeni toplam π2/6’dan daha küçük bir say›d›r. Bu

say›n›n hangi say› oldu¤u bilinmiyor. Nas›l bir sa-

y› oldu¤u da bilinmiyor, tek bilinen, bu say›n›n ke-

sirli bir say› olmad›¤›. Bu da, 1990’lar›n bafl›nda

kan›tland›.

Öte yandan 1/14 + 1/24 + 1/34 + 1/44 + … son-

suz toplam›n›n kaç oldu¤u biliniyor. Genel olarak,

e¤er n çift bir say›ysa, 1/1n + 1/2n + 1/3n + 1/4n +…

sonsuz toplam›n›n π2’yle kesirli bir say›n›n çarp›-

m› oldu¤u biliniyor, ama e¤er n ≥ 5 tek bir say›y-

sa, bu sonsuz toplam üzerine difle dokunur bir fley

bilindi¤ini sanm›yorum.

fiu sonsuz toplam› ele alal›m flimdi: 1/1 + 1/2

+ 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6 + … Bu sonsuz toplam son-

lu bir say› m›d›r? Yoksa sonsuz mudur?

Yavafl yavafl toplayal›m:

1/1 + 1/2 = 1,5

1/1 + 1/2 + 1/3 = 1,8333...

1/1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 = 2,08333...

1/1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 = 2,28333...

1/1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/6 = 2,45

1/1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/7 = 2,592857143...

1/1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/8 = 2,717857143...

1/1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/9 = 2,828968254...

1/1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/10 = 2,928968254...

Bu toplamlar sonsuzda ne olurlar? Sonlu bir sa-

y›ya m› yak›nsarlar, yoksa her say› bir zaman son-

ra afl›l›r m› (yani toplamlar sonsuza m› giderler)?
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1 Bu dizi sonsuzda 1 olur. Bir baflka deyiflle, 9/10 + 9/102 +

9/103 + ... sonsuz toplam›, yani 0,9999... say›s› 1’e eflittir.



π =  4 × (1/1 –1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 –1/11 + ...)

π2/8  =  1/12 + 1/32 + 1/52 + 1/72 + 1/92 + ...

π/4 =

Örne¤in, bu toplamlar bir zaman sonra 100’ü

geçer mi? Geçerse ne zaman geçer?

Bilgisayara hesaplatal›m bu toplamlar›. E¤er 

1/1 + 1/2 + ... + 1/n

say›s›na Sn diyecek olursak, buldu¤umuz sonuç-

lar› daha rahatl›kla yazabiliriz. Afla¤›daki tablo-

da bu say›lar› S20’ye kadar bulacaks›n›z.

Bu tablodan daha da ileri gidelim. 4’ü 31inci

toplamda aflar›z:

S30 = 3,994987...

ve

S31 = 4,027246...

5 oldukça geç afl›l›yor:

83üncü toplamda:

S82 = 4,990021...

ve

S83 = 5,002069...

6, 227inci toplamda

afl›l›yor:

S226 = 5,999962...

ve

S227 = 6,004367...

7’yi aflmak için çok

beklemek gerekiyor. 7’yi

ancak 616›nc› terimde afla-

biliyoruz:

S615 = 6,999652...

ve

S616 = 7,001276...

8’i afl›p aflmayaca¤›m

merak konusu... Onu da aflar›z:

S1673 = 7,99989...

ve

S1674 = 8,00048...

Ya 9? 9’u aflabilir miyiz? Evet:

S4549 = 8,999995...

ve

S4550 = 9,000215...

10’u, 11’i, 12’yi de aflar›z:

S12366 = 9,999969...

S12367 = 10,00005...

S33616 = 10,99998...

S33618 = 11,…

S91328 = 12,00001...

Her say›y› bir zaman sonra aflacak m›y›z? Ör-

ne¤in 100’ü aflacak m›y›z? Evet aflaca¤›z! 1,5

×1043’üncü toplamdan sonra...

Baklay› a¤z›mdan ç›karay›m: Yukardaki dizi

sonsuza gider. Yani her say›y› bir zaman sonra

aflar›z. Kan›tlayal›m.

Afla¤›daki tabloya bak›n:

1/3 + 1/4 > 1/4 + 1/4 = 1/2

1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8 > 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8= 1/2

1/9 + ... + 1/16 > 1/16 + ... + 1/16 = 1/2

1/17 + ... + 1/32 > 1/32 + ... + 1/32 = 1/2.

Bu hesaplardan sonra,

1/1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 +...

toplam›n›n neden sonsuz oldu¤u anlafl›l›yor:

1 + 1/2 + (1/3 + 1/4) + (1/5 + ...+ 1/8) + (1/9

+ ... + 1/16) + (1/17 + ... + 1/32) + ... > 1 + 1/2 +

1/2 + 1/2 + 1/2 + 1/2 + ...

Sa¤daki toplam sonsuz oldu¤undan, daha bü-

yük olan soldaki toplam da sonsuzdur.

Her say›n›n tersini toplayaca¤›m›za, asal sa-

y›lar›n terslerini toplayal›m:

1/2 + 1/3 + 1/5 + 1/7 + 1/11 + 1/13 + 1/17+….

Asal say› say›s› oldukça “az” oldu¤undan,

bu toplam sonlu bir say› olabilir, ama de¤il, bu

toplam da sonsuz. Bu teorem de Euler’in. ♥
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S2 = 1,5

S3 = 1,833333...

S4 = 2,083333...

S5 = 2,283334...

S6 = 2,45

S7 = 2,592857...

S8 = 2,717857...

S9 = 2,828969...

S10 = 2,928968...

S11 = 3,019877...

S12 = 3,103211...

S13 = 3,180134...

S14 = 3,251562...

S15 = 3,318229...

S16 = 3,380729...

S17 = 3,439553...

S18 = 3,495108...

S19 = 3,54774 ...

S20 = 3,59774 ...
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