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. ® *yalia matematik¢i G.
! l |H. Hardy’nin Bir
Matematikg¢inin Sa-

vunmasi adli derin kitabinin
tanitimini bu sayinin Yayin
Kosesi’'nde bulabilirsiniz.
Bu yazida Hardy ve iki
yakin ¢aligma arkadagi Litt-
lewood ve Ramanujan’la ilgi-

G.H. Hardy

li kisa da olsa bilgi vermenin
yerinde olacagi dustincesindeyim.

G. H. Hardy. Yirminci yiizyilin en 6nemli so-
yut matematikgilerinden biri olarak kabul edilen
Godfrey Harold Hardy, analitik sayilar kurami ko-
nusunda yaptig1 ¢cok 6nemli calismalariyla taninir.

Matematige tstiin yetenegi oldugu kiguk yas-
ta anlasilan Hardy, matematik 6grenimini Ingil-
tere’nin o zamanlarin en saygin okulu olarak ka-
bul Winchester’de
Winchester’daki son senesinde Hardy, Cambrid-

edilen tamamlar.
ge Universitesi'ne bagl meshur Trinity Koleji’nde
yuksekogrenimini surdiirmek tizere burs kazanir.

Universite egitiminin ilk yilinda Hardy hangi
bilim dalinda uzmanlasacagi konusunda — mate-
matigi sevmesine ve basarili olmasina karsin —
kararsizdir. Tam o siralarda, hocalarindan biri
olan A.E.H. Love

T e (elastisite kuraminda
Lan Ao adilGS
e caligmig bir uygulama-
Briat et It matematikgi) saye-
T Bl S . -
| gz gty | sinde, iinlii Fransiz ma-
e o ,
R ero- W . |tematik¢i Jordan’in
- I azdig “Cours
A e T e e e Y’ 12 . i
A e B d’Analyse” adli kitap-
B e pmi s i nn T e
oy T la tanisir. Bu eserden
i e e e e son derece etkilenen
[ T . .
il W men v et | Hardy, bir matematik-

Jordanin Cours ¢i olmaya karar verir.

d’Analyse’inden bir sayfa 1898’de, Tripos adi
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verilen mezuniyet sinavlarini, kendi deyimiyle
“buytk bir duskirikhigiyla” dordincii sirada ta-
mamlar.

19171’e kadar Trinity Koleji’'nde matematiksel
analiz tizerine, oOzellikle sonsuz serilerin yakin-
sakligi ve iraksakligi tizerine tekbasina ¢aligmalar
yapar. Bu esnada “A Course of Pure Mathema-
tics” (Cambridge University Press, 1908) adli ki-
tabini tamamlar. Guintimiizde bile yaygin olarak
kullanilan bu yapit, o zamanlarin Ingiliz {iniver-
sitelerindeki klasik ve kemiklesmis matematik
egitimini kokli bir sekilde degistirecektir.

1911, Hardy i¢in bir doniim noktasi olacak-
tir. Manchester Universitesi’nden John Littlewo-
od Trinity Koleji’ne geri donmistiir. Bu iki yete-
nekli matematikei arasindaki 35 yil siirecek ve son
derece verimli gececek matematiksel igbirliginin te-
melleri o yil atilacaktir.

J. Littlewood. 1lkoégreni-
minin bir bolimtinii mate-
matikgi babasinin gorevi ne-
deniyle Guney Afrika’nin
Cape Town sehrinde tamam-
layan Littlewood’un haylaz-
lig1 ana babasini tedirgin
eder. Sonuc olarak, daha di-

siplinli ve iyi bir egitim al-
mast icin kiiciik Littlewood’u

J. Littlewood

ailesi Londra’da bulunan St. Paul okuluna gonde-
rir.

O siralarda, St. Paul okulunda cebirsel ge-
ometri konusunda pek ¢cok onemli ¢aligmalar yap-
mis olan meghur F. Macaulay matematik 6gret-
meni olarak ¢aligmaktadir. Ginumiiz i¢in bile
reformist sayilabilecek pedagojik fikirlere sahip
olan Macauley, St. Paul lisesinde Littlewood’un
matematik hocasi olur. Littlewood ¢ok iyi bir te-
mel matematik egitimi alir.

1903’te burslu olarak Trinity Koleji’'nde tni-
versite egitimine baglayan Littlewood, Riemann
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Hipotezi tizerine arastirmalar yapar. 1907-1910
arasinda Manchester Universitesi’nde hocalik ya-
pan Littlewood, Hardy’yle uzun yillar verimli ¢a-
lismalar yapacagi eski okulu Trinity Koleji’ne
1911°de geri gelir.

Hardy ve Littlewood, beraberlikleri siiresince,
analitik sayilar kuraminda birinci sinif ve temel so-
nuglar elde edeceklerdir.

Ve Hindistan’dan mektup gelir! 1913’tin bas-
larinda Hardy Hindistan’dan esrarengiz bir mek-
tup alir...

Nasil 1911 Hardy’nin akademik yasaminda
bir dontim noktasi olduysa, ti¢ yil sonra, bu mek-
tubun geldigi gtin de Hardy’nin hayatindaki ikin-
ci dontim noktasi olacaktir.

Dahi Ramanujan. Mad-
ras (simdiki adiyla Chennai)
sehri liman igletmeleri mu-
hasebe bolumunde katip S.
Ramanujan tarafindan
Hardy’ye yazilmis olan bu
mektup, yaklasik 120 mate-

- ‘ i: j‘l | matik formiiliinden ibaretti.

= Bu formiillerin bir kismi
S. Ramanujan

Hardy ve Littlewood tarafin-
dan biliniyordu, veya formiilleri kanitlayabiliyor-
lardi. Fakat geri kalan formuller, Hardy ve Litt-
lewood’un en ¢ilgin dislerinde bile hayal
edemeyecekleri zorlukta ve giizellikteydi. Bu iki In-
giliz matematikginin esrarengiz mektuptan ¢ikan
formiiller kargisinda nasil sagkinlik ve hayret i¢in-
de kaldiklarini Hardy’nin kendi ctiimlelerinden
alinti yaparak anlayabiliriz. “... Daha énce boy-
le formiillerle hi¢c karsilasmanustim. Ik bakista,
bu formiillerin ancak en iistiin sunifa mensup bir
matematik¢i tarafindan yazildigm anlamistim.
Bu formiiller dogru olmalrydi, ciinkii hicbir akil
boyle formiiller icat edebilecek hayalgiiciine sabip
olamazd:...” Ornegin,

3 3 3
1_51 49 1x3 413 1x3x$5 _,_...:%
2 2x4 2x4x%x6 s
formulit Ramanujan’in mektubunda yer alan en
sade formullerden biridir, ve “Bati’da” Bauer for-

miili olarak Legendre serileri teorisinde bilin-
mektedir.
Ramanujan’in yeteneklerinden biri de belli

ozellikler tagiyan sayilari cok ¢cabuk bulabilmesi-
dir. Ramanujan’in bu 6zelligiyle ilgili, Hardy’nin
bagindan geg¢mis, bilinen olay, soyle cereyan etmis-
ti: Ramanujan saglik problemleri yiiziinden Ingil-
tere’de hastanededir. Hardy ziyaretine gelmistir.
Konugmak icin konu agmaya ¢alisan Hardy, bin-
digi taksinin plaka numarasinin 1729 oldugunu,
ve bu saymin oldukga siradan, higbir 6zelligi ol-
mayan bir say1 oldugunu soyler. Ramanujan’in ya-
nit1 ise soyle olur. Yanlis Hardy! 1729 ¢ok ilging
bir sayidir, ciinkii 1729, iki farkl sekilde, iki kii-
biin toplami biciminde yazilabilen en kiigiik sayi-
dir! Gergekten de biraz hesap yaparak 1729 sa-
yisinin 1729 = 13 +123 = 93 + 103 oldugunu
goriirtiz. Bunun tizerine, Hardy iki farkl sekilde,
iki kuartigin toplami bi¢iminde yazilabilen en kii-
¢itk sayinin ne oldugunu Ramanujan’a (biraz da
hainlik olsun diye!) sorar. Birka¢ dakika distin-
diikten sonra, Ramanujan, aklina hemen bir or-
nek gelmedigini, fakat bu kosullari saglayan ilk sa-
yinin ¢ok biiytk bir say1 olmasi gerektigini soyler.
Aslinda Hardy’nin sordugu sorunun cevabi Euler
tarafindan verilmisti: 635318657 = 1584 + 594 =
1344 + 1334,

Karakter olarak biribirlerinden cok farkl iic
matematikgiyle tamistik: Hardy, Littlewood ve
Ramanujan. Bunlarin bir tek ortak yanlari vardi,
o da sayilara olan tutkulari!

Asal Sayilar: Asal sayilar kiimesini P ile gos-
terelim. Tamsayilari ve ¢carpmayi iyi anlamak is-
tiyorsak, asal sayilari iyi anlamaliyiz.

En az Oklid’den beri bilindigi gibi sonsuz ta-
ne asal vardir.

Simdi, Euclid’in teoremini de iceren cok daha
guclu bir teorem kanitlayacagiz. Bu sonug, Euler
tarafindan kanitlanmustir.

Teorem. (Euler) Zp awsal VP 1raksak bir seri-
dir (yani toplam sonsuzdur.)

Bir basgka deyisle,

172,

1/2 + 1/3,

12 +1/3 + 1/5

12 +1/3 + 1/5 + 1/7

1/2 +1/3 + 1/5 +1/7 + 1/11
dizisinin sayilari, yeterince uzaga gidildiginde her
sayly1 geger.
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Kanit: 1 < N herhangi bir tamsay1 olsun. Bu
durumda:

N o k
S 1< [ St
-1
= HPSN(l ~1/p)
esitsizligi
saglanir (birinci esitsizligin dogrulugunu kanitla-
mak i¢in sagdaki ¢arpmayi yapin.) Diger taraftan,

log(HPSN(l - 1/19)‘1) = —ngNlog(l -1/p),

ve her p asal sayisi igin,
~log(l-1/p)=2" 1/mp"

esitliklerini kullanarak

1og(2ffz 11/11) < 10g(Hp§N(l Y p)—l)

IR ED I

elde ederiz. N sonsuza gittiginde, sol taraf sonsuz
oldugundan (bir 6nceki yaziya bakin), sag taraf da
sonsuz olmali. Ote yandan, gene bir énceki yazida
da belirtildigi gibi Z:=11/ n*sonlu bir say1, hat-

ta m2/6. Kanitimiz tamamlanmistir, demek ki
Zp < p /P sonsuz bir sayidur.

Euler’in elde ettigi bu sonug, sayilar kura-
minda pek cok gelismeye sebep olmustur. Ozel-
likle aritmetiksel bilgileri i¢inde saklayan Riemann
C-fonksiyonunun ortaya ¢ikigini bu teoreme bag-
layabiliriz.

Asal Sayilarin Dagilimi. Asal sayilarin dagihi-
mi son derece esrarengizdir. Bu konuda ilk ola-
rak Gauss sasirtict ongoriilerde bulunmustur.
Bu 6ngoriilerden bahsedebilmek icin, oncelikle
n: R > N sayag fonksiyonunu
n(x)=#p e P:p <x}
olarak tanimlayalim.
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Bu durumda, Hadamard ve de la Vallée Poussin,
Gauss’un sanit1 olan nt(x) ~ x/log x asimtotik for-
milint kanitlarlar.

Bu gelismeler arasinda en sasirtici olanlarin-
dan biri Brun tarafindan 1919°da elde edilmistir:

Teorem. (Brun) P, ={p e P:p +2 e P} ol-
sun. Bu durumda,

1 1

2per, (T p+2j

yakmnsak bir seridir (yani sonlu bir sayidir.)

Bu teoremin sonucu olarak, hemen aklimiza
su 6nemli soru gelir:

Ikiz Asallar Saniti. P, kiimesi sonlu mu yok-
sa sonsuz mudur? Asimtotik olarak dagilimi na-
sildir?

Bu sorunun yaniti bugiin de bilinmemektedir.

Hardy-Littlewood Saniti. Aslinda ikiz asal-
larla ilgili olan bu problem, asal sayilarla ilgili son
derece genel bir problemin ¢ok 6zel bir hali ola-
rak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu probleme Hardy-
Littlewood Sanmiti denmektedir. Bu sanit, belli
sartlari saglayan asal sayilardan olusmus kiime-
ler igin belli 6ngoriiler getirmektedir.
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