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Cahit Arf matematik Giinleri ad1 verilen bir
matematik yarigmasi diizenlemistir. Bu yil ikin-

cisinin gergeklestigi yarigma, gegen yil

oldugu gibi iki asamadan olusmustur. §
400 kadar 6grencinin katildigi bi- i

rinci asama 30 Nisan 2003’te saat 10°da |

baslayip ti¢ saat sirmistiir. Bu birinci ¥
asamada basarili olan otuz 6grenci ikin- ¥
ci asamaya katilmaya hak kazanmigtir. $

Ikinci agsama 21 Mayis 2003’te sabah
saat 9°dan aksam saat 5’e kadar siir-
mustur. Yarigma sonuglari ikinci sinav
notuna gore belirlenir.

Birinci asamada sorulan sorular ve sorularin
yanitlar1 agagidadir. Ikinci asamada sorulan soru-
lar kapak konumuzla ilgili oldugu i¢in, o sorula-

Istanbul Bilgi Universitesi lise 6grencileri icin

da bulacaksiniz.
Odiiller soyledir:

Birinciye: 1 milyar TL + kitap

i armagani.
. tap armagani.

selerine kupa.

gi.edu.tr/

si agagida.
1 | Nizameddin Ordulu Ozel Samanyolu Kegioren Fen Lisesi /Ankara
2 | Ali Adali Ozel Yamanlar Fen Lisesi /lzmir
3 | Selim Bahadir Ozel Yamanlar Fen Lisesi /[zmir
3 | Fatih Deniz Ozel Yamanlar Fen Lisesi /lzmir
5 | Kerim Yasin Oktay Ozel Samanyolu Kecioren Fen Lisesi /Ankara
6 | Mehmet Kaysi Ozel Yamanlar Fen Lisesi /Izmir
7 | Abdullah Murat Turan Ozel Fatih Fen Lisesi /Istanbul
8 | Halil ibrahim Giiveng Ozel Sehzade Mehmet Lisesi /Manisa
9 | Fatih Altag Ozel Samanyolu Kegiéren Fen Lisesi /Ankara
10 | Mehtap Canliding Ozel Fatih Fen Lisesi /Istanbul
Abdullah Akge Istanbul Atatiirk Fen Lisesi
Ahmet Asic Ozel Yamanlar Fen Lisesi /lzmir
Ahmet Hamdi Fazlioglu Ozel Ozyurt Ilkégretim Okulu /Izmir
Ali Keskin Ozel Samanyolu Keciéren Fen Lisesi /Ankara
Atafirat Pir Ozel Yamanlar Fen Lisesi /lzmir
Burak Saglam Ozel Yamanlar ilkogretim Okulu /lzmir
- | Emrah Karagoz Qzel Kasimoglu Fen Lisesi/Istanbul
£ | Erkay Uzun Ozel Yamanlar Fen Lisesi /Ilzmir
= | Eylill Dogruel Ozel Saint-Joseph Fransiz Lisesi
& | Furkan Erden Ozel Yamanlar Fen Lisesi /lzmir
=% | Haci §ahin Ozel Samanyolu Kegioren Fen Lisesi /Ankara
£ | Hale Nur Kazagesme Ozel Yamanlar Fen Lisesi /lzmir
& | Kayhan Tekin Ozel Yamanlar Fen Lisesi /Izmir
< | Mahmut Kaya Ozel Sevgi Cigegi Anafen Fen Lisesi /Istanbul
Mehmet Uzunkol Istanbul Atatiirk Fen Lisesi
Muhammet Nesim Yigit Ozel Samanyolu Kecioren Fen Lisesi /Ankara
Onur Hepgiirler Ozel MEF Lisesi /Istanbul
Osman Telli Ozel Kasimoglu Fen Lisesi/Istanbul
Rahime Seyma Can Ozel Yamanlar Fen Lisesi /Izmir
Saim Saygin Ozel Fatih Fen Lisesi /Istanbul

Cahit Arf Gunlerine katilan tiim 6grencileri kutlariz. »
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r1 ve yanitlari kapak konumuzun oldugu sayfalar-

Ikinciye: 750 milyon TL + kitap
Uciinciiye: 500 milyon TL + ki-
Ik 10 katilimctya madalya ve li-
Ikinci giine katilmaya hak kaza-
nanlara basarilarini belgeleyen bir
sertifika ve kitap armagani.

Daha ayrintili bilgi icin: http://arf.math.bil-

Derece alan 6grencilerin ve okullarinin liste-




Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Cahit Arf Matematik Giinleri Il - 2003

Birinci Gun
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1. Asagidaki 1zgaranin iistiinden giderek ve
hep doguya ya da kuzeye giderek (0, 0) noktasin-
dan (n, m) noktasima kag degisik bicimde gidebi-
lirsiniz¢ (n ve m ozel sayilar degil.)

(12,m1)

(0,0)

Yanut: Toplam 7 + 72 hareket yapmamiz lazim.
Bunlardan m tanesi kuzeye, geri kalan # tanesi do-
guya olmali. Demek ki 7 + m hareketten 7 tane
kuzey hareketi secmeliyiz. Dolayisiyla yanit

n+m)
=
dir.

2. Bir diizlemde A ve B noktalari verilmis. AB
dogrusu iizerine |AB| = |BP| esitligini saglayan P
noktasimi sadece pergel kullanarak insa edin.

(n+m)!

nlm!
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Yanit: B merkezli AB yarigapli C cemberini ¢i-
zelim. A merkezli AB yarigapli gemberi de ¢izelim.
Bu iki ¢emberin kesigimleri A{ ve A4 olsun. Sim-
di A ve Agz merkezli AB yaricapli cemberleri ci-
zelim. Bu ¢cemberlerin C cemberiyle kesisimlerine
sirayla A, ve As diyelim. A, ve A5 merkezli AB ya-
ricapli cemberleri ¢izelim. Bu ¢emberlerin kesisi-
mi — kolayca goriilecegi tizere — P noktasini verir.

3. Bir ABC ii¢geninin BC tabanimun uzunlu-
guve A ve C'den inen yiikseklikleri verilmis. Per-
gel ve cetvel kullanarak ABC iicgenini insa edin.

A

Yanit: (Sekilden takip edin.) A’dan ve C’den
inen yiiksekliklere sirastyla b 4 ve b diyelim. On-
ce BC’yi koyalim duizleme. A noktasini bulmak is-
tiyoruz. BC ¢apli ¢gemberi ve C merkezli b yari-
¢apli gemberi cizelim (sekilde gosterilmemis bu son
¢ember). Bu iki ¢emberin kesistigi iki noktadan
herhangi birine P diyelim. BP dogrusunu ¢ize-
lim. A noktasi bu dogru tizerinde olmalidir. Sim-
di BC tizerinde herhangi bir X noktasi alalim.
BC’ye dik b, uzunlugunda bir XY dogru parca-
st ¢tkalim. Y’den BC’ye bir paralel ¢cekelim. Bu pa-
ralelle BP dogrusunun kesisimi A noktasini verir.

4. {(x,y,2) € (0,1)3 : x <y < g} kiimesinin hac-
mini hesaplaym.
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Yamt: Toplam hacmi 1 olan (0, 1)3 kiibiini, x,
y ve Z’nin birbirinden buiyuk ya da kiguk olmala-
rina gore — aradaki hacmi sifir olan “duvar”lari say-
mazsak — asagidaki gibi alti parcaya ayirabiliriz:

{(x,9,2) € (0, 1) sz <y <x}
Bu alt1 bolgenin hacimleri elbette esittir. Do-
layisiyla aranan hacim 1/6’dur.

5. {(xq, X9, X3, X4, X5): X1, X2, X35 X4y X5 = 1,
2, 3,... Ve Xq + Xy + X3 + X4 + x5 = 2003} kiimesi-
nin kac elemani vardir?

Yanit: 2003 tane ¢ubugu yanyana dizelim.
Bunlar arasina dort bolme koyarak ¢ubuklari bes
pargaya ayiracagiz. Birinci par¢adaki ¢ubuk sayi-
s1 x1’l, ikinci parg¢adaki ¢cubuk sayisi x,’yi vs be-
lirleyecek. Toplam 2002 tane “cubuk arasi” var.
Bu 2002 ¢ubuk arasina dort bolme yerlegtirecegiz.
Dort bolmeyi

5

bicimde ayirabiliriz ve yanit bu sayidir.

~2002x2001x2000x1999
B 4x3x2

6. y = x2 paraboliiniin iistiinde dikiicgen ve-
ren ii¢c nokta alimryor. Hipoteniisiin uzunlugu-
nun 2°den biiyiik oldugunu kanitlayin. Hipotenii-
stin 2 olabilecegini gosterin.

Answer: A(a,a2), B(b,b2) ve C(c,c?) dikuigge-
nin ¢ noktasi olsun. Hipoteniisiin de BC oldu-
gunu varsayalim. AB ve AC dogrularinin egim-
leri sirasiyla:
b - o

b—
dir. Bu iki dogru, ancak m,p- m,c=—1 ise, yani
(b+a)(c+a) = -1 ise diktirler. Bundan da

a2+ b+cla+bc+1=0.
cikar. Bu, a degiskenli bir polinomdur ve gergel

2

c 2

Mmyp = =b+avemyp = =c+a

c—a

kokleri vardir. Demek ki diskriminanti negatif

olamaz:
0<A=(0b+c)2—4bc+1)=(b-c)?-4.
Demek ki BC hipotentsiiniin uzunlugu,

BCIZ=(b—¢)?2+(b2—c?)2>(b-c)?>4
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esitsizligini saglar ve bu da birinci 6nermeyi ka-
nitlar. Bu esitsizlik ancak (b —¢)2=4veb + c =
0 ise bir esitliktir ve bunun ¢ozumii de koseleri
A(0,0), B(—1,1), C(1,1) olan tggeni verir, ki bu da
hipotentisii tam 2 olan bir diktiggendir.

7. Grafiginin diizlemdeki tiim dogrular: kes-
tigi R’den R’ye giden bir fonksiyon var nudir?

Yanit: Evet y = x3 fonksiyonu. Bunu kanitla-
yalim. Herhangi bir dogru alalim. Eger dogru di-
key ise, yani denklemi x = a bicimindeyse, (a, a3)
kesisimdedir. Eger dogru dikey degilse, denklemi,
belli bir 7 ve b igin, y = mx + b biciminde yazi-
lir. Eger m = 0 ise (b'/3, b) noktasi kesisimdedir.
Eger m # 0 ise, y = mx + b denkleminden x’i ce-
kip, y = x3 denkleminden y’yi bulabiliriz:

)

noktasi kesisimdedir.

8. x3 =y2 + 3y + 2 denkleminin tamsayidarda-
ki tiim coziimlerini bulun.

Yanit: x3 = y2 + 3y + 2 = (y + 1)(y + 2). De-
mek ki x3 sayis1 y + 1 ve y + 2 gibi ardigik iki
saymin ¢arpimi. Ardisik sayilar birbirine asal ol-
dugundan, hem y + 1 hem de y + 2 birer kiiptiir-
ler. 1ki ardigik saymnin ne zaman birer kiip olabi-
lecegi tizerine dusiinelim.

y + 1’e ¢ diyelim. Demek ki oyle a ve b tam-
sayilar1 var ki, a3 = ¢ ve b3 = ¢ + 1 esitlikleri
gegerli.

Bu iki denklemin en az iki ¢6ziiminu bul-
mak kolay:

a:o,b:1,6:0V€d:—1,b:0,6:—1.

Bu iki denklemden b3 — a3 = 1 ¢ikar, yani (b
—a)(b?2 +ab+a?)=1.Bundanda b-a =02+
ab + a? = 1 ¢ikar. Bu sayiya ¢ diyelim. Demek
kib=a+evee=0b2+ab+a?2=(a+¢)+ala
+ &) +a? =342+ 3ac + €2, yani 3a2 + 3ac + €2 +
¢ = 0. Vieta formuliinden (¢ = £1 oldugundan ve
a bir tamsayi olmak zorunda oldugundan), ¢ =
-1, a =0, 1 ¢6ziimleri bulunur. Dolayisiyla ¢ =
a3=0yadal.

Birinci ¢6ziim: y + 1 =0vey=—-1,x=0.

Ikinci ¢oziim: y + 1 = 1 ve y = 0, ama x igin
tamsayilarda bir ¢6ziim bulamayiz.
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9. a ve n birer dogal sayi. a + a* + ... + a" sa-
yistmn son rakami 1’dir. a ve w’nin de son raka-
mumn 1 oldugunu kanitlaymn.

Yamt: Demek kia + a2 + ... + a*=1 (mod 10).
Dolayisiyla a tek say1 olmali. Ayrica @’nin 5’e
boliinemeyecegini anlamak kolay. Tek sayilarin
gucunt modiilo 10 yazalim (Son dort kolonu da-
ha sonra kullanacagiz):

a| a2|ad|a*|a’| a |a+a?|a+a+a’
1) 11111} 2 3
31 9171|133 2 9
71913177 6 9
91 119 (1]9]9| 0O 9

Gortildugt gibi g% = 1. Bundan da, her & ve r
icin a*k+" = g7 cikar. Dolayisiyla 7’yi 4k + r yazar-
sak (r=1,3),a+ a2+ ... +a" =1 denklemi, k(a
+at+ad+a*)+a+ .. +a =1 olarak yazilir.

Eger a = 1 degilse, tablodan da anlasilacag:
tzerea+a?2+ad+a*=0dirvea + ... + a” # 1’dir.
Budurumda k(a+ a2 +ad+at)+a+..+a =1
denkleminin ¢oziimiiniin olmadig acik.

Egera=1ise, 1=a+a? + ... + a" = n. Istedi-
gimiz kanitlanmistir.

10. Bir diizlemin noktalari, aralarindaki me-
safe 1 olan iki nokta ayri renklerde olacak bicim-
de ii¢ renge boyanabilir mi?

Yanit: Hayir, boyanamaz! Yanitin evet oldu-
gunu varsayalim bir an. Renklerimize a, b ve ¢ di-
yelim. a renkli herhangi bir P noktasi alalim (se-

kildeki dairelerin merkezi.) Bu nokta merkez ol-
mak tizere birim yaricapli ve \'3 yaricapli iki cem-
ber cizelim. 1 yarigapli merkezin her noktasi b ve
¢ renklerindedir (yoksa aralarindaki mesafe 1
olan ve a’ya boyanmus iki nokta buluruz.) V3 ya-

O(a)

ricapli cemberin her noktasinin a renkte oldugu-
nu iddia ediyorum. 3 yarigaphi cemberden her-
hangi bir O noktasi alalim. P ve Q noktalarini
iceren kenarlari 1 uzunlugunda ve ortak kenarl
iki egskenar ti¢gen cizebiliriz. Bu tiggenler PRS ve
ORS olsunlar. R ve S’den biri b renginde, digeri
c renginde (yoksa aralarindaki mesafe 1 olan ve
ayni renge boyanmis iki nokta buluruz.) Dolayi-
styla O noktasi a renginde olmalidir. Demek ki V3
yari¢capli gemberin her noktasinin rengi a. Simdi,
bu cember uistiinde aralarindaki mesafenin 1
oldugu iki nokta bulabiliriz. v
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