Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Problem. Bir robot, hem
sagina hem soluna dogru son-
suz uzanan bir duvarin

~ ontinde. Duvarda her metre-

de bir bir kapi var. Kapilarin
sadece biri acgik, digerleri kapali. Acik kapi ya
sagda ya solda, az ya da cok ileride, ama kesin-
likle kapilardan biri acik, ve agik kapmnin nerde ol-
dugunu bilmiyoruz. Robot ag¢ik kapiyr bulmali.
Robot kapinin agik oldugunu ancak kapinin tam
yanindayken anlayabiliyor. Robotu nasil prog-
ramlamaliyiz ki robot en az mesafe yuriiyerek
acik kapiyi bulsun? Robot saga ya da sola gide-
bilir. Her gittigi yerde ontindeki kapinin acik mi
kapali mi oldugunu anlayabilir.

Bir Yontem. Su yontemi irdeleyelim: Duvari
bir dogru olarak gorelim. Robotun bulundugu
noktaya 0 noktasi diyelim. Her metrede bir bir ka-
p1 var. Kapilari tamsayilarla numaralandiralim.
Soldaki kapilarin numaralar: eksi sayilar olsun,
sagdakilerin arti. Robot, 6nce 1 kapisina gitsin ve
o kapi agik mi diye baksin (robot 1 metre ytiri-
di). Kapaliysa, robot —1 kapisina gitsin ve o ka-
piya baksin (robot 2 metre daha yiiriidii). Kapi ge-
ne kapaliysa, bu sefer obur

istikamete gitsin, ta 2 kapisi- Yirinen
na kadar (robot 3 metre da- Melsafe Kalp 1
ha yurudii). Kapiyr acik bu- > 1
lursa ne ala. Bulamazsa -2 3 >
kapisina gitsin (robot 4 met- 4 )
re daha yurudi). Ve robot
R . 5 3
boylece devam etsin. Acik ka-
6 -3
piy1 bulana kadar robot en = 4
fazla ka¢ metre yiiruyecek? g 4
Diyelim ki agik kapinin

numarast —7 < 0. A¢ik kapinin numarasi pozitif
olsaydi, ufak bir fark olsa da, agik kapi daha ki-
sa surede bulunacakti. Fakat biz en uzun mesafey-
le ilgileniyoruz.

Robot, bu yontemle, 1 + 2 + 3 + ... + 21 met-
re yurudiikten sonra —z numarali acik kapiya
ulasacaktir, yani toplam

2n2n+1)

> =n2n+1)= 21 + 1 metre sonra.

Gecen Sayinin Yaniti:

Koseyi Donen Robot
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Yukardaki Stratejinin Degerlendirmesi. Pek iyi
bir sonu¢ sayilmaz. Eger —1000 numaral kapi
aciksa, ki bu kap1 robotun baslangi¢ noktasindan
sadece 1 kilometre uzakta, robotun acik kapiy1
bulmasi i¢in bu yontemle 2.001.000 metre yani
2000 kilometreden fazla yurtimesi gerekecek.

Acik kapi ne kadar uzak olursa, bu stratejimiz
o kadar kotii sonug verecektir. Cunkii yiirinen
uzaklik icin buldugumuz formiil, agik kapinin bag-
langi¢ noktasina olan uzakliginin karesi kadar bi-
yuyor. Ac¢ik kapinin numarast ikiye katlandiginda,
robotun yiirtimesi gereken mesafe dorde katlanacak.
Agik kapiyr bulmanin daha kisa bir yolu var mi?

Yeni Problem. Problemi daha acik sunalim.
Ornegimizde oldugu gibi, baslangic noktasiyla
acik kapi arasindaki uzakligin karesine bagiml
olan bir arama yontemi yerine, dogrusal bagimli
olacak bir arama yontemine “daha iyi bir yon-
tem” diyelim. Daha agik bir ifadeyle: Eger acik ka-
p1, robotun bulundugu yerden 7z metre uzaktay-
sa, Oyle bir strateji (algoritma) istiyoruz ki,

(1) robot acik kapiyr mutlaka bulsun, ve

(2) robotun bu stratejiyi izleyerek # mesafe
ilerdeki acik kapiy1r bulmak igin gidecegi f(7) me-
safesi, bir C sabiti i¢in,

f(n) < Cn
kogulunu saglasin.

C sabitinin 7’den bagimsiz
olmasi gerektigine dikkatinizi

cekeriz.

Bu “daha iyi” tammiyla da-
ha iyi bir yontem gelistirebilir
miyiz? Varsa C’nin degeri ne-
dir? C’yi ne kadar kiiciltebili-
riz? Gegen sayimizda bu soru-

yu sormustuk.
Bir Bagska Yontem. Su yon-
temi ele alalim: Robot, 6nce 20

l—
[ ]
Mevlanakap!

noktasima, sonra —21 noktasina,
sonra 22 noktasina, sonra —23
noktasina, sonra 24 noktasina,
sonra —25 noktasina, sonra 26
noktasina gitsin ve seyahatini
boylece stirdursiin. Bakalim bu
yontemle robot kapiyr bulana
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kadar ne kadarlik yol gidecek.

Once agik kapinin solda oldugunu varsayalim,
diyelim agik kap1 —# noktasinda (1 > 0). k tamsa-
yis, 22k=1 < 11 < 22k+1 esitsizliklerini saglayan bir
dogal say1 olsun. Robot acik kapiyr bulmak igin,

f(n) = (20420) + (21421) 4+ (22422) + (23423) +
oo+ (22k-1422k-1) 4 (22k422R) 4 g
kadar yuruyecektir. Demek ki,
fln) =220+ 21422 4 ... +22k) 4

=2(22k+1 1) + n < 2(4 x22k71 1) + n

<8 x22k71 4 51 < 9n.

Demek ki, bu yontemle, kapi soldaysa, f(#) <
9n esitsizligi saglaniyor.

Simdi acik kapinin sagda oldugunu varsaya-
lim, diyelim acik kapi 7 noktasinda (1 > 0). k tam-
sayisl, 22k-2 < n < 22k esitsizliklerini saglayan bir
dogal say1 olsun. Robot acik kapiyr bulmak igin,

f(n) = (20420) + (21421) 4+ (22422) + (23423) +
oo (22R-1422k-1) 4
kadar yuruyecektir. Demek ki,
fln) =220 + 21422 4 ... + 22k 1) 4 g
=222k~ 1) +n
=8 x22k2 4 11 < I
kapi sagdaysa da f(n) < 97 esitsizligi saglaniyor.

Bu yontem ¢ok daha iyi, ¢tinkii hep f(n) < 9n
esitsizligini sagliyor. Burada C = 9.

Daha lyi Bir Yontem Arayist. Robot, 27 me-
safelere gidecegine, 37 mesafelerine de gidebilirdi.
Robot, belli bir a > 1 igin a” mesafelere gitsin. Yu-
karda, a = 2 icin f(n) < 9n esitsizligini gordik. Bu
sefer, f(n) < g(a)n turtinden bir esitsizlik elde ede-
cegiz. Once g’yi bulup, daha sonra g(a)’y1 en kii-
ciik yapan a’y1 bulacagiz. Buyiik bir olasilikla
9’un altina inecegiz... Bakalim ne olacak.

Once acik kapinin solda oldugunu varsayalim,
diyelim agik kapi —# noktasinda (1 > 0). k tamsa-
yisi, a?k=1 < n < a2k+1 esitsizliklerini saglayan bir
dogal say1 olsun. Aynen yukarda yaptigimiz gibi
hesaplayalim:

f(n) = (a%+ a0) + (al+ al) + (a2+ a?) + (a3+ a3) +
oo+ (2R 14 g2k=1) 4 (g2ky g2R) 4
=2(@ +al+a2+...+a*k)+n
_, a2k+1 -1 2k+1
a-1
24%
a-1

+n<2

+n

2
(_Za + 1}1
a-1

2k-1 +n<

a
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Demek ki kapi soldaysa
2

2a + 1]11
1

a—

f(n)<[

esitsizligi saglaniyor.

Simdi acik kapinin sagda oldugunu varsayip
hesaplayalim. Hesaplar1 gostermiyoruz, aynen
yukardaki gibi... Gene

2
fln) < { 2a + 1}1
a-1
esitsizligini buluruz.
Simdi
24*
gla)=——+1
a-1

fonksiyonunun en kiiciik degerini veren a > 1 sa-
yisini bulalim.
Bunun igin,

fonksiyonunun aldig1 en kiiciik degeri bulmak
yeterli. Ttrevini alalim:
2

2a—a
b'(a) = :
@ (a—1)*

Tiirev ne yazik ki sadece 0 ve 2°de sifirlaniyor. a
> 1 oldugundan, sadece a = 2 oldugunda yerel mi-
nimum buluyoruz, bunun da minimum oldugunu
anlamak zor degil. Yani en iyi yontem gene a = 2.
Dabha iyi bir yontem bulamadik.

Soru Soruyu Dogurur. Ilging
problemler her zaman ilging prob-
lemler dogurur. Yukardaki sor-
dugumuz soruyu zorlastiralim.
Robotun bir duvar 6niinde oldu-
gunu degil de, tige ayrilan ve herbiri sonsuz uzun-
lukta olan bir yol ayriminda oldugunu varsayabi-
liriz. Yollarin bir tarafinda, diyelim saginda, her
metrede bir bir kap1 var... Robot kapiyr hangi
yontemle aramali?

Bu soruyu ¢ogaltabiliriz. Pe-
ki ya asagidaki gibi durmadan
ikiye ayrilan bir yola ne demeli?
Her metrede bir yol ikiye ayrili-
yor ve yol kavsaklarinin birinde bir hazine var.
Robot baslangic noktasinda ve hazineyi bulacak.
Hazineyi olabildigince ¢abuk bulabilmek i¢in, ro-
bot nasil bir arama yontemi izlemeli?



