Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Gecen Sayimizin Bazi Sorularinin Yanitlari

Yamitlamadigimz sorular asagidaki nedenler-
den birinden dolay: yanitlanmanustir:

1. Soru alistirma sorusudur ve yanmiti ya kolay-
dir ya da okurun yamitlamasi gerekir.

2. Yanit1 biz de bilmiyoruzdur.

3. Soru goziimiizden kacnustir.

4. Yerimiz yoktur.

5. Okurlar o giizelim soruya ilgi gostermemistir.

Korsanlar sorusu, sayfa 4.

Soru. Adlari 1, 2, 3, 4, 5 olan bes akilli korsan
100 altin bulmuglar. Bu 100 altini korsanlar su
yontemle paylasacaklar: En kiiciik numarali kor-
sandan baslayarak, ber korsan sirasi geldiginde bir
paylasim 6nerecek. Obiir korsanlar paylasum ka-
bul edip etmediklerine dair oy kullanacaklar. Eger
paylasim oycokluguyla kabul edilirse oyun bitecek.
Eger paylasim kabul edilmezse paylasimi oneren
korsan denize atilacak ve paylasim onerme sirast
bir sonraki korsana gececek. Birinci korsan nasil
bir paylasum onermelidir?

Yanit: Soruda %50-%50 oylama halinde 6ne-
rinin kabul edilip edilmeyecegi soylenmiyor. 1ki se-
cenek var. Ya %350-%50 oylama halinde oneriyi
yapan korsanin Onerisi kabul edilecektir ya da o
korsan denize atilacaktir.

Eger %50-%50 oylamada oneri kabul edili-
yorsa: Diyelim geriye sadece 4 ve 5 kaldi (1, 2, 3
denize atildi.) 4 ne Onerirse Onersin, 5 oneriyi ka-
bul etmez, 4’ denize atar ve boylece 100 altini ce-
bine indirir. Dolayisiyla 4, merhamete gelecegini
umarak, tim parayr 5’e vermesi gerekir. Ama —
neme lazim — o agamaya gelinmese 4 i¢in daha iyi
olur. Bu ylizden, 4, 3’in Onerecegi her turli pay-
lagimi kabul etmek zorundadir. 3 bunu bildigin-
den, onerme siras1 kendisine geldiginde 100 altini
kendi almak ister, obtr ikisine nanay verir. 5 bu-
nu kabul etmez elbet, ama olsun, 4 hayatta kala-
bilmek i¢in kabul etmek zorunda. Demek bu asa-
maya gelindiginde paylasim 0-0-100-0-0 oluyor. 2
bunu bildiginden, 4 ve 5’e birer altin 6nerir, geri
kalan 98 altini kendi almak ister. 3 bu paylagimi
kabul etmez elbet ama, 4 ve 5 hi¢ yoktan bir altin
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kazanacaklarini bildiklerinden kabul etmek zo-
rundalar. Bu durumda paylagim 0-98-0-1-1 olur.
1 bunu bildiginden, 3’ bir altin verir, ya 4’e ya da
5’e iki altin verir (ikisinden birine) ve geri kalan
97 altin1 cebine atmak ister. Bu durumda paylasim
97-0-1-0-2 ya da 97-0-1-2-0 olur. Demek ki 1 bu
paylasimi onerir ve bu paylagim — korsanlar akil-
liysa — kabul edilir.

Eger %50-%50 oylamada oneri kabul edilmi-
yorsa: Diyelim geriye sadece 4 ve 5 kald: (1, 2, 3
denize atildi). 4 ne onerirse Onersin, 5 Oneriyi ka-
bul etmez, 4’ denize atar ve boylece 100 altini ce-
bine indirir. Dolayisiyla 4, merhamete gelecegini
umarak, tiim paray1 5’e vermesi gerekir. Ama — ne-
me lazim — o0 asamaya gelinmese 4 icin daha iyi
olur. Bu yiizden, 4, 3’iin 6nerecegi her tirli payla-
sim1 kabul etmek zorundadir. Ama 5, 3 ne 6nerir-
se Onersin Onerisini kabul etmezse tiim altinlari ce-
bine indireceginden emindir. 3 bunu bildiginden,
onerme sirasi kendisine geldiginde 100 altinin hep-
sini birden 5’e verir, ondan merhamet umarak...
Ama 3, bu duruma gelmek istemez. 4 de istemez. 2
bunu bildiginden, 3 ve 4’tin tiim onerileri kabul
edecegini de bilir. Dolayisiyla tiim altinlar1 kendi
alir, obirlerine nanay verir. 5 bu oneriyi kabul et-
mese bile 3 ve 4 kabul ettiklerinden, bu paylasgim
kabul edilir. Demek bu asamaya gelindiginde pay-
lagim 0-100-0-0-0 oluyor. 1 bunu bildiginden, 3, 4
ve 5’e birer altin 6nerir, geri kalan 97 altini kendi
almak ister. 2 bu oneriyi kabul etmese de 3, 4 ve §
sifir altini bir altina yeglediklerinden 1’in bu 6neri-
sini kabul ederler. Demek ki 1 numarali korsan 97-
0-1-1-1 paylagimini 6nerir.

Not: Bu ¢6ziim korsanlarin bu kadarcik analiz
yapacak kadar akilli olduklarini varsayiyor. Bu ka-
darcik akli olan korsanlar benim bildigim 4’e 1 oy-
la kurallar1 boyle olan bir oyunu oynamazlar.

Okur Yamtlari: Z. Emir Ozer ve Caglar
Yalr’nin diiglintig bicimleri genel olarak dogru ama
kanimca bir ayrintiy1 atlayip yanlis sonuca varmig-
lar. Oylamanin teklifin kabul edilmesi i¢in mutlak
¢ogunlugun gerektigi varsayimiyla distinmiigler
once. Soyle diiginmusler:
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Sira 4’e gelince 4’iin omerisi 100 altini dogru-
dan 5’e vermek olacaktir. [Not: 5 gene de 47ii de-
nize atabilir, nasil olsa altinlar kendisinde kalacak]
Ciinkii, eger bir altimi bile kendine alirsa 5 kabul
etmeyecek ve 4’ii oldiirerek 100 altimi alacaktir. 4
Olmektense 100 altim 5’e verecektir.

Sira 3’e geldiginde, 3’iin iki olumlu oya ihtiya-
ctvardir. O zaman 3’iin en iyi onerisi 100 altini 5°e
vermektir. Ciinkii, 4 zaten her tiirlii 0 altin alacag:
icin kabul edecek, 5 de her tiirlii yiiz altimi alacag
icin olumlu oy kullanacaktir.

Sira 2’ye geldiginde: 2°nin ii¢c oydan ikisini al-
masit gerekmektedir. 2’nin en iyi onerisi 3’e 1 altin,
4’e 1 altin, 5’e 0 altin ve kendine 98 altin almak-
tir... Iste kanimca burada bir hata var. 3 ve 4 sifir
altin1 da kabul etmek zorundalar, ¢iinkt kabul et-
mezlerse sira 3’e gelecek ve 5 merhamete gelmeyip
3’ ve 4’ denize atma sansina sahip olacaktir.
Analizin gerisi dogru. Bu iki okurumuza birer ki-
tap armagan edecegiz.

Tolga Karayayla sadece mutlak ¢ogunluk du-
rumunda disinmiis ve aynen yukardaki hatayi
yapmus. Tolga Karayayla’ya gene de bir kitap ar-
magan ediyoruz.

Aydin Balekoglu’nun yaniti dogru, ancak Aydin
Balekoglu da sadece mutlak ¢cogunluk varsayiminda
diigiinmiis. Bir kitap da Aydin Balekoglu’na...

Fonksiyonlari Saymak, sayfa 11-12.
Sozu edilen yazida, 7 elemanli bir kimeden 7
elemanli bir kiimeye giden 6rten fonksiyon sayisinin

ZZ&-”’{Z] (m k)" (%)

oldugu bulunmustu. Bundan da, # < m oldugunda

orten fonksiyon olmadigindan, (*) formulinden,

n < m ise ZZO(—N[ZJ (m-k)" =0

esitligi bulunmustu. Oldukga ilging bir esitlik.
m
(Burada m < k ise [ ,J ’nin 0 oldugunu kabul edi-

yoruz.)
Eger 1 = m ise, her orten fonksiyon bir esleme
olmak zorunda oldugundan, (*) formiiliinden,

Zzzo(—l)k@ (n-k)" =n!

esitligi de bulunmustu. Bu da oldukga ilging bir
esitlik.
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Ayni yazida, eger n = m +1 ise (*) formulun-
den hangi ilgin¢ sonucun ¢ikacagini sorulmustu.
Yanithyoruz:

m + 1 0gesi olan bir A kiimesinden m ogesi
olan bir B kiimesine giden kag 6rten fonksiyon ol-
dugunu bir baska yontemle hesaplayalim. Orten
bir fonksiyon altinda, A’nin iki elemani B’nin ayni
elemanina gitmek zorundadir ve A’nin geri kalan
m — 1 elemani B’nin geri kalan 7 — 1 elemanina
bir esleme biciminde gider. Demek ki A’dan B’ye
giden orten fonksiyon sayist,

o

dir (A’dan iki eleman, B’den bir eleman sectik ve

mx(m+1)!

2

geri kalan 7 — 1 eleman arasinda bir egleme bul-
duk). Dolayisiyla,

ZZL&—D’{’ZJ (m— k)"t = m

esitligi gecerlidir.

(m+1)!
2

Sonsuzu Saymak, sayfa 15.
Bu sayidaki Dogan Bilge’nin “R2 ile R Arasin-
da Bir Egleme” yazisina bakiniz. (sayfa 101)

S, ya da nami diger Sym(n), sayfa 21-24.
Bu sayidaki Sayin Ozer Cézer’in S,’de Eglenik-
lik Suuflar: yazisina bakiniz. (sayfa 103)

Sym(N), sayfa 26.
Soru 1. {f € Sym(N) : f © (12) = (12)
mesini bulun.
Yanit: {f € Sym(N) : f o (12) = (12) o f}
= (f < Sym(N) : £ ((1,2)) = (1, 2 }).
Kanit: Bu kiimeye A adini verelim. Once A kii-

o f) ki

mesinin kolaylikla kanitlanan su 6zelliklerine dik-
katinizi ¢ekerim:

Pl.f,ge Aise fog e A.

P2. fe Aise f ! € A.

P3. (12) € A.

P4. f € A ancak ve ancak f © (12) € A ise.

Simdi f € A olsun, yani f © (12) = (12) © f esit-
ligi saglansin. Bu esitligin sagini ve solunu 1’e uygu-
layalim: (f © (12))(1) = ((12)  £)(1). Sol taraf f(2)’ye
esit. Sag taraf (12)(f(1))’e. Demek ki (12) eslesmesi
F(1)1 f(2)ye gotiiriiyor. f(1) # f(2) oldugundan ve
(12) eslemesi sadece 1’le 2’nin yerini degistirdigin-
den f(1) ya 1 olmali ya da 2. Ayni nedenden f(2) ya
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1 ya da 2 olmali. Demek ki f({1, 2}) = {1, 2 }.
Simdi tam tersini gosterelim: f({1, 2}) = {1, 2}

esitligini saglayan bir f € Sym(N) alalim. f < (12)

- 1)

(12) o f esitligini kanitlamak istiyoruz. Eger f(
=2 ise f(2) = 1’dir, 6te yandan f(1) = 1 ise, f(2)
2°dir. Birinci sikta f yerine f o (12)’yi alarak (ki
P4’e gore alabiliriz), f(1) = 1 ve f(2) = 2 esitlikleri-
nin saglandigini varsayabiliriz. Artk f o (12) =
(12) o f esitligini kanitlayabiliriz. Herhangi bir x
N icin (f © (12))(x) = ((12) o f)(x) esitligini kanit-
layacagiz. Eger x = 1 ise, (f © (12))(1) = f(2) =2 ve
((12) ° £)(1) = (12)(f(1)) = (12)(1) = 2 esitlikleri ge-
cerlidir, demek ki bu durumda (f © (12))(x) = ((12)
o f)(x). Eger x = 2 ise, aynen yukardaki gibi (f o
(12))(x) = ((12) © f)(x) elde ederiz. Eger x # 1, 2 ise,
o zaman f(x) # 1, 2 ve dolaysiyla (f © (12))(x) =
flx) = (12)(f(x)) = ((12) © f)(x). Demek ki x € N ne
olursa olsun (f © (12))(x) = ((12) © f)(x) esitligi ge-
cerli, yani f o (12) = (12) © f.

Soru 2. (1 2) elemanimin Sym(N)’den bir ele-
manmn karesi olamayacagm kanitlaymn.

Kanit: Okura birakiyoruz.

Soru 3. (1 2) elemanmun Sym(N)’de sonlu sa-
yida karenin carpimu oldugunu gosterin.

Yanit: (12) = [(12)(34)(56)...][(34)(56)(78)...]
= [(1324)(5768)...12[(3546)(798 10)...]2. Demek ki
(12) iki eslemenin karelerinin carpimiymus.

Soru 4. Yukardaki soruyu (...864201335
7 ...) eslemesi icin yamitlaym.

Yamit: (...864201357...)=[(01)(23)
(45)(67) ...][(12)(34)(56)(78) ...] = [(0213) (4657)
]2 [1324)(5768) ...]2.

Soru 5. Sym(N)’deki her eleman sonlu sayida
karenin carpimi midir?

Yanit: Galiba...

Soru 6. p bir asal say: olsun. Sym(N)’deki her
eleman sonlu sayida elemanin p-inci giiciiniin car-
pim olarak yazilabilir mi?

Yanit: Galiba...

Cekmece ya da Giivercin Yuvasi ilkesi,
sayfa 50.

Soru 1. n+1 tamsay: arasinda farklar: n’ye tam
olarak béoliinen en az iki say: vardir.

Yanit: Bir tamsay1 #’ye boliindigiinde kalan
say1 0, 1, 2, ..., n — 2 veya n — 1 olabilir. O halde
elimizdeki 7+1 tamsayinin en az ikisi #’ye bolun-
diugiinde ayni kalani birakir, dolayisiyla bu sayila-
rin farklar1 #’ye boluniir.
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Soru 2. Bir diizlem iizerindeki 25 noktanin
herbangi iicii arasmdaki minimum uzaklik 1’den
az olsun. Bu noktalarin en az 13’inii icine alan 1
yaricapli bir cemberin varliguu gosteriniz.

Yanit: Diizlem tzerindeki 25 noktadan herhangi
birine A adim verelim ve A merkezli 1 yarigaph ilk
¢emberimizi cizelim. Biitiin noktalar bu c¢emberin
icindeyse soru ¢ozulmustiir, degilse bu ¢emberin di-
sindaki bir noktaya B adini verelim ve B merkezli 1
yaricapl ikinci cemberimizi cizelim. Her nokta ya ilk
cemberin ya da ikinci ¢emberin iginde olacagindan,
¢emberlerin biri 25 noktanin en az 13’tini igerecektir.

Soru 3. n ve k pozitif iki tamsay: olsun. n’nin
k’ye boliindiigiinde ayni kalani veren en az iki kuv-
veti oldugunu gosteriniz.

Yanut: #1, 72, ..., nk, nk+1 sayilarin k’ya boldii-
gumuzde elde edecegimiz kalanlar 0, 1, ..., k-1 kii-
mesinde olacagindan en az iki kalan ayni olmak
zorundadir.

Soru 4. 7’nin 0001 ile biten bir kuvveti oldu-
gunu gosteriniz.

Yanit: 3’tincii sorudan yararlanarak, 7’nin
10000’e bolundiigiinde ayni kalani veren iki ayri
kuvveti vardir diyebiliriz. Bunlar 77 ve 7 olsun.
Diyelim 7 > m. Bu durumda, 10000, 77 — 77 =
7m(7n—m — 1) sayisin1 boler. Ama 10000 ve 77 ara-
larinda asal, demek ki 10000, 77— — 1 sayisini bo-
ler. O halde 77— 10000’e bolundugiinde 1 kala-
nini verir yani 0001 ile biter.

Soru 5. Yaricapr 1 olan bir cemberin icinde ali-
nan alti noktadan en az ikisi arasmdaki uzakligin
1°den kiiciik veya esit olacagm gosteriniz.

Yanit: Cemberi alt1 yarigap araciliiyla alt1 esit
sektore bolelim. Bu yaricaplardan biri verilen alti
noktadan biri olan P’den gegsin. Geriye kalan bes
noktanin ikisi aym sektore girerse ¢oziim biter.
Girmezse en az bir diger noktanin P’yi igeren yari-
capla ayrilmig iki sektorden birinde olmasi gerekir
ki bu durumda da soru ¢6ziilmiis olur.

Soru 6. Otuz giinde her giin en az bir hap ic-
mek kosuluyla 45 hap icen bir hastanmn, ictigi hap
sayisun toplam 14 oldugu ardisik bir giinler dizi-
si oldugunu gosterin.

Yanit: Hastanin ilk giinden 7’inci guniin sonu-
na kadar aldig1 hap sayisini g; ile gosterelim. De-
mek ki g; artan bir dizi. Simdi,

A =f{aq, ay, ..., azp}
ve
B={a; +14,a, + 14, ..., azg + 14}
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kumelerine bakalim. A’daki elemanlarin herhangi
ikisinin ayni olamayacagi agik. Dolayisiyla B’deki
elemanlarda ayni olamaz. Simdi A’nin ve B’nin ele-
manlarini yan yana yazalim:

a1, Ay, s a30, a1 + 14, a5 + 14, .., a3 + 14
Bu tamsayilarin en buyugu ancak 59 olabilir. Hal-
buki yukarida 60 say: var. Oyleyse en az ikisi esit
olmak zorundadir. Buradan 4; = a; + 14 kosulunun
en az bir i, j ¢ifti i¢in saglandig: ¢ikar.

Karenin Kare Sayisi, sayfa 52.
n x n tane noktadan olugsmus duz-

gun bir karede (kenarlari yatay ve di-

key) kag kare vardir? Ornegin, n = 3

ise (yandaki sekil iistiinde sayilabilece-
gi gibi) toplam 5 kare vardir, dordu kiciik, biri bu-
yuk.

+—>

Ny

Genel yanit oldukea kolay. i x i boyutlu bir ka-

Bu kenar icin
n—1i+ 1 tane
secenegimiz var

renin tabani icin 7 — i + 1 secimimiz var (tabanin
baslangic noktasini se¢gmek yeterli.) Yuksekligi icin
de. Demek ki (7 — i + 1)2 tane 7 x i boyutlu kare
var. Bu sayilari i = 1, 2, ..., 7 i¢in toplamaliyiz. Su
sayiy1 elde ederiz:

12422+ ..+ 12
Bu toplamin kapali bir formiilii vardir:

n2n+1)(n+1)
6

Tumevarimla kolaylikla kanitlanabilir bu formul.

2

12 +22 ...+

+
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Sayfa 55. Yaz1 Tura Sorusu

Bu sayidaki Sayin Mete Lick’in Yaz: Tura So-
rusu yazisina bakiniz. (sayfa 99)

Sayfa 61. Vay Canina!
Teorem.

1/3(2+ 1743 + 1/5(4 + 1/6 (5 + 1/7(6 + ...))))) = 1.
“Kanit”: Sol taraftaki “islem”i yaparsak,

2 3 4 N
==+ + + +...
3 3x4 3x4x5 3x4x5x6

esitligini kanitlamamiz gerektigini anlariz, yani

ZCD
n=3
esitligini. Baglayalim. Her x € R icin
w x
Z”:O n!

esitliginin bilindigini varsayiyoruz. Demek ki,

1

2n—1)

n!

=1

:ex

- xnfl
_ X
1+xzn:l_n! =e

yani, x # 0 ise,

Zoo x"_l_ex—l
n=l 0 x

Burada x yerine x2 koyarsak,

X
2

elde ederiz. Iki tarafin da tiirevini alirsak, her x # 0

2(n-1) x?

n!

igin,

) 2(n — 1) 211

n=2 n!

B 2xe* x% - (ex2 —1)2x

esitligini elde ederiz. Simdi x = 1 alalim:

2n-1)

n!

Zoo 2(7’[ - 1)

n=2 gy

=2 yani 2213 =1.



