Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Yazi Tura Sorusu

Mete Lick

Gecen sayimin 55inci sayfasinda bir yazi tura
sorusu sorulmustu:

Soru: Yaz: tura atryorsunuz. Yazi gelirse 1 pu-
an alryorsunuz, tura gelirse 2 puan. Ve puanlarimi-
21 topluyorsunuz. Toplanun bir zaman sonra n ol-
ma olasthig kactir? n sonsuza gittiginde, bu olasi-
liklar belli bir sayrya yakimsar nu? Yakmnsarsa kaca
yakwmsar? Bir baska deyisle, n cok cok biiyiik oldu-

gunda, toplanun bir zaman sonra n ol-
ma olasthgimi asag yukar: bulabilir

misinizs
Yanit. Bircok kisginin sezgilerine
giivenerek olasiliklarin limitinin 1
olacagini tahmin edecegini tahmin edi-
yoruz. Aynen bizim yaptigimiz gibi... Cunku top-
laya toplaya nasil olsa sonsuza varilacaktir... Do-
layisiyla toplamin sonsuza ulasma olasilig: 1’dir,
yani olasiliklarin limiti de 1 olmalidir... Yanhs!
Kalbimizden gegen “lim,,_, p(#) = p(e)” denkle-
minin ne matematiksel bir anlami vardir, ne de
anlam verilebilse bile bir kamiti. Yamit 1 degil

2/3’tir malesef.

p(n), toplamin # olma olasiligi olsun. Elbette
p(1) = 1/2 ve p(2) = 1/2 + 1/4 = 3/4 (toplamin 2 ol-
mast icin ya ilk atigta tura atmaliyiz ya da ilk iki
atis Ustlste yazi gelmeli.)

Toplam her zaman
iki ardigik sayidan biri
olmak zorundadir; orne-
gin, toplam, 5 ve 6’dan
(en azindan) birine esit
olur en fazla 6 atistan
sonra. Dolayisiyla top-
lam kesinlikle #-2 ya da
n—1 olacaktir. Eger top-
lam n — 2 olursa — ki
p(n-2) olasilikla toplam
n — 2 olur — 0 zaman 3/4
olasilikla 7n’ye ulasiriz
(bir yazi1 ya da pespese iki
tura atarak.) Eger toplam
n — 2 olmazsa, ki 1 -
p(n-2) olasilikla olmaz,

0 zaman toplam 7 — 1 olmak zorunda ve bu du-
rumda 1/2 olasilikla #’ye ulasiriz. Demek ki,
p(n)= p(n-2)x3/4 + (1 — p(n-2))x1/2
= p(n=2)/4 + 172, (*)

Bir an icin p(#)’lerin limiti oldugunu varsaya-
lim ve bu limite x diyelim. Yukardaki esitligin sa-
ginin ve solunun limitini alirsak,

x=x/4+1/2
buluruz, yani x = 2/3. Demek ki limit varsa bu li-
mit 2/3’e esit olmak zorunda. Simdi limitin oldugu-
nu kanitlayalim

Yukardaki (*) esitligi, tek 7’ler ve cift 7’ler icin,
p(n) olasiliklarinin degisik bigimde davranabilecek-
lerini fisildiyor. Nitekim, eger »’ler tekse p(#)’ler ar-
tiyor ve eger #’ler ciftse p(n)’ler azalyor, hatta,

p(1) <p3) <p(S) <...<23<...<p(4) <p(2)
Bunu kanitlayalim.

Sav 1. n tekse p(n) < 2/3 ve n ¢iftse p(n) = 2/3.

Kanit. Kolay. Timevarimla, (*) kullanarak.

Sav 2. (p(2n+1)),, dizisi artryor, (p(2n)),, dizisi
azalryor.

Kanit. Kolay. Tumevarimla, Sav 1°’i kullana-
rak.

Sav 3. (p(n)),, dizisinin limiti vardir ve bu limit
2/3tiir.

Kanit. Sav 2’den ve analizde bilinen bir te-
oremden dolayil,
(p(2n+1)),, ve (p(2n)), dizi-
lerinin limitleri vardir. (*)
esitliginden bu limitlerin her
ikisinin birden 2/3 oldugu
¢ikar. Demek ki (p(n)),, dizi-
sinin limiti vardir ve bu li-
mit 2/3’tiir.

Demek ki 7 ¢ok buyuk
oldugunda, toplamm # ol-
ma olasiligr 2/3’e ¢ok yakin
bir sayidir. v

1 Teorem. Artan ve yukardan smurh
bir gergel sayr dizisinin limiti vardsr.
Azalan ve alttan siurl bir gercel say:
dizisinin limiti vardsr.



