
Geçen say›n›n 55inci sayfas›nda bir yaz› tura

sorusu sorulmufltu:

Soru: Yaz› tura at›yorsunuz. Yaz› gelirse 1 pu-

an al›yorsunuz, tura gelirse 2 puan. Ve puanlar›n›-

z› topluyorsunuz. Toplam›n bir zaman sonra n ol-

ma olas›l›¤› kaçt›r? n sonsuza gitti¤inde, bu olas›-

l›klar belli bir say›ya yak›nsar m›? Yak›nsarsa kaça

yak›nsar? Bir baflka deyiflle, n çok çok büyük oldu-

¤unda, toplam›n bir zaman sonra n ol-

ma olas›l›¤›n› afla¤› yukar› bulabilir

misiniz? 

Yan›t. Birçok kiflinin sezgilerine

güvenerek olas›l›klar›n limitinin 1

olaca¤›n› tahmin edece¤ini tahmin edi-

yoruz. Aynen bizim yapt›¤›m›z gibi… Çünkü top-

laya toplaya nas›l olsa sonsuza var›lacakt›r... Do-

lay›s›yla toplam›n sonsuza ulaflma olas›l›¤› 1’dir,

yani olas›l›klar›n limiti de 1 olmal›d›r... Yanl›fl!

Kalbimizden geçen “limn→∞ p(n) = p(∞)” denkle-

minin ne matematiksel bir anlam› vard›r, ne de

anlam verilebilse bile bir kan›t›. Yan›t 1 de¤il

2/3’tür malesef.

p(n), toplam›n n olma olas›l›¤› olsun. Elbette

p(1) = 1/2 ve p(2) = 1/2 + 1/4 = 3/4 (toplam›n 2 ol-

mas› için ya ilk at›flta tura atmal›y›z ya da ilk iki

at›fl üstüste yaz› gelmeli.) 

Toplam her zaman

iki ard›fl›k say›dan biri

olmak zorundad›r; örne-

¤in, toplam, 5 ve 6’dan

(en az›ndan) birine eflit

olur en fazla 6 at›fltan

sonra. Dolay›s›yla top-

lam kesinlikle n−2 ya da

n−1 olacakt›r. E¤er top-

lam n − 2 olursa − ki

p(n−2) olas›l›kla toplam

n – 2 olur − o zaman 3/4

olas›l›kla n’ye ulafl›r›z

(bir yaz› ya da peflpefle iki

tura atarak.) E¤er toplam

n − 2 olmazsa, ki 1 −
p(n−2) olas›l›kla olmaz,

o zaman toplam n − 1 olmak zorunda ve bu du-

rumda 1/2 olas›l›kla n’ye ulafl›r›z. Demek ki,

p(n) = p(n−2)×3/4 + (1 − p(n−2))×1/2

= p(n−2)/4 + 1/2.   (*)

Bir an için p(n)’lerin limiti oldu¤unu varsaya-

l›m ve bu limite x diyelim. Yukardaki eflitli¤in sa-

¤›n›n ve solunun limitini al›rsak,

x = x/4 + 1/2

buluruz, yani x = 2/3. Demek ki limit varsa bu li-

mit 2/3’e eflit olmak zorunda. fiimdi limitin oldu¤u-

nu kan›tlayal›m

Yukardaki (*) eflitli¤i, tek n’ler ve çift n’ler için,

p(n) olas›l›klar›n›n de¤iflik biçimde davranabilecek-

lerini f›s›ld›yor. Nitekim, e¤er n’ler tekse p(n)’ler ar-

t›yor ve e¤er n’ler çiftse p(n)’ler azal›yor, hatta,

p(1) < p(3) < p(5) < ... < 2/3 < ... < p(4) < p(2)

Bunu kan›tlayal›m.

Sav 1. n tekse p(n) < 2/3 ve n çiftse p(n) ≥ 2/3.

Kan›t. Kolay. Tümevar›mla, (*) kullanarak.

Sav 2. (p(2n+1))n dizisi art›yor, (p(2n))n dizisi

azal›yor.

Kan›t. Kolay. Tümevar›mla, Sav 1’i kullana-

rak.

Sav 3. (p(n))n dizisinin limiti vard›r ve bu limit

2/3’tür.

Kan›t. Sav 2’den ve analizde bilinen bir te-

oremden dolay›1,

(p(2n+1))n ve (p(2n))n dizi-

lerinin limitleri vard›r. (*)

eflitli¤inden bu limitlerin her

ikisinin birden 2/3 oldu¤u

ç›kar. Demek ki (p(n))n dizi-

sinin limiti vard›r ve bu li-

mit 2/3’tür.

Demek ki n çok büyük

oldu¤unda, toplam›n n ol-

ma olas›l›¤› 2/3’e çok yak›n

bir say›d›r. ♥
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1 Teorem. Artan ve yukardan s›n›rl›

bir gerçel say› dizisinin limiti vard›r.

Azalan ve alttan s›n›rl› bir gerçel say›

dizisinin limiti vard›r.


