
Çizge kuram›n›n bili-

nen en eski sorusu “Kö-

nigsberg köprü problemi”dir. 

Yukarda, Königsberg’deki Pregel nehrinin ve

karalar aras›nda geçifli sa¤layan yedi köprünün

plan›n› görüyorsunuz. Bu yedi köprünün herbirin-

den sadece bir kez geçecek bir yolculuk mümkün

müdür?

Euler 1736’da bunun mümkün olmad›¤›n›

göstermifltir: Kara parçalar›n› (yani nehrin iki ya-

kas›n› ve iki adac›¤›) dört noktayla, yedi köprüyü

de bu noktalar aras›na koyaca¤›m›z kenarlarla

gösterirsek

çizgesini1 elde ederiz. Her köprüden tam bir kez

geçmek demek, yukardaki çizgenin her kenar›ndan

tam bir kez geçecek bir yolculuk bulmak demektir.

Bir önceki yaz›da da gördü¤ümüz üzere bu müm-

kün de¤ildir, çünkü derecesi2 tek olan nokta say›s›

0 ya da 2 de¤ildir.

Her kenardan tam bir kez geçen ve bafllad›¤›

noktaya geri dönen yolculuklara Euler turu denir.

Euler turu olan çizgelerin tekparça ve her noktas›-

n›n çift dereceli olmas› gerekti¤ini biliyoruz, bir

önceki yaz›da görmüfltük bunu. fiimdi bu iki koflu-

lun çizgede Euler turu olmas› için yeterli oldu¤unu

kan›tlayaca¤›z.

Teorem [Euler,

1736]. Her noktas›n›n

derecesinin çift oldu-

¤u sonlu ve tekparça

bir çizgede Euler turu

vard›r.

Önce bir önsav:

Önsav. Her nokta-

s›n›n derecesinin en az iki oldu¤u bir çizgede, bafl-

lad›¤› noktaya dönen ve hiçbir kenardan iki kez

geçmeyen bir yolculuk vard›r. 

Kan›t: Dikkat edilirse önsav›m›z yolculu¤un

her kenardan ya da her noktadan geçece¤ini söyle-

miyor.

A0 çizgenin herhangi bir noktas› olsun. A0

noktas›ndan bafllayan bir yolculu¤a ç›kaca¤›z. 

Önce A0’dan A0’a ba¤l› herhangi bir A1 nok-

tas›na gidelim. 

Yolculu¤umuza devam ediyoruz: A1, A0’a ba¤-

l›; ama derecesi en az iki oldu¤undan A1’e bir bafl-

ka yol daha de¤meli. Diyelim A1, A2 noktas›na

A0A1 yolundan de¤iflik bir yolla ba¤l›, diyelim

A1A2. fiimdi A0A1 diye bafllad›¤›m›z yolculu¤a

A1’den A2’ye giderek devam edelim. 

Yolculu¤umuza devam ediyoruz: A2, A1’e

ba¤l›, ama derecesi en az iki oldu¤undan A2’ye

bir baflka yol daha de¤meli, diyelim A2A3. fiimdi

A0A1A2 diye bafllad›¤›m›z yolculu¤umuza

A2’den A3’e giderek devam edelim. 

Yolculu¤umuza devam ediyoruz: A3, A2’ye

ba¤l›; ama derecesi en az iki oldu¤undan A3’e bir

baflka yol daha de¤meli, diyelim A3A4. Yolculu¤u-

muza  A3’ten A4’e giderek devam edelim.

Bu yolculu¤u böylece sürdürelim. 
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Kapak Konusu: Çizgeler

Euler Turu

1    Bu yaz›da iki nokta aras›nda birden fazla kenar›n oldu¤u

çizgeleri de kabul edece¤iz. Hatta çizgelerimizde, baflka bir nok-

tadan geçmeden, bir noktadan gene ayn› noktaya giden tekdön-

güler de, yani AA gibi kenarlar da olabilir. 

2   Bir önceki yaz›da tan›mland›¤› üzere, A noktas›n›n derecesi,

A noktas›na de¤en kenar say›s›d›r. E¤er AA bir kenarsa, bu ke-

nar A’n›n derecesine 2 katar. E¤er A ≠ B ise ve çizgede AB ke-

nar› varsa, bu kenar A’ya 1 derece katar.



A0A1A2A3A4... diye bir yolculuktay›z, ve her i

için AiAi+1 ≠ Ai+1Ai+2.

Çizge sonlu oldu¤undan, bir zaman sonra ayn›

noktaya ikinci kez rastlamal›y›z. Örne¤in A4 = A7

olabilir, hatta A8 = A9 olabilir. Daha önce geçti¤i-

miz bir noktaya ilk rastlad›¤›m›zda dural›m. Bu

(birbirine eflit olan) ilk noktay› ve aras›ndaki yolu

alal›m. Örne¤in ilk nokta eflitli¤i A4 ve A7’de rast-

lan›yorsa, A4A5A6A7 yolunu ele alal›m. Bu yol

bafllad›¤› noktaya (örne¤imizde A4) geri döner (ör-

ne¤imizde A7 = A4 noktas›na) ve iki kez ayn› ke-

nardan geçmez. ■■

Euler Teoremi’nin Kan›t›: Çizgemize G diye-

lim. Kan›t›m›z G’nin kenar say›s›na göre tüme-

var›mla olacak. Çizgemiz tekparça oldu¤undan,

derecesi 0 olan nokta yoktur. Dolay›s›yla her

noktan›n derecesi en az ikidir (ve çifttir). Bir ön-

ceki önsava göre çizgede ayn› kenardan iki kez

geçmeyen ve bafllad›¤› noktaya geri dönen bir

yolculuk vard›r. C böyle bir yolculuk olsun.

E¤er C, G’deki tüm kenarlar› içeriyorsa C bir

Euler turudur ve iflimiz bitmifltir. ‹çermiyorsa

G’den C’deki kenarlar› ç›kard›¤›m›zda, G’den

daha az kenara sahip, muhtemelen birkaç parça

ve yine her noktas›n›n derecesi çift olan bir H

çizgesi elde ederiz. 

Tümevar›m varsay›m›na göre, H çizgesinin her

parças›nda bir Euler turu vard›r. Ayr›ca H çizgesi-

nin her parças›n›n C ile ortak en az bir noktas› ol-

mal›d›r, yoksa G tekparça olamazd›. G’de arad›¤›-

m›z Euler turunu flöyle elde edelim: C’deki kenarla-

r› izleyelim ve H çizgesinin bir noktas›na gelince o

noktan›n bulundu¤u parçan›n Euler turunu izleyip

ayn› noktaya geri dönelim ve C’de ilerlemeye devam

edelim. C’deki bafllad›¤›m›z noktaya dönünce G’nin

Euler turunu tamamlam›fl oluruz. ■■
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1-7 Noktal› Euler Çizgeleri



Bir önceki sayfada her kenar›n›n derecesinin

çift oldu¤u n = 2, 3, 4, 5, 6, 7 noktal› tekparça ya-

l›n çizgeleri bulacaks›n›z.

Bunlara Euler çizgeleri denir.

Her kenardan bir kez geçerek ve el kald›rma-

dan tek hamlede çizilen çizgeleri saptayal›m flimdi.

Bir önceki yaz›da gördü¤ümüz üzere bu tür çizge-

ler tekparça olmal› ve derecesi tek olan 0 ya da 2

noktas› olmal›. fiimdi görece¤imiz üzere, bu koflul-

lar, çizgenin her kenar›ndan bir kez geçerek tek

hamlede çizilebilmesi için yeterlidir.

Teorem. Tek dereceli nokta say›s›n›n 0 ya da

2 oldu¤u tekparça çizgeler tek hamlede (el kald›r-

madan) her kenardan sadece bir kez geçilerek çi-

zilebilir. 

Kan›t: Çizgemize G diyelim. E¤er tek dereceli

nokta say›s› 0 ise, yani her noktan›n derecesi çift

ise, bu, Euler’in yukarda kan›tlad›¤›m›z teoremi.

fiimdi çizgede tek dereceli sadece iki nokta oldu¤u-

nu varsayal›m. Bu noktalara A ve B diyelim. A ve

B aras›na yeni bir kenar ekleyelim (aralar›nda ke-

nar varsa da ekleyelim, an›msarsan›z çizge tan›m›-

m›z bu yaz›da daha genifl, iki nokta aras›nda bir-

den çok kenar oldu¤u çizgeleri de kabul ediyoruz.)

Elde etti¤imiz çizgeye H ad›n› verelim. Elbette

H’nin her noktas›n›n derecesi çifttir. Ayr›ca H tek-

parçad›r, çünkü G’nin kendisi tekparça, bir kenar

eklemekle tekparçal›k bozulmaz, tam tersine çizge

daha da tekparça olur! Demek ki, yukarda kan›t-

lad›¤›m›z Euler’in teoremine göre H’nin bir Euler

turu vard›r. Bu Euler turuna istedi¤imiz kenardan

bafllayabilece¤imize dikkatinizi çekeriz. Tura,

G’ye ekledi¤imiz AB kenar›yla bafllayal›m. Tur

AB diye bafllay›p gene A’da bitiyor. Bu Euler tu-

rundan en bafltaki AB kenar›n› atarsak, G’de her

kenardan sadece bir kez geçen (B’de bafllay›p A’da

biten) bir yolculuk bulmufl oluruz. Bu teoremimiz

de kan›tlanm›flt›r.♦
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Bir döngü, bafllad›¤› noktaya geri dönen ve

ayn› noktadan iki kez geçmeyen bir yolculuktur.

Teorem. Bir çizgenin kenarlar›n›n, ortak ke-

nar› olmayan döngülerin kenarlar›n›n bileflimi ol-

mas› için yeter ve gerek koflul, her noktan›n dere-

cesinin çift olmas›d›r.

Kan›t: Döngülerin noktalar›n›n derecesi 2 ol-

du¤undan, koflul gereklidir. fiimdi koflulun yeter-

li oldu¤unu kan›tlayal›m. Önce her noktas›n›n

derecesi çift olan bir çizgede bir döngü bulal›m.

Ayn› noktadan iki kez geçmeyen en uzun yo-

lu alal›m. Bu yol A0A1...Ak olsun (Ai’ler yolun

noktalar›, geçildikleri s›rayla dizilmifller, hiçbiri

bir di¤erine eflit de¤il.) A0’›n derecesi çift oldu-

¤undan A0’a ba¤l› A1’den baflka bir nokta daha

olmal›. Bu noktaya B diyelim. fiimdi BA0A1...Ak

yoluna bakal›m. Bu yol, ayn› noktadan geçmeyen

en uzun yoldan daha uzun, dolay›s›yla ayn› nok-

tadan iki kez geçmeli ve ikinci kez geçilen nokta

elbette B noktas› olmal›. Diyelim B = Ai, i > 1.

fiimdi BA0A1...Ai bir döngüdür.

Çizgede bir döngü bulduk. Bu döngünün ke-

narlar›n› çizgeden ç›kar›rsak daha az kenarl› ve

her noktas›n›n derecesi gene çift olan bir çizge bu-

luruz. Yukarda yapt›¤›m›z› bu çizgeyle yapal›m.

‹kinci bir döngü buluruz. Bu döngüyü de ç›kara-

l›m çizgeden, ve böylece kenar kalmayana dek de-

vam edelim. Çizgemizin kenarlar›, bu teker teker

att›¤›m›z döngülerin kenarlar›n›n bileflimidir.♦
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Ayr›k Döngülerin Bileflimi Olan Çizgeler


