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Kapak Konusu: Cizgeler

Euler Turu

4 ; f::ﬂ Cizge kuraminin bili-

nigsberg koprii problemi”dir.
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Yukarda, Konigsberg’deki Pregel nehrinin ve

nen en eski sorusu “Ko-

karalar arasinda gegisi saglayan yedi kopriniin
planini goriiyorsunuz. Bu yedi kopriiniin herbirin-
den sadece bir kez gegecek bir yolculuk mumkiin
midir?

Euler 1736’da bunun mimkin olmadigim
gostermigtir: Kara parcalarim (yani nehrin iki ya-
kasini ve iki adacigl) dort noktayla, yedi kopriyn
de bu noktalar arasina koyacagimiz kenarlarla
gosterirsek

cizgesinil elde ederiz. Her kopriiden tam bir kez
gecmek demek, yukardaki ¢izgenin her kenarindan
tam bir kez gegecek bir yolculuk bulmak demektir.
Bir 6nceki yazida da gordiigimiiz tizere bu miim-
kiin degildir, ciinkii derecesi? tek olan nokta sayisi
0 ya da 2 degildir.

Her kenardan tam bir kez gegen ve basladig
noktaya geri donen yolculuklara Euler turu denir.
Euler turu olan c¢izgelerin tekparca ve her noktasi-
nin ¢ift dereceli olmasi gerektigini biliyoruz, bir

1 Bu yazida iki nokta arasinda birden fazla kenarin oldugu
cizgeleri de kabul edecegiz. Hatta cizgelerimizde, bagka bir nok-
tadan ge¢gmeden, bir noktadan gene ayni noktaya giden tekdon-
giiler de, yani AA gibi kenarlar da olabilir.

2 Bir onceki yazida tanimlandi@i tizere, A noktasinin derecesi,
A noktasina degen kenar sayisidir. Eger AA bir kenarsa, bu ke-
nar A’nin derecesine 2 katar. Eger A # B ise ve ¢izgede AB ke-
nar1 varsa, bu kenar A’ya 1 derece katar.
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onceki yazida gormiistiik bunu. Simdi bu iki kosu-
lun cizgede Euler turu olmasi igin yeterli oldugunu
kanitlayacagz.

Teorem [Euler,
1736]. Her noktasinin
derecesinin ¢ift oldu-
gu sonlu ve tekparca
bir ¢izgede Euler turu
vardur.

Once bir 6nsav:

Onsav. Her nokta-
somn derecesinin en az iki oldugu bir cizgede, bas-
ladigi noktaya donen ve bicbir kenardan iki kez
gegmeyen bir yolculuk vardir.

Kanit: Dikkat edilirse 6nsavimiz yolculugun
her kenardan ya da her noktadan gececegini soyle-
miyor.

A cizgenin herhangi bir noktas: olsun. A
noktasindan baslayan bir yolculuga ¢ikacagiz.

Once Ap’dan Ay’a bagli herhangi bir A; nok-
tasina gidelim.

Yolculugumuza devam ediyoruz: A, Ay’a bag-
li; ama derecesi en az iki oldugundan A{’e bir bag-
ka yol daha degmeli. Diyelim A, A, noktasina
ApA yolundan degisik bir yolla bagl, diyelim
AA,. Simdi ApA, diye basladigimiz yolculuga
Aq’den Ay’ye giderek devam edelim.

Yolculugumuza devam ediyoruz: A,, Aj’e
bagli, ama derecesi en az iki oldugundan A,’ye
bir baska yol daha degmeli, diyelim A;A3. Simdi
ApAiA,
Ay’den Aj’e giderek devam edelim.

diye basladigimiz  yolculugumuza

Yolculugumuza devam ediyoruz: A;, Ay’ye
bagli; ama derecesi en az iki oldugundan Aj’e bir
bagka yol daha degmeli, diyelim A3A4. Yolculugu-
muza Ajz’ten Ay’e giderek devam edelim.

Bu yolculugu boylece surdirelim.
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ApA1AyA3A,... diye bir yolculuktayiz, ve her i
igin A;Ajq # A4

Cizge sonlu oldugundan, bir zaman sonra aym
noktaya ikinci kez rastlamaliyiz. Ornegin A4 = A~
olabilir, hatta Ag = Ag olabilir. Daha 6nce gectigi-
miz bir noktaya ilk rastladigimizda duralim. Bu
(birbirine esit olan) ilk noktay: ve arasindaki yolu
alalim. Ornegin ilk nokta esitligi A4 ve A-’de rast-
laniyorsa, A4A5AgA~ yolunu ele alahm. Bu yol
bagladigi noktaya (6rnegimizde A4) geri doner (6r-
negimizde A, = A4 noktasma) ve iki kez ayni ke-
nardan ge¢mez. O

Euler Teoremi’nin Kaniti: Cizgemize G diye-
lim. Kanitimiz G’nin kenar sayisina gore tiime-
varimla olacak. Cizgemiz tekpar¢a oldugundan,
derecesi 0 olan nokta yoktur. Dolayisiyla her
noktanin derecesi en az ikidir (ve ifttir). Bir 6n-
ceki Onsava gore ¢izgede ayni kenardan iki kez
gecmeyen ve basladigi noktaya geri donen bir
yolculuk vardir. C boyle bir yolculuk olsun.
Eger C, G’deki tim kenarlar1 igeriyorsa C bir
Euler turudur ve isimiz bitmistir. Icermiyorsa
G’den C’deki kenarlar1 ¢ikardigimizda, G’den
daha az kenara sahip, muhtemelen birka¢ parga
ve yine her noktasinin derecesi ¢ift olan bir H
cizgesi elde ederiz.

Tiimevarim varsayimina gore, H ¢izgesinin her
parcgasinda bir Euler turu vardir. Ayrica H ¢izgesi-
nin her parcasinin C ile ortak en az bir noktasi ol-
malidir, yoksa G tekparga olamazdi. G’de aradigi-
miz Euler turunu soyle elde edelim: C’deki kenarla-
r1 izleyelim ve H cizgesinin bir noktasina gelince o
noktanin bulundugu par¢anin Euler turunu izleyip
ayni noktaya geri donelim ve C’de ilerlemeye devam
edelim. C’deki bagladigimiz noktaya dontince G’nin
Euler turunu tamamlams oluruz. O
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1-7 Noktali Euler Cizgeleri
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Bir onceki sayfada her kenarinin derecesinin
cift oldugu n = 2, 3, 4, 5, 6, 7 noktali tekparca ya-
lin ¢izgeleri bulacaksiniz.

Bunlara Euler ¢izgeleri denir.

Her kenardan bir kez gegerek ve el kaldirma-
dan tek hamlede cizilen ¢izgeleri saptayalim simdi.
Bir onceki yazida gordugiimiiz tizere bu tiir ¢izge-
ler tekparca olmali ve derecesi tek olan 0 ya da 2
noktasi olmali. Simdi gorecegimiz tizere, bu kogul-
lar, ¢izgenin her kenarindan bir kez gegerek tek
hamlede cizilebilmesi i¢in yeterlidir.

Teorem. Tek dereceli nokta sayisinmin 0 ya da
2 oldugu tekparca cizgeler tek hamlede (el kaldir-
madan) ber kenardan sadece bir kez gecilerek ¢i-
zilebilir.

Kanit: Cizgemize G diyelim. Eger tek dereceli
nokta sayist O ise, yani her noktanin derecesi ¢ift
ise, bu, Euler’in yukarda kanitladigimiz teoremi.

Simdi ¢izgede tek dereceli sadece iki nokta oldugu-
nu varsayalim. Bu noktalara A ve B diyelim. A ve
B arasina yeni bir kenar ekleyelim (aralarinda ke-
nar varsa da ekleyelim, animsarsaniz cizge tanimi-
miz bu yazida daha genis, iki nokta arasinda bir-
den ¢ok kenar oldugu ¢izgeleri de kabul ediyoruz.)
Elde ettigimiz ¢izgeye H adint verelim. Elbette
H’nin her noktasinin derecesi cifttir. Ayrica H tek-
pargadir, ciinkii G’nin kendisi tekparca, bir kenar
eklemekle tekparcalik bozulmaz, tam tersine ¢izge
daha da tekparca olur! Demek ki, yukarda kanit-
ladigimiz Euler’in teoremine gore H’nin bir Euler
turu vardir. Bu Euler turuna istedigimiz kenardan
baslayabilecegimize dikkatinizi cekeriz. Tura,
G’ye ekledigimiz AB kenariyla baglayalim. Tur
AB diye baglayip gene A’da bitiyor. Bu Euler tu-
rundan en bagstaki AB kenarini atarsak, G’de her
kenardan sadece bir kez gecen (B’de baglayip A’da
biten) bir yolculuk bulmus oluruz. Bu teoremimiz
de kanitlanmugtir. ¢

Ayrik Dongiilerin Bilesimi Olan Cizgeler

Bir dongii, bagladigi noktaya geri donen ve
ayni noktadan iki kez gegmeyen bir yolculuktur.

Teorem. Bir cizgenin kenarlarimn, ortak ke-
nari olmayan dongiilerin kenarlarmum bilesimi ol-
mast icin yeter ve gerek kRosul, her noktamn dere-
cesinin ¢ift olmasidir.

Kanit: Dongiilerin noktalarinin derecesi 2 ol-
dugundan, kosul gereklidir. Simdi kosulun yeter-
li oldugunu kanitlayalim. Once her noktasimnin
derecesi cift olan bir ¢izgede bir dongii bulalim.

Ayni noktadan iki kez gecmeyen en uzun yo-
lu alalm. Bu yol ApA;...Aj olsun (A;ler yolun
noktalari, gecildikleri sirayla dizilmisler, hicbiri
bir digerine esit degil.) Ay’in derecesi ¢ift oldu-
gundan Ay’a bagli A,’den baska bir nokta daha
olmali. Bu noktaya B diyelim. Simdi BAyA;...Ap,
yoluna bakalim. Bu yol, ayn1 noktadan gecmeyen
en uzun yoldan daha uzun, dolayisiyla ayni nok-
tadan iki kez gecmeli ve ikinci kez gegilen nokta
elbette B noktasi olmali. Diyelim B = A, i > 1.
Simdi BAyA;...A; bir dongudiir.

Cizgede bir dongii bulduk. Bu dongiiniin ke-
narlarini cizgeden ¢ikarirsak daha az kenarl ve
her noktasinin derecesi gene cift olan bir ¢izge bu-
luruz. Yukarda yaptigimizi bu cizgeyle yapalim.
Ikinci bir déngii buluruz. Bu déngiiyii de ¢ikara-
lim ¢izgeden, ve boylece kenar kalmayana dek de-
vam edelim. Cizgemizin kenarlari, bu teker teker
attigimiz dongulerin kenarlarinin bilegsimidir. ¢
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