Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Duny s

n Noktah Cizge Sayisi

s y Bir Noktali Cizgeler:
i e Sadece bir tane var. Iste
e

iki Noktal Cizgeler: Iki noktali iki cizge var.
Iste:

f

Ug Noktali Cizgeler: Ug noktali sekiz cizge var.
Iste:

n Noktali Cizge Sayisi. Genel olarak # noktah
¢izge sayisini bulalim. Noktalarimiz1 1, 2, ..., n di-
ye adlandiralim. Herhangi iki nokta arasinda bir
kenar olup olmadigina karar verecegiz.

{1, 2,... , n} noktalar kiimesinde

"2 =12

2
tane nokta cifti vardir. Herbir nokta cifti igin “ke-
nar var” ya da “kenar yok” yargisini verecegiz.
Yani n(n—1)/2 tane “evet” ya da “hayir” karari ve-
recegiz. Demek ki # noktali toplam 27(7=1)/2 tane
cizge vardir.

Ornegin n = 3 ise, 233712 = 23 = 8 cizge var-
dir, yukarida gorildugn gibi...

Eger n = 100 ise, cizge sayis1 2100(100—1)22 -
24950dir, yani 1491 haneli bir say1...

Adsiz Ug Noktali Cizgeler. Yukarda teker te-
ker herbirini ¢izdigimiz t¢ noktali 8 ¢izgeye geri
donelim. Eger bu 8 ¢izgenin noktalarinin adlarini
silersek geriye sadece 4 ¢izge kalir:
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Noktalar1 adlandirilmig ¢izge sayisi (Ornegi-

mizde 8), noktalari adlandirilmamis ¢izge sayisin-
dan (6rnegimizde 4) ¢ok daha fazla (haliyle...)

Adsiz Dort Noktali Cizgeler. Simdi # = 4 ol-
4
sun. [ZJ =6 oldugundan, noktalar1 adlandirilmig

cizge sayist 26 = 64°dir. Hepsini ¢izmeyecegiz, hat-
ta higbirini ¢izmeyecegiz, meraklisi varsa ¢izsin...
Noktalarin adlarini silelim... Cizge sayisi gene aza-
lir, 11°¢ iner. Iste o 11 ¢izge:
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Noktalari adlandirilmamg ¢izge sayisini bul-
mak kolay degildir. Bu soru 1850’lerde ilk olarak
Arthur Cayley tarafindan so-

rulmustur. Daha sonralar
Cayley bu problemi belirli
bir karbon atomuna sahip
C,H,,,,» alkanilerini sayma
problemine uygulamigtir. (1

tane C noktasi, herbirinin
derecesi 4 ve 2n + 2 tane H

noktasi ve herbirinin derece-
si 1. Bu kosullar1 saglayan Arthur Cayley
kag ¢izge vardir?) Noktalari

adlandirilmamis ¢izge sayist Pdlya Sayilandirma
Yontemi denilen bir yontemle hesaplanabilir. Bu
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konuya Noktasiz Cizgeleri Saymak yazimizda
deginecegiz.

Adsiz Bes Noktali Cizgeler. Eger # = § ise, ad-
landirilmamis noktali 34 cizge vardir. Iste o 34 ¢iz-
ge [RW]:
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Cizgenin altindaki 22.32.4 gibi kodlar1 agikla-
yalim. Ornegin 22.32.4 kodu, 2 dereceli 2 nokta ol-
dugunul, 3 dereceli 2 nokta oldugunu ve 4 derece-
li 1 nokta oldugunu séyliiyor. 22.32.4 kodlu cizge-
de 1 dereceli nokta yok. Cizgeler bu kodlara gore
stralanmuglar. En bagta 05, yani 00000 kodlu cizge,
sonra 0312, yani 00011 kodlu cizge... En sonda da
45, yani 44444 kodlu cizge...

Ayni koddan birka¢ degisik c¢izge olabilir,
ornegin 12.23 kodlu iki degisik cizge var.

Kiiciik nokta sayisi igin durum soyle:

1 Bir noktanin derecesi o noktaya degen kenar sayisidir.

n G,, = n adsiz noktali gizge sayisi
1 1
2 2
3 4
4 11
5 34
6 156
7 1044
8 12346
9 274668
10 12005168
11 1018997864
12 165091172592
13 50502031367952
14 29054155657235488
15 31426485969804308768
16 64001015704527557894928
17 245935864153532932683719776
18 1787577725145611700547878190848
19 24637809253125004524383007491432768
20 645490122795769841856164638490742749440
21 32220272899808983433502244253755283616097664
2 3070846483094144300637568517187105410586657814272
23 559924939699792080597976380819462179812276348458981632
214 195704906302078447922174862416726256004122075267063365754368
25|131331393569895519432161548405816890146389214706146483380458576384

Cesitli kaynaklarda bulunan bu sayilarin dog-
rulugunu kontrol etmedik!

Sayilarin korkung bir hizla arttig belli.

Daha fazla bilgi, http://www.research.att.com
/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum
=000088 ve http://mathworld.wolfram.com/
SimpleGraph.html sitelerinde bulunabilir.

Tekparca Cizge Sayisi. Her iki nokta arasinda en
az bir yolun bulundugu cizgelere tekparca cizge de-
mistik. 7 = 2, 3, 4, § icin tekparga gizgeler asagida:
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Tekparga cizge sayisi toplam ¢izge sayisindan
(yani G, ’den) daha azdir elbet, ama ne kadar daha
azdir? n noktali tekparga cizge sayisina T, diyelim.
Kuguk #»’ler i¢in T,, sayisinin degerini bir sonraki
sayfadaki ¢izelgede bulacaksiniz [RW].
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n T,, = n adsiz noktal tekparca cizge sayisi
1 1
2 1
3 2
4 6
N 21
6 112
7 853
8 1117
9 261080
10 11716571
1 1006700565
12 164059830476
13 50335907869219
14 29003487462848061
15 31397381142761241960
16 63969560113225176176277
17 245871831682084026519528568
18 1787331725248899088890200576580
19 24636021429399867655322650759681644
20 645465483198722799426731128794502283004
21 32219627385046589818232044119082157323436797
22 3070814262175729723895568454399186829509550171755
23 559943868821088067965169467298102645124904676852569700
24 195704346352067869424144939394112759539046378875246729014803
251131331197864429267343038461571121231901357546349778703374744110480

(Bknz. http://cs.anu.edu.au/~bdm/data/graphs.html)?

Goruldugi gibi T,, sayilari G,’lerden ¢ok ¢ok
kiigiitk degil, hatta onlara olduk¢a yakm. T,,/G,, sa-
yilar1 T’e yakinsarlar, ve gortldugii tizere oldukga

cabuk yakinsarlar. Bir bagka de-

. r b n|~T,G,
yisle, rastgele sonlu bir ¢izge tek- 111
parcadir, yani n biyudikee, 7 2103
noktali bir ¢izgenin tekparga ol- 3 0’ 5
rsna 101}3:11%113.1"[.3.1‘. lBu konuza 410,545453
dotl'u aus.tge S Clzgcfl: ez y;msml A 5T0.617647
e;glnec.f.:glz. € 'ya(.z; a Wa a neler — 0.717949
neler gorecegiz! Ornegin, n'art- 710.817050
tikga, 7 noktali rastgele bir ¢izge-
oo T 810,900454
nin diizlemsel olma olasilig1 dii-
S 910,950529
ser, 0’a yakinsar. Gene 7 arttikga,
. . 10| 0,975961
bir noktadan herhangi bir bagka
. 11{0,987932
noktaya tek bir noktadan gegerek
. ... 121 0,993753
ve kenarlari takip ederek (yani iki
e . ... | 13]0,996710
adimda) gidebilirsiniz, ¢cok biiyiik
. . S 14]0,998256
bir olasilikla... Bir bagka deyisle
o )1 15 0,999074
rastgele bir cizgenin ¢ap1 2’dir.
16 0,999509
Bunlar, son yillarin ¢cok can-
17 0,999740
li aragtirma konusu olan Rast-
gele Cizgeler Kuramina girer. 18]0,999862

Sonsuz rastgele cizgelerden gecen sayimizda Bir
Tane Rastgele Cizge Var adli yazimizda s6zetmis-
tik. Bu sayida bol bol sonlu rastgele ¢izgelerden
sozedecegiz. ¢

2 Bu sayilar [RW]'den alinmugtir. Ancak tekparga ¢izge sayisi toplam ¢izge sayisindan daha fazla olamayacagindan, [RW]’nin 7 = 23

i¢in verdigi bu sayilarda bir hata olmali.

ikiparca Tamcizgelerin
Kenar Sayisi

7 tane nokta alalim. Bu 7 noktay1 iki kampa
ayiralim. Bir kampta a, obur kampta b nokta ol-
sun. Demek ki @ + b = n. Kamplara sirasiyla A
ve B diyelim. A kampindaki noktalarin hepsini
birbirine baglayalim. B kampindaki noktalarin
da hepsini birbirine baglayalim. Ama A kampin-
daki hi¢bir noktay1r B kampindaki bir noktaya
baglamayalim. Boylece bir ¢izge elde ederiz, bir-
birinden ayrik iki parcadan olusan bir ¢izge...
Ornegin n = 7, a = 3, b = 4 icin asagidaki gizge-
yi elde ederiz:
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A B
n verilmigse, hangi a ve b icin bu ¢izgenin
kenar sayist maksimumdur ve hangi a ve b i¢in
bu ¢izgenin kenar sayist minimumdur?
Benzer sorulari ti¢ degisik kampa ayrilmig
noktalar i¢in yanitlamaya ¢aligin.
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Adlandirilmis 7 noktali 27(7=1)2 tane cizge
oldugunu gordik. Peki, 7 noktali ve 7 kenarl
kag ¢izge vardir? Olasi kenar sayimiz n(n — 1)/2.
Bu olasi n(n — 1)/2 kenardan m tanesini segme-
miz gerekiyor. Demek ki 7 noktali 72 kenarli ¢iz-

nn-1)/2
m

Bir Oyun

Iki kisi bir G cizgesi iizerinde oyun oynuyorlar. Oyu-
nun kurali sdyle: Birinci oyuncu bir a noktasini secer.
Ikinci oyuncu a noktasia bitisik bir b noktasi seger,
ab yolu olusturur. Tekrar birinci oyuncuya sira gelir,
b noktasma bitigik bir ¢ noktasi secerek abc yolu
olusturur. Yol olusturacak nokta secebilen son oyun-
cu oyunu kazanmir. Daha once segilmis bir yolu
secmek yasak.

a. G cizgesi mitkemmel eglemesi olan (bknz. sayfa
21) bir ¢izge olsun. Bu durumda ikinci oyuncu oyu-
nu kazanmak igin hangi stratejiyi izlemelidir?

b. G cizgesinin mitkemmel eglemesi olmasin. Birinci
oyuncu kazanmak i¢in hangi stratejiyi izlemelidir? ¢

ge sayist

dir. ¢




