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Kapak Konusu: Cizgeler

Agac ve Orman

“Déngii”sii olmayan
‘ cizgelere orman denir.
'

Bir dongii, bagladigi noktaya geri
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donen ve iki kez ayni noktadan ge¢gmeyen bir

yolculuktur. Agag ise tekpar¢a bir ormandir; yani
agag, dongi barindirmayan tekparca c¢izgedir.
Tahmin edilecegi Uizere, ormanlar agaclardan (en
az bir agactan) olusur. Ornegin asagidaki cizge iic
agactan olugsmus bir ormandir.

Agaglar, en basit,
en yalin, en sade ¢iz-
gelerdir diyebiliriz.
Kolay kanitlanan il-
ging Ozellikleri de
vardir. Ornegin, bir

agacin herhangi iki noktasi birbirine tek ve tek
bir yolla baghdir. Agacin iki noktas: iki degisik

Kanit: Kanitimizi nokta sayisi Uizerine tiimeva-
rimla yapacagiz.

n =1 ise, agacimiz tek noktal kenarsiz bir ¢iz-
ge olmak zorunda oldugundan teoremimiz bu gik
icin dogrudur.

Simdi # > 1 olsun ve 0 < r < n ise, her 7 nokta-
I agacin 7 — 1 kenart oldugunu varsayalim (time-
varim varsayimi). # noktal bir T agacini ele alalim.
T’nin bir kenarini silelim (ama kenarin u¢ noktala-
rin1 silmeyelim.) Boylece T°den daha az kenarli ve
iki agagtan olugmusg bir orman elde ederiz. Bu iki
agacin nokta sayilarina 7y ve n, diyelim. Elbette 7
+ 1y = n’dir. Tumevarim varsayumindan dolay: bu
iki kuiciik agacta 7y — 1 ve , — 1 kenar vardir. Do-
layisiyla T agacinda (nq — 1) + (np — 1) + 1 =
ni+ ny— 1 = n — 1 tane kenar vardir. O

yolla baglanmig olsa, bu iki

Bir Sonug. En az n kenarli

yoldan kolaylikla bir dongii el-
de edilebilir.

Cizge kuraminda bir soru-
yu Once agaclar i¢in yanitlamak
baslangi¢ noktasi olarak kabul
edilir; amag daha sonra o soru-
yu genel olarak ¢izgeler i¢in ka-
nitlamaktir. Bu nedenle agaclar
icin dogru oldugu gosterilmig
ama aga¢ olmayan bir cizge
icin dogru olup olmadig bilin-
meyen bir¢ok sani vardir.

n noktali bir agacin kenar
sayisini bulalim. Yukaridaki or-
manun agaclarini soldan saga
Ty, T,, T3 diye adlandirirsak,

T,’in nokta sayist =4, T;’in kenar sayis1 =3

Bir agactan derecesi 1 olan nok-
talari ve o noktalara degen kenarlari
atalim. Geriye gene bir agac kalir. Bu
agactan da derecesi 1 olan noktalar
ve o noktalara degen kenarlari ata-
lim. Bu isleme boyle devam edelim.
Geriye ya bir nokta kalir ya da hig
kalmaz. Eger geriye bir nokta kalirsa,
geriye kalan o noktaya agacin merke-
zi denir.

Basladigimiz agaca T|;, daha son-
ra elde ettigimiz agaglara sirasiyla Ty,
T, ... dersek, Ty’ her esyap: donii-
sumi (gecen sayida tamimlandi bu
kavram) T; agaclarim gene kendine
gotiirmek zorundadir.

n noktali bir ¢izgede bir dongii
vardar. i

Bir Bagka Sonug. # noktali
bir cizgenin en az n kenari var-
sa o zaman o ¢izgede mutlaka
bir dongii vardr. O

Agaclarla ilgili diger bir
ozellik de sudur:

Teorem 2. En az iki nokta-
It sonlu bir agacta derecesi 1
olan en az iki nokta vardr.

Kamt: Agacimiza T adim
verelim. T agacindaki en uzun
yolu ele alalim. Bu yol A’da

T, nin nokta sayisi = 2, T, nin kenar sayist = 1
T3’tin nokta sayisi = 5, T3’iin kenar sayis1 = 4

esitliklerini farkederiz. # noktali bir agacin n—1 ke-
nar1 olmasi gerektigini tahmin etmigsinizdir:

Teorem 1. n noktal: bir agacin n—-1 kenar
vardir.

baslayip B’de bitsin. Bu yol en uzun yol oldugun-
dan A ve B noktalarinin dereceleri 1 olmak zorun-

dadir. |

Bunlar kolay sonuglardi. Simdi daha zor bir
sonucu kanitlayacagiz, agaclari sayacagiz. Cay-
ley’e ithaf edilen bir problem olan noktalari adlan-
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dirilmis agac sayisini bulacagiz. Ilk yazida nokta-
lar1 adlandirilmis cizgelerden soz etmistik. Oku-
run hafizasini tazelemek acisindan bir 6rnek vere-
lim: Asagidaki adlandirilmis agaclarin ilk gt ay-
n1 adlandirilmig agactir, dordiincisu ilk tiginden

degisiktir.
1 2
3 1
2 2 ;1
3 1 2 3

Noktalar adlandirilmamig olsaydi dordintin
de birbirinden farki kalmayacakt.

Teorem (Cayley, 1889). n noktali n"=2 tane
noktalart adlandirilmus agac vardur.

Simdiye kadar gordigiimiz teoremlerin kanit-
lar1 oldukga kolaydi. Bu teoremin kaniti hi¢ de ko-
lay degildir. Priifer ve Clarke’in bulduklari kaniti
aciklayacagiz.

n = 2 igin sonug belli: 2 noktali tek bir agac
vardir. Bundan boyle # > 3 esitsizligini varsayalim.

Noktalari adlandirilmig # noktali her agag
icin, terimleri {1, 2, ..., #} kiimesinden olan bir
(a1, agy ..
noktalar1 adlandirilmig # noktali agaglarla, terim-

, a4, ) dizisi bulacagiz. Yontemimiz,

leri {1, 2, ..., n} kimesinden olan 7z — 2 uzunlu-
gundaki diziler arasinda bir egleme verecek. Bu
bicimde yazilmis 772 adet dizi oldugundan sonu-
cu elde etmis olacagiz.

Once noktalar1 adlandirilmis her T agacina kar-
silik gelen (aq, ay, ..., a,,_5) bicimindeki diziyi nasil el-
de edecegimizi agiklayalim. Nokta adlarinin 1, 2, ...,
n oldugunu varsayalim. by, derecesi 1 olan (bknz.
Teorem 2) ad: en kiigiik nokta olsun. a; de b;’in bi-
tisik oldugu tek nokta olsun. Dizimizin ilk terimine
ay yazp, by noktasini ve ona bitisik kenar1 silip
n—1 noktali yeni agaca bakalim ve ayni iglemi bu ye-
ni agaca uygulayalim. Bu iglemi sadece iki nokta ka-
lana kadar uygularsak aradigumz (aq, ay, ..., a,,_5)
dizisini elde ederiz. Bu yontemle elde edilmis dizi, T
agacinin Priifer dizisi diye adlandirilmgtir.

Ornek: Yandaki 1
agac icin sirasiyla 12,
13, 51 ve 54 kenarlari-
nt silip
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agaclarini elde ederiz. T agacinin eglestigi dizi (1, 1,
5, 5) dizisidir.

Simdi terimleri {1, 2, ..., #} olan herhangi bir
(dl, a, ...
digini bulalim. b bu dizide goriinmeyen en kugiik

, a,_,) dizisinin hangi agaca karsilik gel-

nokta olsun. a; ve by noktalari arasina bir kenar
koyalim. Ardindan diziden a1 kaldirip 7 — 3 terim-
li yeni diziye bakalim ve b’i yok sayip yontemimi-
zi yeni diziye uygulayalim. Bu sekilde adim adim
agacin kenarlarini belirleyebiliriz. Son adimda ise
hald daha kullanabilecegimiz atilmamig son iki
nokta arasina kenar koyarak agacimizi tamamlariz.

Ornek: (1, 2, 1, 4) dizisine bu yontemi uygula-
yarak eslestigi T agacini bulalim. Dizimiz dort te-
rimli olduguna gore noktalar kiimesi {1, 2, 3, 4, 5,
6} olacak. Dizinin ilk noktasi 1, goriinmeyen en
kiigiik noktasi 3’tiir. Dolayisiyla 13 ¢izecegimiz ilk
kenar. Yeni dizimiz (2, 1, 4). Bu sefer 3’ii dikkate
almayacagiz, yani noktalar kiimemizin {1, 2, 4, 5,
6} oldugunu varsayacagiz. Yeni dizimizin ilk terimi
2, dizide gortinmeyen en kiiciik nokta da 5. Demek
ki 25 de bir kenar. 2’yi dizimizden silip geri kalan
(1, 4) dizisini ele alalim. 3 ve 5 noktalarim artik
kullanmayacagiz. 1 dizinin ilk terimi, 2 ise dizide
goriinmeyen en kiiguk nokta, dolayisiyla 12 diger
bir kenar olacak. Artik 2, 3 ve 5 noktalarim kul-
lanmayacagiz. Son dizi (4) dizisi, dizide goriinme-
yen en kigiik nokta 1, demek ki 14 diger bir kenar
olacak. 1 de kullanmayacagimiz noktalar arasina
eklendi. Son adimda, kullanabilecegimiz kalan iki
nokta arasina bir kenar koyacagiz, yani 46 da bir
kenar. Demek ki (1, 2, 1, 4) dizisi
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agaciyla eslesir. Ilk yontemi uygulayarak bu agacin
eslestigi dizinin (1, 2, 1, 4) oldugunu kontrol ede-
bilirsiniz.

Bu iki yontem noktalari adlandirilmig 7 nok-
tali agaclarla, terimleri {1, 2, ..., n} kimesinden
olan #-2 uzunlugundaki diziler arasinda egleme
vermektedir. Demek ki noktalari adlandirilmis 7
noktal agag sayist n#—2°dir. ¢



