
“Döngü”sü olmayan

çizgelere orman denir.

Bir döngü, bafllad›¤› noktaya geri

dönen ve iki kez ayn› noktadan geçmeyen bir

yolculuktur. A¤aç ise tekparça bir ormand›r; yani

a¤aç, döngü bar›nd›rmayan tekparça çizgedir.

Tahmin edilece¤i üzere, ormanlar a¤açlardan (en

az bir a¤açtan) oluflur. Örne¤in afla¤›daki çizge üç

a¤açtan oluflmufl bir ormand›r.

A¤açlar, en basit,

en yal›n, en sade çiz-

gelerdir diyebiliriz.

Kolay kan›tlanan il-

ginç özellikleri de

vard›r. Örne¤in, bir

a¤ac›n herhangi iki noktas› birbirine tek ve tek

bir yolla ba¤l›d›r. A¤ac›n iki noktas› iki de¤iflik

yolla ba¤lanm›fl olsa, bu iki

yoldan kolayl›kla bir döngü el-

de edilebilir.

Çizge kuram›nda bir soru-

yu önce a¤açlar için yan›tlamak

bafllang›ç noktas› olarak kabul

edilir; amaç daha sonra o soru-

yu genel olarak çizgeler için ka-

n›tlamakt›r. Bu nedenle a¤açlar

için do¤ru oldu¤u gösterilmifl

ama a¤aç olmayan bir çizge

için do¤ru olup olmad›¤› bilin-

meyen birçok san› vard›r. 

n noktal› bir a¤ac›n kenar

say›s›n› bulal›m. Yukar›daki or-

man››n a¤açlar›n› soldan sa¤a

T1, T2, T3 diye adland›r›rsak,

T1’in nokta say›s› = 4, T1’in kenar say›s› = 3

T2’nin nokta say›s› = 2, T2’nin kenar say›s› = 1

T3’ün nokta say›s› = 5, T3’ün kenar say›s› = 4

eflitliklerini farkederiz. n noktal› bir a¤ac›n n−1 ke-

nar› olmas› gerekti¤ini tahmin etmiflsinizdir:

Teorem 1. n noktal› bir a¤ac›n n−1 kenar›

vard›r.

Kan›t: Kan›t›m›z› nokta say›s› üzerine tümeva-

r›mla yapaca¤›z. 

n = 1 ise, a¤ac›m›z tek noktal› kenars›z bir çiz-

ge olmak zorunda oldu¤undan teoremimiz bu fl›k

için do¤rudur.

fiimdi n > 1 olsun ve 0 < r < n ise, her r nokta-

l› a¤ac›n r – 1 kenar› oldu¤unu varsayal›m (tüme-

var›m varsay›m›). n noktal› bir T a¤ac›n› ele alal›m.

T’nin bir kenar›n› silelim (ama kenar›n uç noktala-

r›n› silmeyelim.) Böylece T’den daha az kenarl› ve

iki a¤açtan oluflmufl bir orman elde ederiz. Bu iki

a¤ac›n nokta say›lar›na n1 ve n2 diyelim. Elbette n1

+ n2 = n’dir. Tümevar›m varsay›m›ndan dolay› bu

iki küçük a¤açta n1 − 1 ve n2 − 1 kenar vard›r. Do-

lay›s›yla T a¤ac›nda (n1 − 1) + (n2 − 1) + 1 = 

n1+ n2− 1 = n − 1 tane kenar vard›r. ■■

Bir Sonuç. En az n kenarl›

n noktal› bir çizgede bir döngü

vard›r. ■■

Bir Baflka Sonuç. n noktal›

bir çizgenin en az n kenar› var-

sa o zaman o çizgede mutlaka

bir döngü vard›r. ■■

A¤açlarla ilgili di¤er bir

özellik de fludur:

Teorem 2. En az iki nokta-

l› sonlu bir a¤açta derecesi 1

olan en az iki nokta vard›r.

Kan›t: A¤ac›m›za T ad›n›

verelim. T a¤ac›ndaki en uzun

yolu ele alal›m. Bu yol A’da

bafllay›p B’de bitsin. Bu yol en uzun yol oldu¤un-

dan A ve B noktalar›n›n dereceleri 1 olmak zorun-

dad›r. ■■

Bunlar kolay sonuçlard›. fiimdi daha zor bir

sonucu kan›tlayaca¤›z, a¤açlar› sayaca¤›z. Cay-

ley’e ithaf edilen bir problem olan noktalar› adlan-
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Kapak Konusu: Çizgeler

A¤aç ve Orman

Bir a¤açtan derecesi 1 olan nok-

talar› ve o noktalara de¤en  kenarlar›

atal›m. Geriye gene bir a¤aç kal›r. Bu

a¤açtan da derecesi 1 olan noktalar›

ve o noktalara de¤en kenarlar› ata-

l›m. Bu iflleme böyle devam edelim.

Geriye ya bir nokta kal›r ya da hiç

kalmaz. E¤er geriye bir nokta kal›rsa,

geriye kalan o noktaya a¤ac›n merke-

zi denir.

Bafllad›¤›m›z a¤aca T0, daha son-

ra elde etti¤imiz a¤açlara s›ras›yla T1,

T2, ... dersek, T0’›n her eflyap› dönü-

flümü (geçen say›da tan›mland› bu

kavram) Ti a¤açlar›n› gene kendine

götürmek zorundad›r.



d›r›lm›fl a¤aç say›s›n› bulaca¤›z. ‹lk yaz›da nokta-

lar› adland›r›lm›fl çizgelerden söz etmifltik. Oku-

run haf›zas›n› tazelemek aç›s›ndan bir örnek vere-

lim: Afla¤›daki adland›r›lm›fl a¤açlar›n ilk üçü ay-

n› adland›r›lm›fl a¤açt›r, dördüncüsü ilk üçünden

de¤ifliktir.

Noktalar adland›r›lmam›fl olsayd› dördünün

de birbirinden fark› kalmayacakt›.

Teorem (Cayley, 1889). n noktal› nn−2 tane

noktalar› adland›r›lm›fl a¤aç vard›r.

fiimdiye kadar gördü¤ümüz teoremlerin kan›t-

lar› oldukça kolayd›. Bu teoremin kan›t› hiç de ko-

lay de¤ildir. Prüfer ve Clarke’›n bulduklar› kan›t›

aç›klayaca¤›z. 

n = 2 için sonuç belli: 2 noktal› tek bir a¤aç

vard›r. Bundan böyle n ≥ 3 eflitsizli¤ini varsayal›m.

Noktalar› adland›r›lm›fl n noktal› her a¤aç

için, terimleri {1, 2, ..., n} kümesinden olan bir

(a1, a2, ..., an−2) dizisi bulaca¤›z. Yöntemimiz,

noktalar› adland›r›lm›fl n noktal› a¤açlarla, terim-

leri {1, 2, ..., n} kümesinden olan n − 2 uzunlu-

¤undaki diziler aras›nda bir eflleme verecek. Bu

biçimde yaz›lm›fl nn−2 adet dizi oldu¤undan sonu-

cu elde etmifl olaca¤›z.

Önce noktalar› adland›r›lm›fl her T a¤ac›na kar-

fl›l›k gelen (a1, a2, ..., an−2) biçimindeki diziyi nas›l el-

de edece¤imizi aç›klayal›m. Nokta adlar›n›n 1, 2, ...,

n oldu¤unu varsayal›m. b1, derecesi 1 olan (bknz.

Teorem 2) ad› en küçük nokta olsun. a1 de b1’in bi-

tiflik oldu¤u tek nokta olsun. Dizimizin ilk terimine

a1 yaz›p, b1 noktas›n› ve ona bitiflik kenar› silip 

n – 1 noktal› yeni a¤aca bakal›m ve ayn› ifllemi bu ye-

ni a¤aca uygulayal›m. Bu ifllemi sadece iki nokta ka-

lana kadar uygularsak arad›¤›m›z (a1, a2, ..., an−2)

dizisini elde ederiz. Bu yöntemle elde edilmifl dizi, T

a¤ac›n›n Prüfer dizisi diye adland›r›lm›flt›r. 

Örnek: Yandaki

a¤aç için s›ras›yla 12,

13, 51 ve 54 kenarlar›-

n› silip 

a¤açlar›n› elde ederiz. T a¤ac›n›n eflleflti¤i dizi (1, 1,

5, 5) dizisidir.

fiimdi terimleri {1, 2, ..., n} olan herhangi bir

(a1, a2, ..., an−2) dizisinin hangi a¤aca karfl›l›k gel-

di¤ini bulal›m. b1 bu dizide görünmeyen en küçük

nokta olsun. a1 ve b1 noktalar› aras›na bir kenar

koyal›m. Ard›ndan diziden a1’i kald›r›p n – 3 terim-

li yeni diziye bakal›m ve b1’i yok say›p yöntemimi-

zi yeni diziye uygulayal›m. Bu flekilde ad›m ad›m

a¤ac›n kenarlar›n› belirleyebiliriz. Son ad›mda ise

hâlâ daha kullanabilece¤imiz at›lmam›fl son iki

nokta aras›na kenar koyarak a¤ac›m›z› tamamlar›z. 

Örnek: (1, 2, 1, 4) dizisine bu yöntemi uygula-

yarak eflleflti¤i T a¤ac›n› bulal›m. Dizimiz dört te-

rimli oldu¤una göre noktalar kümesi {1, 2, 3, 4, 5,

6} olacak. Dizinin ilk noktas› 1, görünmeyen en

küçük noktas› 3’tür. Dolay›s›yla 13 çizece¤imiz ilk

kenar. Yeni dizimiz (2, 1, 4). Bu sefer 3’ü dikkate

almayaca¤›z, yani noktalar kümemizin {1, 2, 4, 5,

6} oldu¤unu varsayaca¤›z. Yeni dizimizin ilk terimi

2, dizide görünmeyen en küçük nokta da 5. Demek

ki 25 de bir kenar. 2’yi dizimizden silip geri kalan

(1, 4) dizisini ele alal›m. 3 ve 5 noktalar›n› art›k

kullanmayaca¤›z. 1 dizinin ilk terimi, 2 ise dizide

görünmeyen en küçük nokta, dolay›s›yla 12 di¤er

bir kenar olacak. Art›k 2, 3 ve 5 noktalar›n› kul-

lanmayaca¤›z. Son dizi (4) dizisi, dizide görünme-

yen en küçük nokta 1, demek ki 14 di¤er bir kenar

olacak. 1 de kullanmayaca¤›m›z noktalar aras›na

eklendi. Son ad›mda, kullanabilece¤imiz kalan iki

nokta aras›na bir kenar koyaca¤›z, yani 46 da bir

kenar. Demek ki (1, 2, 1, 4) dizisi

a¤ac›yla eflleflir. ‹lk yöntemi uygulayarak bu a¤ac›n

eflleflti¤i dizinin (1, 2, 1, 4) oldu¤unu kontrol ede-

bilirsiniz.

Bu iki yöntem noktalar› adland›r›lm›fl n nok-

tal› a¤açlarla, terimleri {1, 2, ..., n} kümesinden

olan n−2 uzunlu¤undaki diziler aras›nda eflleme

vermektedir. Demek ki noktalar› adland›r›lm›fl n

noktal› a¤aç say›s› nn−2’dir. ♦
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