
Sonlu say›da bekâr

k›z ve erkekten oluflan

bir toplulukta baz› k›z ve er-

kek çiftleri birbirlerini be¤eniyorlar ve

herbiri be¤endiklerinden biriyle evlenmeye haz›r.

Herkesi be¤endi¤i biriyle evlendirebilir miyiz?

Sözgelimi, 5 k›z ve 5 erkekten oluflan bir top-

luluk olsun ve bu 10 kifli noktalarla, birbirini be¤e-

nen k›z ve erkek çiftlerini de kenarlar arac›l›¤›yla

afla¤›daki gibi bir çizge olarak gösterelim.

(1,4), (2,1), (3,3), (4,5), (5,2) evlilikleri bu

çöpçatanl›k probleminin birkaç çözümünden biri-

dir. Parantez içindeki birinci say›lar k›zlar›, ikinci

say›lar erkekleri simgeliyor.

Problemi k›zlar ve erkekler

olmak üzere iki kümeli bir çizge

olarak gösterip her difli noktay›

bir ve bir tek erkek noktayla efl-

lefltirdik. Toplulu¤un tüm üyele-

ri evlendi. Böyle bir efllemeye

mükemmel eflleme1 denir. Mü-

kemmel efllemelerde her k›z tek

ve bir tek erke¤e, her erkek de

tek ve bir tek k›za efl düfler. 

E¤er erkeklerin say›s› k›zlardan daha fazlaysa

(ya da tam tersiyse), bir mükemmel eflleme müm-

kün de¤ildir elbet. Mükemmel eflleme mümkün ol-

masa da, bu durumda, her k›z› bir erkekle evlendi-

recek bir eflleme bulabiliriz (bulamayabiliriz de).

Her k›z› evlendiren bir efllemeye k›zlar› kay›ran efl-

leme diyelim. Elbette e¤er k›zlar› kay›ran bir eflle-

me varsa ve k›z say›s› erkek say›s›na eflitse, k›zlar›

kay›ran bu eflleme asl›nda erkekleri de kay›r›r, ya-

ni herkes halinden memnundur.

Amac›m›z, k›zlar› kay›ran bir efllemenin (yani

her k›z› evlendiren bir efllemenin) hangi koflullarda

oldu¤unu bulmak. Matematikte buna çöpçatanl›k

problemi2 denir. 

Bundan böyle her erke¤in her k›z› be¤endi¤ini

varsayal›m, yani her erkek herhangi bir k›zla evlen-

meye raz› olsun. Bu varsay›m sadece dilimizi sade-

lefltirmemizi sa¤layacak, bu varsay›mla herhangi

bir genellik kaybetmeyece¤iz.

E¤er erkekten çok k›z varsa, her k›z› mutlu et-

mek çokefllili¤in yasakland›¤› topluluklarda müm-

kün olmaz. Çokefllili¤in yasakland›¤›n› varsayaca-

¤›z. Dolay›s›yla k›zlar›n say›s› erkeklerin say›s›ndan

fazla olmamal›, yani yeterince erkek olmal›. Ama bu

da yetmez. Örne¤in her k›z ayn› erke¤i be¤enirse ve

k›zlar›n gözü baflka erkek görmezse ve birden fazla

k›z varsa çöpçatanl›k kesinlikle baflar›ya ulaflamaz.

Dolay›s›yla be¤enilen yeterince erkek olmal›.

Çöpçatanl›k Teoremi (Philip Hall, 1935). m k›z-

dan oluflan bir toplulukta çöpçatanl›k probleminin

k›zlar› mutlu eden bir çözümü olmas› için gerek ve ye-

ter koflul, her k = 1, ..., n için k k›z içeren herhangi k›z

toplulu¤unun en az k de¤iflik erke¤i be¤enmesidir.

Bu problemin çöpçatanl›k d›fl›nda da uygula-

ma alanlar›n› bulmak kolayd›r. Örne¤in bir iflye-

rinde bitirilmeyi bekleyen ifller ve iflleri yapabilecek

özellikte kifliler olsun, ayr›ca her iflin tek bir kifli ta-

raf›ndan yap›lmas› istensin. ‹fllerle bu iflleri yapabi-

lecek kiflileri eflleme problemine çözüm için gerek

ve yeter koflullar› yukar›daki teorem verir.

K›zlar kümesine K, erkekler kümesine E diye-

lim. E¤er L bir k›z toplulu¤uysa, bu topluluktaki

k›zlar›n en az birinin be¤endi¤i erkekler kümesi

B(L) olsun. O zaman yukardaki teorem çizgeler

kuram› dilinde flu flekli al›r:
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Kapak Konusu: Çizgeler

Çöpçatanl›k Problemi

1. k›z

2. k›z

3. k›z

4. k›z

5. k›z

1. erkek

2. erkek

3. erkek

4. erkek

5. erkek

1 ‹ngilizcesi “perfect matching”. 2 ‹ngilizcesi “mariage problem”.

E¤er bir çizgenin

noktalar›, ayn›

parçan›n herhangi

iki noktas› aras›n-

da kenar olmaya-

cak flekilde iki

parçaya ayr›labili-

yorsa, o çizgeye

“iki kümeli çizge”

denir.



Çöpçatanl›k Teoremi. G(K, E) iki kümeli bir

çizge olsun. K’yi kay›ran bir efllemenin var olmas›

için gerek ve yeter koflul, her L ⊆ K altkümesi için

|B(L)| ≥ |L| eflitsizli¤idir.

Kan›t: Koflulun gerekli oldu¤u besbelli. (Yoksa

L’deki k›zlarla eflleflecek yeterince erkek olmazd›.)

Koflulun yeterli oldu¤unu kan›tlayal›m. Her L ⊆ K

için |B(L)| ≥ |L| eflitsizli¤ini varsayal›m. K’yi kay›-

ran bir eflleme bulaca¤›z.

M, bulabilece¤imiz en fazla evlili¤i içeren bir

eflleme olsun. Çizge diline çevirirsek, M uç nokta-

lar› kesiflmeyen kenarlardan (efllemelerden, evlilik-

lerden) olufluyor ve bu özelli¤e sahip daha fazla

say›da kenar içeren bir küme yok. M’nin kenarla-

r›n›n K’nin her noktas›na de¤di¤ini gösterece¤iz

(yani M evliliklerinin her k›z› evlendirdi¤ini göste-

rece¤iz.) k ∈ K, bu efllemelerde görülmeyen bir

nokta olsun (yani k, M evliliklerinde kocas›z kalan

bir k›z.) 

M efllemesine göre evde kalan k adl› k›z›m›z-

dan bafllayarak, ard›fl›k iki kenar›ndan birinin

M’de oldu¤u en uzun yollara bakal›m. Bu yollar-

dan hiçbiri bir erkek noktada bitemez, çünkü öyle

bir yol e erkek noktas›nda bitseydi, o zaman − yu-

kar›daki flekilde görüldü¤ü gibi − yolumuzda bulu-

nan M’deki efllemeleri at›p (düz kenarlar), onlar›n

yerine M’de bulunmayan efllemeleri (kesik kenarla-

r›) al›r ve böylece M’den bir fazla efllemesi olan bir

eflleme kümesi bulurduk. Demek ki bu yollar›n

herbiri gene bir k›zda bitiyor.

Bu tür (k’den bafllayan ve her iki ard›fl›k kena-

r›ndan birinin M’de oldu¤u) yollar›n geçti¤i k›z nok-

talar kümesine L, erkek noktalar kümesine F diye-

lim. F’nin her noktas› M efllemesiyle L’deki tek bir

noktayla efllenmifltir, ayr›ca bu tür yollar bir erkekte

sona eremeyece¤inden, B(L) = F eflitli¤i geçerlidir.

Demek ki |F| ≤ |L|. Öte yandan, k, L kümesinde olan

ve M’de görülmeyen bir nokta oldu¤undan, |L| ≥ |F|

+ 1. Bu durumda, |B(L)| = |F| < |F| + 1 ≤ |L| eflitsizli-

¤ini elde ederiz, yani |B(L)| < |L|, bir çeliflki. Demek

ki öyle bir k noktas› yoktur. ■■

Bir Sonuç. G(K, E) iki kümeli bir çizge olsun.

Mükemmel bir efllemenin var olmas› için gerek ve

yeter koflul |K| = |L| eflitli¤i ve  her L ⊆ K altküme-

si için |B(L)| ≥ |L| eflitsizli¤idir.

Kan›t: Yukardaki teoreme göre her k›z bir er-

kekle efllefltirilebilir. Ama k›z say›s› erkek say›s›na

eflit, demek ki her erkek de efllefltirilmifltir, yani bu

eflleme mükemmel bir efllemedir. ■■

Bir Baflka Sonuç. G iki kümeli bir çizge olsun.

G’nin her noktas›n›n derecesi ayn› olsun ama bu

derece 0 olmas›n. O zaman G’nin mükemmel bir

efllemesi vard›r.

Kan›t: Yukardaki sonucu uygulayaca¤›z. ‹ki

ayr›k kümeye K ve E diyelim. Derece k olsun.

G’nin her noktas›n›n derecesi k oldu¤u için

k|K| = |E(G)| = k|E|, yani |K| = |E|’dir (çünkü k ≠ 0).

L ⊆ K olsun. L1, L’deki noktalara de¤en ke-

narlar kümesi, B(L)1 ise B(L)’deki noktalara de¤en

kenarlar kümesi olsun. Tan›m gere¤i L1 ⊆ B(L)1.

Bu durumda k|B(L)| = |B(L)1| ≥ |L1| = k|L|, yani

|B(L)| ≥ |L|. Dolay›s›yla − yukardaki sonuca göre −
G çizgesinde mükemmel bir eflleme vard›r. ■■

Algoritma. Çöpçatanl›¤›n hangi koflullarda

baflar›ya ulaflaca¤›n› göstermek hat›r› say›l›r bir ba-

flar›, ancak koflullar›n gerçekleflip gerçekleflmedi¤i-

ni k›sa zamanda anlay›p koflullar gerçekleflti¤inde

k›zlar› kay›ran bir efllemeyi çabuk bulursak daha

iyi olur, ki k›zlarla o¤lanlar karta kaçmas›nlar.

Yaz›m›z›, çözümü varsa çöpçatanl›k problemi-

ne bir çözüm veren, yoksa çözümsüzlü¤ü gösteren

bir algoritmayla bitirelim.

K = {1, 2, ..., n} k›zlar kümesi olsun. M0, M1,

M2, ..., Mn kenarlar kümesi dizisini tan›mlayaca-

¤›z. Her Mi k›smi bir eflleme olacak. En son tan›m-

lanan Mn arad›¤›m›z mükemmel eflleme olacak.

M0 = ∅ olsun. Her 1 ≤ i ≤ n için, Mi’yi s›rayla

tan›mlayal›m:

1. Ti, i noktas›ndan bafllayan dallardan oluflan

ve ard›fl›k her iki kenar›ndan birinin Mi−1’de oldu-

¤u daha fazla büyütülemeyecek herhangi bir a¤aç

olsun.
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K

k

L

E

F
e

k’den başlayan ve ardışık kenarları M’de olan bir
yol. Düz çizgiler M’de. Kesik çizgiler M’de değil.



2. E¤er yukarda tan›mlanan Ti a¤ac›, i’de bafl-

layan, daha uzat›lamayacak ve Mi−1’de görülme-

yen bir noktada sona eren bir D dal› bar›nd›r›yor-

sa, Mi = (Mi−1 \ E(D)) ∪ (E(D) \ Mi−1) olsun; i ye-

rine i + 1 alarak birinci ad›mdan algoritmaya de-

vam edelim.

3. E¤er Ti’nin her i noktas›nda bafllayan en

uzun dal›n›n son noktalar› Mi−1’de görülüyorsa o

zaman mükemmel eflleme koflullar› gerçekleflme-

mifl demektir. Nitekim L = V(Ti) ∩ K ise, |B(L)| <

|L|’dir ve algoritma sona erer.

Örnek: 1, 2, 3, 4, 5, 6 k›zlar›, 7, 8, 9, 10, 11,

12 ise erkekleri simgelesin. Bu 12 k›z ve erke¤in

hangilerinin yuva kurmaya raz› olduklar›n› afla¤›-

daki çizgedeki ba¤›nt›larla gösterelim.

Algoritmam›z› uygulad›¤›m›zda afla¤›daki T

a¤açlar›n›, D dallar›n› ve M efllemelerini elde ederiz.

M0 = ∅, bunu biliyoruz. fiimdi i = 1 olsun ve

algoritmaya devam edelim.
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1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

Örne¤imizdeki çizgede (M6 taraf›ndan verilen) mükemmel bir eflleme bulduk, yani üçüncü ad›ma hiç

geçmedik. ♦
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1
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2 4

9 10

3 1

7
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T1 a¤ac› T5 a¤ac›T2 a¤ac› T3 a¤ac› T4 a¤ac› T6 a¤ac›

D = 1-7 (örne¤in)

D = 5-7-1-10-4-11 

D = 2-8 (örne¤in)

D = 3-7-10 (örne¤in)

D = 4-10-1-7-3-9

(örne¤in)

D = 6-12

M3

2-8

3-7

1-10

M4

2-8

4-10

1-7

3-9

M5

2-8

3-9

5-7

1-10

4-11

M6

2-8

3-9

5-7

1-10

4-11

6-12

M1

1-7

M2

1-7

2-8


