Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Kapak Konusu: Cizgeler

Copcatanlik Problemi

Sonlu sayida bekar
kiz ve erkekten olusan
bir toplulukta bazi kiz ve er-

herbiri begendiklerinden biriyle evlenmeye hazir.

kek ciftleri birbirlerini begeniyorlar ve

Herkesi begendigi biriyle evlendirebilir miyiz?
Sozgelimi, 5 kiz ve 5 erkekten olusan bir top-
luluk olsun ve bu 10 kisi noktalarla, birbirini bege-
nen kiz ve erkek ciftlerini de kenarlar araciligiyla
asagidaki gibi bir ¢izge olarak gosterelim.

1. kiz 1. erkek
2. kiz 2. erkek
3. kiz 3. erkek
4. kiz 4. erkek
5. kiz 5. erkek

(1,4), (2,1), (3.3), (4,5), (5.2) evlilikleri bu
copcatanlik probleminin birka¢ ¢oziimiinden biri-
dir. Parantez icindeki birinci sayilar kizlari, ikinci
sayilar erkekleri simgeliyor.

Problemi kizlar ve erkekler

Eger bir c¢izgenin
noktalari, aym
parcanin herhangi
iki noktasi arasin-
da kenar olmaya-
cak sekilde iki
parcaya ayrilabili-
yorsa, o cizgeye
“iki kiimeli ¢izge”
denir.

olmak tizere iki kiimeli bir ¢izge
olarak gosterip her disi noktay:
bir ve bir tek erkek noktayla es-
lestirdik. Toplulugun tim tiyele-
ri evlendi. Boyle bir eglemeye
miikemmel esleme! denir. Mii-
kemmel eglemelerde her kiz tek
ve bir tek erkege, her erkek de
tek ve bir tek kiza eg duser.

Eger erkeklerin sayisi kizlardan daha fazlaysa

(ya da tam tersiyse), bir mikemmel esleme mim-
kiin degildir elbet. Mitkemmel egleme miimkiin ol-
masa da, bu durumda, her kiz1 bir erkekle evlendi-
recek bir egleme bulabiliriz (bulamayabiliriz de).
Her kizi evlendiren bir eglemeye kizlar1 kayiran es-
leme diyelim. Elbette eger kizlar1 kayiran bir egle-

me varsa ve kiz sayisi erkek sayisina esitse, kizlar
kayiran bu egleme aslinda erkekleri de kayirir, ya-
ni herkes halinden memnundur.

Amacimiz, kizlari kayiran bir eglemenin (yani
her kiz1 evlendiren bir eslemenin) hangi kosullarda
oldugunu bulmak. Matematikte buna ¢opgatanlik
problemi2 denir.

Bundan boyle her erkegin her kizi begendigini
varsayalim, yani her erkek herhangi bir kizla evlen-
meye razi olsun. Bu varsayim sadece dilimizi sade-
legtirmemizi saglayacak, bu varsayimla herhangi
bir genellik kaybetmeyecegiz.

Eger erkekten ¢ok kiz varsa, her kizi mutlu et-
mek ¢okesliligin yasaklandigi topluluklarda miim-
kiin olmaz. Cokesliligin yasaklandigini varsayaca-
g1z. Dolayistyla kizlarin sayisi erkeklerin sayisindan
fazla olmamali, yani yeterince erkek olmali. Ama bu
da yetmez. Ornegin her kiz ayni erkegi begenirse ve
kizlarin gozii bagka erkek gormezse ve birden fazla
kiz varsa ¢opcatanlik kesinlikle basariya ulagamaz.
Dolayisiyla begenilen yeterince erkek olmali.

Copgatanhik Teoremi (Philip Hall, 1935). 1 kiz-
dan olusan bir toplulukta copcatanlik probleminin
kizlar: mutlu eden bir ¢oziimii olmast icin gerek ve ye-
ter kosul, her k =1, ..., nigin k kiz iceren herbangi kiz
toplulugunun en az k degisik erkegi begenmesidir.

Bu problemin ¢opgatanlik diginda da uygula-
ma alanlarim bulmak kolaydir. Ornegin bir isye-
rinde bitirilmeyi bekleyen isler ve isleri yapabilecek
ozellikte kisiler olsun, ayrica her igin tek bir kisi ta-
rafindan yapilmasi istensin. Islerle bu isleri yapabi-
lecek kisileri esleme problemine ¢oziim icin gerek
ve yeter kosullari yukaridaki teorem verir.

Kizlar kiimesine K, erkekler kiimesine E diye-
lim. Eger L bir kiz topluluguysa, bu topluluktaki
kizlarin en az birinin begendigi erkekler kiimesi
B(L) olsun. O zaman yukardaki teorem c¢izgeler
kuramu dilinde su sekli alir:

1 Ingilizcesi “perfect matching”.
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2 Ingilizcesi “mariage problem”.
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Copeatanlik Teoremi. G(K, E) iki kiimeli bir
cizge olsun. K’yi kayiran bir eslemenin var olmasi
icin gerek ve yeter kosul, her L < K altkiimesi icin
IB(L)l > ILI esitsizligidir.

Kanit: Kogulun gerekli oldugu besbelli. (Yoksa
L’deki kizlarla eglesecek yeterince erkek olmazdi.)
Kosulun yeterli oldugunu kanitlayalim. Her L ¢ K
icin IB(L)l > ILI esitsizligini varsayalim. K’yi kayi-
ran bir esleme bulacagiz.

M, bulabilecegimiz en fazla evliligi iceren bir
esleme olsun. Cizge diline gevirirsek, M ug nokta-
lar1 kesismeyen kenarlardan (eslemelerden, evlilik-
lerden) olusuyor ve bu ozellige sahip daha fazla
sayida kenar iceren bir kiime yok. M’nin kenarla-
rinin K’nin her noktasina degdigini gosterecegiz
(yani M evliliklerinin her kiz1 evlendirdigini goste-
recegiz.) k € K, bu eslemelerde gorilmeyen bir
nokta olsun (yani k, M evliliklerinde kocasiz kalan
bir kiz.)

M eglemesine gore evde kalan k adli kizimiz-
dan baglayarak, ardigik iki kenarindan birinin
M’de oldugu en uzun yollara bakalim. Bu yollar-

k’den baglayan ve ardigik kenarlari M’'de olan bir
yol. DUz gizgiler M’'de. Kesik cizgiler M’'de degil.

dan hicbiri bir erkek noktada bitemez, ciinkii 6yle
bir yol e erkek noktasinda bitseydi, o zaman — yu-
karidaki sekilde goruldugii gibi — yolumuzda bulu-
nan M’deki eslemeleri atip (diiz kenarlar), onlarin
yerine M’de bulunmayan eslemeleri (kesik kenarla-
r1) alir ve boylece M’den bir fazla eglemesi olan bir
esleme kiimesi bulurduk. Demek ki bu yollarin
herbiri gene bir kizda bitiyor.

Bu tiir (k’den basglayan ve her iki ardigik kena-
rindan birinin M’de oldugu) yollarin gegtigi kiz nok-
talar kimesine L, erkek noktalar kiimesine F diye-
lim. Pnin her noktast M eglemesiyle L’deki tek bir
noktayla eglenmistir, ayrica bu tir yollar bir erkekte
sona eremeyeceginden, B(L) = F esitligi gegerlidir.

22

Demek ki |Fl <|LI. Ote yandan, &, L kiimesinde olan
ve M’de gorilmeyen bir nokta oldugundan, ILI > |Fl
+ 1. Bu durumda, IB(L)| = |Fl < |Fl + 1 < |Ll esitsizli-
gini elde ederiz, yani IB(L)| < ILI, bir celiski. Demek
ki dyle bir & noktasi yoktur. O

Bir Sonug. G(K, E) iki kiimeli bir ¢izge olsun.
Miikemmel bir eslemenin var olmasi icin gerek ve
yeter kosul |K| = |L| esitligi ve her L K altkiime-
si icin |B(L)| > |LI esitsizligidir.

Kamt: Yukardaki teoreme gore her kiz bir er-
kekle eglestirilebilir. Ama kiz sayis1 erkek sayisina
esit, demek ki her erkek de eglestirilmistir, yani bu
esleme mitkemmel bir eglemedir. O

Bir Baska Sonug. G iki kiimeli bir ¢izge olsun.
G’nin her noktasumun derecesi aym olsun ama bu
derece 0 olmasin. O zaman G’nin miikemmel bir
eslemesi vardir.

Kamit: Yukardaki sonucu uygulayacagiz. Iki
ayrik kimeye K ve E diyelim. Derece k olsun.

G’nin her noktasinin derecesi k& oldugu igin
kIKl = IE(G)| = RIEl, yani IK| = |[EPdir (¢iinkti & # 0).

L < K olsun. Lq, L’deki noktalara degen ke-
narlar kiimesi, B(L) ise B(L)’deki noktalara degen
kenarlar kiimesi olsun. Tanim geregi L; < B(L);.
Bu durumda kIB(L)l = IB(L)¢l = IL4{l = RILI, yani
IB(L)! > ILI. Dolayisiyla — yukardaki sonuca gore —
G cizgesinde mitkemmel bir egleme vardir. O

Algoritma. Copcatanligin hangi kogsullarda
basariya ulasacagini gostermek hatir1 sayilir bir ba-
sar1, ancak kosullarin gergeklesip gerceklesmedigi-
ni kisa zamanda anlayip kosullar gergeklestiginde
kizlar1 kayiran bir eslemeyi ¢abuk bulursak daha
iyi olur, ki kizlarla oglanlar karta kagmasinlar.

Yazimizi, ¢éztimii varsa ¢opgatanlik problemi-
ne bir ¢oziim veren, yoksa ¢oziimsuzlugu gosteren
bir algoritmayla bitirelim.

K ={1, 2, ..., n} kizlar kiimesi olsun. My, My,
M,, ..., M,, kenarlar kiimesi dizisini tanimlayaca-
g1z. Her M, kismi bir esleme olacak. En son tanim-
lanan M,, aradigimiz mitkemmel esleme olacak.

My = @ olsun. Her 1 <i < icin, M,’yi sirayla
tanimlayalim:

1. T,, i noktasindan baglayan dallardan olusan
ve ardigik her iki kenarindan birinin M;_;’de oldu-
gu daha fazla buyutulemeyecek herhangi bir agac
olsun.
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2. Eger yukarda tanimlanan T; agaci, ©’de bas-
layan, daha uzatilamayacak ve M;_;’de goriilme-
yen bir noktada sona eren bir D dali barindiriyor-
sa, M; = (M;_{\ E(D)) v (E(D)\ M,_4) olsun; i ye-
rine i + 1 alarak birinci adimdan algoritmaya de-
vam edelim.

3. Eger T/nin her i noktasinda baglayan en
uzun dalinin son noktalar1 M; ;’de gorilityorsa o
zaman mitkemmel egleme kosullari gerceklegsme-
mis demektir. Nitekim L = V(T;) n K ise, IB(L)l <
ILI’dir ve algoritma sona erer.

Ornek: 1, 2, 3, 4, 5, 6 kizlari, 7, 8, 9, 10, 11,
12 ise erkekleri simgelesin. Bu 12 kiz ve erkegin

hangilerinin yuva kurmaya razi olduklarini asagi-
daki cizgedeki bagintilarla gosterelim.

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

Algoritmamizi uyguladigimizda asagidaki T
agaglarini, D dallarini ve M eglemelerini elde ederiz.

M, = &, bunu biliyoruz. $imdi i = 1 olsun ve
algoritmaya devam edelim.

T, agaci T, agaci T; agaa T, agac Ts agac T, agact
3 4 S 6
1 2 ®
e 6 o || © o g 3 .103 1‘2 7 3@ @11@ 12
7 9 10 8 9
D =1-7 (6rnegin) D = 2-8 (6rnegin) v L 2 @ 3 2@ 04
M, M, i
1-7 1-7
[ @ ® 10
2-8 10 '9¢ @10
D = 3-7-10 (6rnegin)
3 4
M, ‘ M e @1
2-8
3-7 @
11
1-10 o 7@
D =4-10-1-7-3-9 D = 5-7-1-10-4-11
(Ornegin) M,
M, 28 5@
2-8 3-9 D =612
4-10 5-7
1-7 1-10 Mg
3-9 411 2-8
39
5-7
1-10
4-11
6-12

Ornegimizdeki gizgede (M tarafindan verilen) mitkemmel bir esleme bulduk, yani {igiincii adima hig

gecmedik. &



