
Euler’in kan›tlad›¤›

çok flafl›rt›c› bir eflitlik

vard›r. Kan›t› çok da ko-

layd›r. Bir çocu¤un bile anla-

yaca¤› kolayl›kta...

Kan›t› bu kadar kolay olan bir eflitli¤in “Euler

formülü” diye bilinmesinin nedeni, eflitli¤in ilginç-

li¤indendir elbette. Kolay kolay akla gelmeyecek

bir eflitlik... Akla gelse, kan›tlamas› kolay...

Kenarlar›n›n sadece çizgenin noktalar›nda kesi-

flecek biçimde düzleme çizilebilen çizgelere düzlemsel

denir. Örne¤in,

yandaki çizge düz-

lemsel de¤ildir,

çünkü bu çizge

düzleme nas›l çizi-

lirse çizilsin en az

iki kenar çizgisi mutlaka kesiflmek zorunda, sözgeli-

mi resimde AC ve BE kenar çizgileri kesiflmifl.

Öte yandan,

soldaki çizge düz-

lemseldir, yani bir

düzleme kenarlar›

kesiflmeyecek bi-

çimde çizilebilir,

nitekim çizilmifl de.

Tamçizgeler (bknz. sayfa 11) aras›nda sadece

K1, K2, K3, K4 düzlemseldir, K5’ten itibaren tam-

çizgeler düzlemsel de¤ildir.

Düzlemsel bir

çizge alal›m. Bu çiz-

geyi bir biçimde düz-

leme çizelim. Çizge,

düzlemi bölgelere

ay›r›r. Örne¤in bir

üstteki çizge düzlemi alt› parçaya ay›r›r (çizgenin

d›fl›nda kalan parçay› da say›yoruz).

Teorem (Euler Formülü). Tekparça ve düzlem-

sel bir çizgenin bölge say›s› b, kenar say›s› k, nok-

ta say›s› n ise, b − k + n = 2 eflitli¤i geçerlidir. 

Kan›t: Kan›t›m›z b üzerine tümevar›mla ola-

cak. E¤er b = 1 ise, o zaman çizgede hiç döngü yok

demektir, yani çizge bir a¤açt›r. A¤aç ve Orman

adl› yaz›m›zda k = n − 1 eflitli¤ini kan›tlam›flt›k

(Teorem 1, sayfa 19).  Demek ki bu durumda,

b − k + n = 1 − (n − 1) + n = 2 ve eflitlik do¤ru.

fiimdi b > 1 olsun. Çizgeye G ad›n› verelim. Bu

AB, çizgenin (bir bölge oluflturan) bir döngüsünün

bir kenar› olsun. AB kenar›n› kald›ral›m. Geri kalan

çizgeye G1 ad›n› verelim. G1 çizgesinin bölge, kenar

ve nokta say›lar› s›ras›yla b1, k1 ve n1 olsun. AB ke-

nar› bir döngünün parças› oldu¤undan, AB, G’nin

iki bölgesine ortakt›r. Dolay›s›yla AB’yi kald›rd›¤›-

m›zda G’nin iki bölgesi tek bir bölge haline gelir.

Yani b1 = b − 1 eflitli¤i geçerlidir. Ve elbette k1 = k

– 1 ve n1 = n eflitlikleri de geçerlidir. Ayr›ca G1 hâlâ

daha tekparça bir çizge (neden?) Dolay›s›yla tüme-

var›m varsay›m›na göre Euler formülü G1 çizgesi

için do¤ru, yani b1 − k1 + n1 = 2. Demek ki, b − k +

n = (b1 + 1) − (k1 + 1) + n = b1 − k1 + n1 = 2. ■■

Sonuç. K3,3 ve K5 çizgeleri düzlemsel de¤ildir.

Kan›t: Önce K5 çizgesini ele alal›m. K5 çizge-

sinde n = 5 ve k = 10. Dolay›s›yla, düzlemsel olsay-

d›, b − k + n = 2 formülünden b = 7 ç›kard›. fiimdi  

{(B, X) : X kenar, B bölge ve X, B bölgesinin  

bir kenar›}

kümesini iki de¤iflik biçimde sayal›m.

Her X kenar› iki bölgeye dahil oldu¤undan bu
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Kapak Konusu: Çizgeler

Euler Formülü
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Düzleme çizilen sürekli, kapal› (yani baflla-

d›¤› yerde biten) ve kendi üstünde kesiflmeyen

bir e¤ri, düzlemi, düzlemin içi ve d›fl› olmak üze-

re iki parçaya ay›r›r. 1887’ye kadar bu teorem

matematikçilere o kadar basit görünüyordu ki

kimse kan›tlamak gerek-

sinimini duymam›flt›. Bu

gereksinimi ilk duyan

Frans›z matematikçi Ca-

mille Jordan’d›r. Teore-

min ad› da Jordan E¤ri

Teoremi’dir. Ne var ki Jordan’›n kan›t› yanl›flt›.

Bugün bilinen kan›tlar›n hiçbiri kolay de¤ildir. 

Sözünü etti¤imiz Euler Formülü, b say›s›n-

dan sözetmekle, bir anlamda Jordan E¤ri Teore-

mi’ni kabul eder.

d›fl

iç



kümede 2k, yani 20 tane eleman var. Her bölge bir

üçgenden oluflmak zorunda oldu¤undan, bu küme-

de ayr›ca 3b, yani 21 tane eleman var. 21 ≠ 20 ol-

du¤undan K5 düzlemsel de¤ildir.

fiimdi K3,3 çizgesini ele alal›m. Bu çizgede n =

6 ve k = 9. Dolay›s›yla, düzlemsel olsayd›, b − k +

n = 2 formülünden b = 5 ç›kard›. fiimdi 

{(B, X) : X kenar, B bölge ve X, B bölgesinin

bir kenar›}

kümesini iki de¤iflik biçimde sayal›m.

Her X kenar› iki bölgeye dahil oldu¤undan bu

kümede 2k, yani 18 tane eleman var. Her bölge en

az dört köfleden oluflmak zorunda oldu¤undan, bu

kümede ayr›ca en az 4b, yani 20 tane eleman var,

yani 18 > 20, çeliflki. Demek ki K3,3 düzlemsel de-

¤ildir. ♦
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K3,3 ve K5 çizgeleri

B
ir toplulukta baz›lar› birbirleriyle el s›k›fl-

m›fllar baz›lar› el s›k›flmam›fllar. Tek say›da

kifliyle el s›k›flm›fl insan say›s›n› tahmin ede-

bilir miyiz? Bu say›y› tam olarak bilemeyiz elbet,

nas›l bilelim ki... Ancak, tek say›da kifliyle el s›k›fl-

m›fl kifli say›s› mutlaka çift olmal›d›r, bunu kan›tla-

yabiliriz, kan›tlayaca¤›z da... Örne¤in, tek say›da

kifliyle el s›k›flm›fl 5 kifli olamaz, illa çift kifli olmal›.

‹nsanlar› bir çizgenin noktalar› olarak görelim.

E¤er iki kifli el s›k›flm›flsa, o kiflileri simgeleyen nok-

talar aras›na bir kenar çizelim. Böylece bir çizge el-

de etmifl oluruz. Bir kiflinin el s›k›flt›¤› kifli say›s›, o

kifliyi simgeleyen noktaya de¤en kenar say›s›d›r,

yani o noktan›n “derecesi”dir. Demek ki, tek say›-

da kifliyle el s›k›flm›fl insan say›s›n›n çift oldu¤unu

kan›tlamak için afla¤›daki teoremi kan›tlamal›y›z:

El S›k›flma Teoremi. Sonlu bir çizgede derecesi

tek olan nokta say›s› çifttir.

Bu teoremi kan›tlamak için önce afla¤›daki ön-

sav› kan›tlayaca¤›z. E¤er A bir çizgenin bir nokta-

s›ysa, d(A), o noktan›n derecesini simgelesin.

Önsav. Sonlu bir G = (V,E) çizgesinde

eflitli¤i geçerlidir.

Önsav’›n Kan›t›: Çizgemizin kenar say›s› |E|.

Her kenar›n iki uç noktas› var. Dolay›s›yla her ke-

nar›n, noktalar›n derecelerinin toplam›na 2 katk›s›

oluyor. Dolay›s›yla noktalar›n derecelerinin topla-

m› kenar say›s›n›n iki kat›d›r. ■■

El S›k›flma Teoremi’nin Kan›t›: V0, derecesi

çift olan, V1, derecesi tek olan noktalar kümesi ol-

sun. Yukardaki önsavda kan›tlanan eflitlikten, 

eflitli¤i ç›kar. Demek ki, 

çift bir say›. Ama sol taraftaki toplamdaki d(A) sa-

y›lar›n›n herbiri çift, dolay›s›yla toplam da çift. De-

mek ki, sa¤daki

say›s› da çift olmal›. Ama buradaki d(A)’lar›n her-

biri tek bir say›. Bu d(A)’lar›n toplam›n›n çift ol-

mas› için çift say›da d(A) toplamal›y›z, yani V1 çift

bir say› olmal›. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ♦

El S›k›flma Teoremi

Bir kübün ortas›na, ayn› yönde küçük bir

küp yerlefltirelim. Büyük kübün köfle noktalar›-

n› küçük kübe efl düflen noktalarla birlefltirelim.

Küçük kübü büyük kübün ortas›ndaki bir delik

gibi görelim. Bir çizge elde ederiz. Nokta say›s›

= n = 16, kenar say›s› = k = 32. Euler Formü-

lü’nün do¤ru olmas› için bölge say›s› 18 olmal›.

Öte yandan, bak›fl aç›s›na göre, bölge say›s› ya

16’d›r ya da en az 20. Euler Formülü, ifade edil-

di¤i biçimde üç boyutlu uzayda yanl›flt›r. Ancak,

küp, piramit gibi “deliksiz” bir çokyüzlü için

formül do¤rudur. Bu konuda [GS] ilginç bir ya-

z›d›r, öneririz. ♦
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