Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Kapak Konusu: Cizgeler

Euler Formiilu

Euler’in  kamtladig
¢ok sasirtict bir esitlik
vardir. Kanit1 ¢ok da ko-
laydir. Bir ¢ocugun bile anla-
yacagi kolaylikta...

Kanit1 bu kadar kolay olan bir esitligin “Euler
formiilii” diye bilinmesinin nedeni, esitligin ilging-
ligindendir elbette. Kolay kolay akla gelmeyecek
bir esitlik... Akla gelse, kanitlamasi kolay...

Kenarlarimin sadece ¢izgenin noktalarinda kesi-
secek bi¢imde diizleme cizilebilen ¢izgelere diizlemsel

A B denir.  Ornegin,
yandaki ¢izge diz-
degildir,
¢unki bu ¢izge

lemsel

diizleme nasil izi-

lirse ¢izilsin en az

iki kenar ¢izgisi mutlaka kesismek zorunda, sozgeli-
mi resimde AC ve BE kenar cizgileri kesismis.

Ote

soldaki ¢izge diiz-

yandan,

A B

lemseldir, yani bir
diizleme kenarlar
kesismeyecek bi-
¢imde ¢izilebilir,
nitekim ¢izilmis de.
Tamgizgeler (bknz. sayfa 11) arasinda sadece
Ky, Ky, K3, Ky dizlemseldir, Ks’ten itibaren tam-
cizgeler diizlemsel degildir.

‘6

bir

cizge alalim. Bu ¢iz-

Diizlemsel

geyi bir bigimde diiz-
leme c¢izelim. Cizge,
duzlemi  bolgelere

ayirir. Ornegin  bir
ustteki ¢izge dizlemi alti pargaya ayirir (¢izgenin
disinda kalan parcay1 da sayiyoruz).

Teorem (Euler Formiilii). Tekparca ve diizlem-
sel bir cizgenin bélge sayist b, kenar sayist k, nok-
ta sayist nise, b — k + n = 2 esitligi gecerlidir.

Kanit: Kanitimiz b {izerine tiimevarimla ola-
cak. Eger b = 1 ise, 0 zaman cizgede hi¢ dongii yok
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Diizleme cizilen stirekli, kapali (yani basla-
dig1 yerde biten) ve kendi ustiinde kesismeyen
bir egri, diizlemi, diizlemin igi ve dig1 olmak tize-
re iki pargaya ayirir. 1887’ye kadar bu teorem
matematikgilere o kadar basit goriniiyordu ki
kimse kanitlamak gerek-
sinimini duymamisti. Bu  ds
gereksinimi ilk duyan
Fransiz matematik¢i Ca-
mille Jordan’dir. Teore-
min adi da Jordan Egri
Teoremi’dir. Ne var ki Jordan’in kanit1 yanligt1.
Bugiin bilinen kanitlarin higbiri kolay degildir.

Sozunii ettigimiz Euler Formuli, b sayisin-
dan sozetmekle, bir anlamda Jordan Egri Teore-
mi’ni kabul eder.

demektir, yani ¢izge bir agagtir. Aga¢ ve Orman
adli yazimizda k = n — 1 esitligini kanitlamigtik
Demek ki bu durumda,
b-k+n=1-(n-1)+n=2 ve esitlik dogru.

(Teorem 1, sayfa 19).

Simdi b > 1 olsun. Cizgeye G adini verelim. Bu
AB, cizgenin (bir bolge olusturan) bir donglisiintin
bir kenari olsun. AB kenarini kaldiralim. Geri kalan
cizgeye Gq adini verelim. Gy ¢izgesinin bolge, kenar
ve nokta sayilari sirasiyla by, kq ve n; olsun. AB ke-
nari bir dongtiniin parcasi oldugundan, AB, G’nin
iki bolgesine ortaktir. Dolayisiyla AB’yi kaldirdigi-
mizda G’nin iki bolgesi tek bir bolge haline gelir.
Yani by = b — 1 esitligi gecerlidir. Ve elbette ky = &
-1 ve nq = n esitlikleri de gegerlidir. Ayrica G hala
daha tekparca bir ¢izge (neden?) Dolayisiyla tiime-
varim varsayimina gore Euler formulit Gy cizgesi
icin dogru, yani by — kq + ny = 2. Demek ki, b — k +
n=by+1)—(ky+1)+n=by—ky+ny=2. O

Sonug. K3 3 ve K ¢izgeleri diizlemsel degildir.

Kamt: Once Kj gizgesini ele alalim. K cizge-
sinde 7 = 5 ve k = 10. Dolayisiyla, diizlemsel olsay-
di, b — k + n =2 formiiliinden b = 7 ¢ikardi. Simdi

{(B, X) : X kenar, B bolge ve X, B bolgesinin

bir kenari}
kiimesini iki degisik bigimde sayalim.

Her X kenart iki bolgeye dahil oldugundan bu
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K3 3 ve K; cizgeleri

kiimede 2k, yani 20 tane eleman var. Her bolge bir
ticgenden olugmak zorunda oldugundan, bu kiime-
de ayrica 3b, yani 21 tane eleman var. 21 = 20 ol-
dugundan K; diizlemsel degildir.

Simdi K3 3 ¢izgesini ele alalim. Bu gizgede 7 =
6 ve k = 9. Dolayisiyla, duzlemsel olsaydi, b — k +
n = 2 formiiliinden b = § ¢ikardi. Simdi

{(B, X) : X kenar, B bolge ve X, B bolgesinin

bir kenari}
kiimesini iki degisik bigimde sayalim.

Her X kenart iki bolgeye dahil oldugundan bu
kiimede 2k, yani 18 tane eleman var. Her bolge en
az dort kogeden olusmak zorunda oldugundan, bu
kiimede ayrica en az 4b, yani 20 tane eleman var,
yani 18 > 20, eligki. Demek ki K3 3 diizlemsel de-
gildir. &

Bir kiibtin ortasina, aymi yonde kiigiik bir
kiip yerlestirelim. Biyiik kiibiin koge noktalari-
n1 kiigtik kiibe es diigen noktalarla birlegtirelim.
Kigiik kiibti biiytik kubiin ortasindaki bir delik
gibi gorelim. Bir ¢izge elde ederiz. Nokta sayisi
= n = 16, kenar sayis1 = k = 32. Euler Formi-
l’ntin dogru olmast icin bolge sayisi 18 olmali.
Ote yandan, bakis acisina gore, bolge sayis1 ya
16°dir ya da en az 20. Euler Formiily, ifade edil-
digi bicimde ti¢ boyutlu uzayda yanhstir. Ancak,
kiip, piramit gibi “deliksiz” bir ¢okyizli icin
formiil dogrudur. Bu konuda [GS] ilging bir ya-
z1dir, Oneririz.

El Sitkisma Teoremi

ir toplulukta bazilari birbirleriyle el sikig-
muglar bazilari el sikigmamuglar. Tek sayida

B

bilir miyiz? Bu sayiy1 tam olarak bilemeyiz elbet,

kisiyle el sikismis insan sayisin1 tahmin ede-

nasil bilelim ki... Ancak, tek sayida kisiyle el sikig-
mug kisi sayis1 mutlaka ¢ift olmalidir, bunu kanitla-
yabiliriz, kanitlayacagiz da... Ornegin, tek sayida
kisiyle el sikigmig 5 kisi olamaz, illa ¢ift kisi olmal.

Insanlar1 bir ¢izgenin noktalar1 olarak goérelim.
Eger iki kigi el sikigmigsa, o kisileri simgeleyen nok-
talar arasina bir kenar cizelim. Boylece bir ¢izge el-
de etmis oluruz. Bir kiginin el sikigtig1 kisi sayisi, o
kisiyi simgeleyen noktaya degen kenar sayisidir,
yani o noktanin “derecesi”dir. Demek ki, tek say1-
da kisiyle el sikigmig insan sayisinin ¢ift oldugunu
kanitlamak i¢in asagidaki teoremi kanitlamaliyiz:

Fl Sikisma Teoremi. Sonlu bir cizgede derecesi
tek olan nokta sayis: cifttir.

Bu teoremi kanitlamak i¢in 6nce asagidaki on-
savi kanitlayacagiz. Eger A bir ¢izgenin bir nokta-
stysa, d(A), o noktanin derecesini simgelesin.

Onsav. Sonlu bir G = (V,E) ¢izgesinde
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Dy dA) =2E]
esitligi gecerlidir.

Onsav’in Kamtr: Cizgemizin kenar sayisi |El.
Her kenarin iki ug¢ noktasi var. Dolayisiyla her ke-
narin, noktalarin derecelerinin toplamina 2 katkisi
oluyor. Dolayisiyla noktalarin derecelerinin topla-
mu kenar sayisinin iki katidir. O

El Sikisma Teoremi’nin Kaniti: V{;, derecesi
cift olan, Vy, derecesi tek olan noktalar kiimesi ol-

sun. Yukardaki 6nsavda kanitlanan esitlikten,

> acy, d(A)+ > Ay, d1A) = 2JE|
esitligi cikar. Demek ki,

ZAEVO d(A) + ZAGV1 d(A)
cift bir say1. Ama sol taraftaki toplamdaki d(A) sa-

yilarinin herbiri ¢ift, dolayisiyla toplam da ¢ift. De-

Dpey dA)
sayis1 da ¢ift olmali. Ama buradaki d(A)’larin her-

mek ki, sagdaki

biri tek bir sayi. Bu d(A)’larin toplaminin ¢ift ol-
masi icin ¢ift sayida d(A) toplamaliyiz, yani Vy cift
bir say1 olmali. Teoremimiz kanitlanmigtir. ¢



