
Üç evde yaflayan üç aile

varm›fl, evlerin d›fl›nda

da üç su kayna¤›... Üç aile de üç su

kayna¤›na bir yoldan ba¤lanmak istiyor, an-

cak, kavgal› olduklar›ndan yollar›n kesiflmesini is-

temiyorlar. Na-

s›l yaparlar?

Bilinen bir

sorudur bu. Ay-

n› soruyu çizge-

ler kuram›nda

ifade edebiliriz:

Alttaki çizgede,

tepedeki üç noktan›n herbirini

alttaki üç noktan›n herbirine

çizgiler birbirleriyle kesiflmeye-

cek biçimde ba¤layabilir miyiz?

Bir baflka deyiflle afla¤›da resimleri gösterilen

K3,3 çizgesi düzlemsel midir? Yani bu çizge kenar-

lar kesiflmeyecek biçimde bir düzleme çizilebilir mi?

Yan›t olumsuzdur: K3,3 çizgesi düzlemsel de-

¤ildir, yani üç ev üç su kayna¤›na borular birbiri-

nin üstünden geçmeden ba¤lanamaz.

Bunu bir önceki Euler Formülü yaz›s›nda

kan›tlam›flt›k. K3,3 çizgesinin düzlemsel olmay›fl›

afla¤›daki teoremden de ç›kar:

Teorem. En az n ≥ 3 noktal› bir çizgede en kü-

çük döngünün uzunlu¤u g ≥ 3 ise, o zaman çizge-

nin kenar say›s› ya n − 1’den ya da 

den küçüktür.

Bu teoremin kan›t› o kadar zor de¤ildir, örne-

¤in [B1, Teorem 16, sayfa 22]’de bulunabilir.

Sonuç. K3,3 çizgesi düzlemsel de¤ildir.

Kan›t: K3,3 çizgesinde g = 4, n = 6 ve kenar sa-

y›s› k = 9. 

Ama 9 > n – 1 = 6 − 1 ve 9 > .

Demek ki yukardaki teoreme göre K3,3 çizgesi

düzlemsel olamaz. ■■

Sonuç. K5 çizgesi düzlemsel de¤ildir.

Kan›t: K5 çizgesinde g = 3, n = 5 ve kenar sa-

y›s› k = 10. 

Ama 10 > 5 − 1 ve 10 > .

Demek ki yukardaki teoreme göre K3,3 çizgesi

düzlemsel olamaz. ■■

Yukardaki sonuçlara göre K3,3 ve K5 çizgeleri-

ni içeren çizgeler düzlemsel olamazlar. 1930’da

Kuratowski bunun afla¤› yukar› tersini de kan›tla-

d›. Kuratowski’nin teoremini aç›klayal›m.

Bir çizge alal›m. Çizgeye G diyelim. E¤er çizge-

de derecesi 2 olan bir nokta varsa, o noktay› sile-

lim ve o noktaya de¤en iki kenar› onar›p tek bir ke-

nar yapal›m. Örne-

¤in, e¤er G, yanda-

ki ilk çizgeyse, (içi

bofl gösterilmifl) de-

recesi 2 olan nokta-

y› at›p, o noktaya

de¤en iki kenar› tek bir kenar haline getirip sa¤da-

ki çizgeyi elde ederiz. Bunu derecesi 2 olan kenar

kalmayana dek yapal›m. Hatta, derecesi 0 ve 1

olan noktalar› ve o noktalara de¤en kenarlar› da

atal›m. Ve bunu böylece sürdürelim. Geriye (belki

de hiç noktas›z) her noktas›n›n derecesi en az 3

olan bir çizge kalacak. E¤er K3,3 ve K5 çizgeleri ge-

riye kalan bu çizgenin bir altçizgesi de¤ilse, o za-

man G çizgesi düzlemseldir. ‹flte Kuratowski Te-

oremi bunu söyler. Çok hofl bir teorem. Kan›t› [K,

DS, Th, Tv]’de bulunabilir. ♦
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Düzlemsel Çizgeler

K3,3 çizgesinin iki değişik gösterimi


