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Kapak Konusu: Cizgeler

Cizgeleri Boyamak ve

Dort Renk Problemi

Sonlu bir c¢izgeyi ortak
noktalar1 olan kenarlar ayr

e

boyamak istiyoruz.

renklerde olmak kosuluyla cesitli renklere

Elimizde bol bol renk varsa, 6rnegin renk sayi-
miz en az ¢izgenin kenar sayisi kadarsa, o zaman
boyle bir boyama her zaman miimkundiir, her ke-
nar1 ayr1 bir renge boyariz, olur biter.

Ote yandan, elimizde sadece tek bir renk var-
sa, boyle bir boyama ancak her noktasinin derece-
si 1 olan ¢izgeler i¢cin miimkiindir.

Amacimiz, boyle bir boyama icin yeterli en az
renk sayisimi bulmak. Bu sayiya ¢izgenin kenar

yor. Ama bu ¢izge daha az sayida renkle de boyana-
maz, clinki derecesi 4 olan bir nokta var, yani 4 =
A(G) < ¢'(G). Demek ki bu ornekte y'(G) = 4.

Yukardaki orneklerde y'(G)
x(G)
Vizing Teoremi olarak bilinen ve kanitlamayacagi-

A(G) ya da
A(G) + 1 esitliklerinden biri saglaniyordu.

miz asagidaki sonu¢ bunun her zaman boyle oldu-
gunu soyliyor.

Teorem (V.G. Vizing 1964, bknz. [We]).
AG) < 1'(G) € A(G)+1.

renk sayisi diyelim. G cizgesinin kenar

Hangi ¢izgelerin kenar renk sayi-

renk sayisi 3'(G) ile gosterilir.

%'(G), G’nin noktalarinin derece-
lerinin en biytiginden daha az ola-
maz, bu bariz. Yani, eger G ¢izgesinin
nokta derecelerinin en buyuigiine A(G)
dersek, A(G) < ¢/(G) esitsizligi dogru-

n noktadan olusan ve
her iki noktasi arasinda
bir kenar olan, yani
n(n—1)/2 kenarl ¢izgele-
re tamgizge denir. Tam-
cizgeler K, ile gosterilir.

sinin A hangilerinin A+1 oldugunu an-
lamak her zaman kolay degildir. An-
cak ozel bazi ¢izgeler i¢in bu say1 bu-
lunmustur. Ornegin, olasi her kenarin
oldugu 7 noktali K,, tamgizgeleri igin
bu say1 bilinmektedir:

dur. Ikinci 6rnekte gorecegimiz iizere
esitlik dogru olmayabilir. (Ama c¢ok da yanls

olmadigini gorecegiz birazdan.)

Ornek 1. A(G) = 1 ise, 0 zaman y/'(G) = 1 =
A(G); bunu kanitlamak oldukga kolay.

Ornek 2. 7 nokta ve 7 kenar-
I1 bir dongiiden ibaret olan cizge-
ler C, olarak gosterilir. Yanda
Cg’y1 goriiyorsunuz. x'(C,,) sayi-
sint bulmak olduk¢a kolay: »
ciftse ¢'(C,) = 2 = A(C,), tekse
X,(Cn) =3= A(Cn)"'l

Ornek 3. Yandaki cizgenin ke-
nar renk sayisi 4’tiir. Renkleri 1, 2,
3 ve 4 ile ifade edip kenarlar sekil-
deki gibi bu 4 renge boyayabiliriz.

Bu boyama bu G ¢izgesi icin
Y(G) <4 = A(G) esitsizligini kanith-
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Teorem: n tek ise y'(K,) = n = AK,)+1, 7 ¢ift
ise x'(K,,) = n—-1 = A(K,,)’dir.

Kanmit: Once K, tam-
gizgesinin kenarlarini 7
renge boyayabilecegimizi
kanitlayalim.

Noktalar1 her zaman-
ki gibi 1, 2, ..., n diye ad-
landiralim. Renklerimize

de 1, 2, ..., n diyelim. ab
kenarini alalim. a + b = i(mod #) esitligini saglayan
bir i rengi bulalim. Simdi ab kenarini i rengine bo-
yayalim. Boylece K, ¢izgesi » farkli renkle boyan-
mus olur. Kolayca goruldugi tizere, bu yontemle, a
noktasina 2a’ya tekabil eden renge boyanmig bir
kenar degmez, bu bilgiyi daha sonra kullanacagz.
Simdi, eger n tekse K,’yi daha az boyayla bo-
yayamayacagimizi, eger # giftse K,’yi n — 1 boyay-
la boyayabilecegimizi gosterelim.
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Once 7’nin tek oldugu durumu ele alalim. Ay-
ni renkte & kenar oldugunu varsayalim. Ortak
noktalari olamayacagindan, bu k kenarin toplam
2k ug noktasi vardir. Demek ki 2k < n, yani k <
n/2, yani (n tek say1 oldugundan) k < (n—1)/2. De-
mek ki her bir renkle en fazla (7—1)/2 kenar boya-
nabilir. Dolayisiyla en fazla #n-1 renkle en fazla
(n—1)(n—1)/2 kenar boyanabilir. Oysa K, ’nin daha
fazla, tam n(n—1)/2 kenari vardir ve boyanmamig
kenar kalacaktir. Demek ki # tekse, K,, cizgesi
n’den daha az renge boyanamaz.

Simdi de #’nin c¢ift oldugu durumu ele alalim.
K,, tamgizgesini #—1 renge boyayacagiz.

K, tamgizgesi, {1, 2, ..., n—1} noktalarindan
olusmus K, tamgizgesine bir nokta (# noktasi)
ekleyerek ve o noktadan diger butun noktalara bi-
rer kenar ekleyerek elde edilir.
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K,,_ cizgesinin kenarlarini bir 6nceki yontem-

le #—1 renge boyayalim. Her noktada bir eksik
renk olacaktir: i noktasina degen 2i’ye tekabul
eden renge boyanmig kenar yoktur. Noktalara
degmeyen renklerin hepsi birbirinden farklidir (72—
1 tek say1 oldugundan 2a = 2b mod(n-1) ise a =
b’dir.) Bu eksik renklerle eklenen

Teorem (Kénig, 1916). ki kiimeli bir G ¢izge-
sinin kenar renk sayist A(G) dirl.

Kanit: Kanitimiz Konig’in orijinal kanitindan
farkli olacak ve bu sayimizda ag¢ikladigimiz bagka
bir sonuca dayanacak.

G gizgesine yeni nokta ve kenarlar ekleyerek,
her noktasinin derecesi A(G) olan ve G ¢izgesini icin-
de barindiran iki kiimeli G ¢izgesini elde edelim.
Ornegin G, cizgesi belli bir 7 igin K,, , cizgesi olabi-
lir. Noktalarinin derecesi esit olan iki kiimeli ¢izgele-
rin mitkemmel eglemesi oldugunu Copgatanlik Prob-
lemi yazimizda gosterdik (o yazinin sonundaki “Bir
Basgka Sonug” paragrafi). Gy ¢izgesinin mitkemmel
eslemesinin kenarlarini 1 rengine boyayalim ve bo-
yadigimuz bu kenarlart Gy ¢izgesinden silelim. Yeni
olugan ¢izgeye G, adini verirsek, G, ¢izgesi de nok-
talarinin derecesi A(G) — 1 olan iki kiimeli ¢izgedir
ve mitkemmel bir eglemesi vardir. G, ¢izgesindeki
mitkemmel eglemeyi 2 rengine boyayip G, ¢izgesin-
den 2 rengine boyadigimiz bu kenarlar silelim. Olu-
san yeni cizge, noktalarinin derecesi A(G) — 2 olan
iki kiimeli ¢izgedir ve mitkemmel bir eglemesi vardir.
Bu yontemi tiim kenarlari boyamay: bitirene dek
surduriirsek Gy gizgesini dolayisiyla G ¢izgesini
A(G) renkle boyamis oluruz. O

Noktalar1 Boyamak
Benzer bir boyamayi kenarlar
yerine noktalar i¢in de tamimlamak
miumkiin. G yine bir ¢izge olsun.
G’nin noktalarinmi boyayacagiz, ama g
komgu noktalarin ayni renge boyan-
mamis olmasina Ozen gosterecegiz. 1 2
Noktalari, komsu

noktanin kenarlarini boyadigimizda
K,, cizgesini #—1 renkle boyama igle-
mimiz tamamlanmig olur. Demek ki
L(K,) < 51 = AK,) < 7/(K,), yani
v'(K,,) = n-1. O

Simdi benzer bir sonucu iki k-
meli cizgeler icin kanitlayacagiz.
Once iki kiimeli ¢izgeyi tanimlaya-
lim. Eger bir ¢izgenin noktalari, ayni

iki kimeli bir gizge 6rneqi

noktalar ayr1 renklerde olacak bi-
¢imde boyamak icin gereken en az
renk sayisina nokta renk sayisi di-
yelim. Nokta renk sayis1 %(G) ile
gosterilir.  Yukaridaki ¢izgenin
nokta renk sayis1 3’tiir.

Once nokta renk saysiyla ilgi-
li bariz bazi sonuglari siralayalim.

(1) x(G) = 1 esitligi icin ge-
rek ve yeter kosul G’nin kenarsiz

kiimedeki noktalar arasinda kenar
olmayacak bicimde ikiye ayrilabilirse, o ¢izgeye iki
kiimeli ¢izge denir.

bir ¢izge olmasidir.

1 Bu yazidaki gizgelerimizin noktalar1 arasinda birden fazla ke-
nar olabilir, yani kavram ve kanitlarimiz daha genel ¢izgeler i¢in
de gegerlidir.
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Herhangi bir G cizgesi ele alalim. Bu G ¢iz-
gesinden hareket ederek bir G cizgesi elde ede-
cegiz. Gq ¢izgesinin noktalari G cizgesinin ke-
narlar1 olacak. Simdi G ¢izgesinin iki noktasi-
nin ne zaman bir kenarla birlestirilecegine karar
vermemiz gerekiyor. Eger G ¢izgesinin iki nok-
tasma tekabiil eden G’nin kenarlari kesisiyolr-
larsa Gy ¢izgesinin o iki noktasmni bir kenarla
birlestirelim. Ornegin, eger G asagidaki koyu
noktali ve diiz kenarli ¢izgeyse, G i¢i beyaz

noktali ve kesik kenarli ¢cizgedir.

G’nin iki kiimeli bir ¢izge olmasidir. Dolayisiyla bir
agacin noktalari her zaman iki renge boyanabilir.
(3) %(Chps1) =3 =A(Cyyppq) + 1 ve x(Cy,,) =2
= A(CZn)
4) x(K,) =n=AK,) +1.

Brook’un 1941’de kanitladig1 asagidaki sonug
nokta renk sayisi i¢in istsinir vermektedir.

Teorem (Brook 1941, bknz [We]). G tekpar-
caysa ve K,, ya da C,,,,1 degilse y(G) < A(G)’dir.

Bu teoreme gore, x(G) < A(G) + 1 esitsizligi
gecerlidir ve tstsinir G = K, ve G = C,,,,1 durum-
larinda elde edilir.

Dort Renk Problemi

Siyasi haritalarda komsu tilkeler farkl: renkler-
le boyanir. Her tiirlii siyasi haritay1 bu bi¢cimde bo-
yamak icin gerekli en az renk sayis1 kactir? Dort
Renk Problemi, her haritanin, komsu iki tilke ayni
renkte olmayacak bicimde sadece dort renkle bo-
yanip boyanamayacag problemidir.

Iki iilkenin komsu olmast igin iki iilkenin sinir-
larinin bir cizgide kesismesi gerekmektedir, tilkele-
rin sinirlar1 sadece sonlu sayida noktada kesisiyor-
sa o zaman iilkeler komsu sayilmazlar.

1852°de heniiz 6grenci olan, ileride matematik-
¢i olacak Francis Guthrie kardesi Frederick Guth-
rie’'ye dort rengin yeterli olacagimi distindugint
soylemis, Frederick de danmismani Ingiliz matematik-
¢i A. de Morgan’a sormustur. Sorunun yanitini De
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Morgan da bilmiyordur. 1878’de A. Cayley proble-
mi Londra Matematik Dernegi’ne sunmustur. Bir
yildan kisa bir siire i¢inde A. B. Kenpe bu saniy1 ka-
nitladigini diigiinmiis ancak 1890’da P. J. Heawood
bu kanitta yanls oldugunu farketmistir. Bir bagka
yanlig kanit 1880°de Tait tarafindan verilmistir, ka-
nittaki bogluk 1891°de Petersen tarafindan kesfedil-
mistir. Her ne kadar kanitlar yanhgsa da, her iki
yanlg kanitin da probleme katkist olmustur. Ardin-
dan 6nemli bir katki 1922’de Franklin ve Birnhoff
tarafindan gelmig en fazla 25 ilkeli bir haritay1 bo-
yamak i¢in dort rengin yeterli oldugunu kanitlamig-
lardir. Problem iizerine ¢alismalar devam etmis ve
sani nihayet 1976’da K. Appel ve W. Haken tarafin-
dan kanitlanmigtir. Bu kanit bilgisayar programi
kullandigindan, matematikgiler hila daha bu teore-
min daha basit bir kanitin1 vermeye ¢aligiyorlar. En
son N. Robertson, D. P. Sanders, P. Seymour ve R.
Thomas dort renk problemine yeni bir kanit vermis-
lerdir. Bilgisayar da kullanan bu kanit tizerine daha
bilgi
mas/FC/fourcolor.html sitesinde bulunabilir.

fazla http://www.math.gatech.edu/~tho-

Sorular
Soru 1. Beg Platon cisminin ¢izgelerinin (agagi-
da) kenar ve nokta renk sayilarini bulun.

AHYVA®

A(G)=3 A(G)=4

A(G)=3

Soru 2. Yandaki Petersen cizgesinin kenar ve
nokta renk sayilari kagtir?

Soru 3. Turkiye’nin siyasi haritasini dort renge
boyayabilir misiniz? ¢




