
Sonlu bir çizgeyi ortak

noktalar› olan kenarlar ayr›

renklerde olmak kofluluyla çeflitli renklere

boyamak istiyoruz.

Elimizde bol bol renk varsa, örne¤in renk say›-

m›z en az çizgenin kenar say›s› kadarsa, o zaman

böyle bir boyama her zaman mümkündür, her ke-

nar› ayr› bir renge boyar›z, olur biter.

Öte yandan, elimizde sadece tek bir renk var-

sa, böyle bir boyama ancak her noktas›n›n derece-

si 1 olan çizgeler için mümkündür. 

Amac›m›z, böyle bir boyama için yeterli en az

renk say›s›n› bulmak. Bu say›ya çizgenin kenar

renk say›s› diyelim. G çizgesinin kenar

renk say›s› χ′(G) ile gösterilir. 

χ′(G), G’nin noktalar›n›n derece-

lerinin en büyü¤ünden daha az ola-

maz, bu bariz. Yani, e¤er G çizgesinin

nokta derecelerinin en büyü¤üne ∆(G)

dersek, ∆(G) ≤ χ′(G) eflitsizli¤i do¤ru-

dur. ‹kinci örnekte görece¤imiz üzere

eflitlik do¤ru olmayabilir. (Ama çok da yanl›fl

olmad›¤›n› görece¤iz birazdan.)

Örnek 1. ∆(G) = 1 ise, o zaman χ′(G) = 1 =

∆(G); bunu kan›tlamak oldukça kolay.

Örnek 2. n nokta ve n kenar-

l› bir döngüden ibaret olan çizge-

ler Cn olarak gösterilir. Yanda

C6’y› görüyorsunuz. χ′(Cn) say›-

s›n› bulmak oldukça kolay: n

çiftse χ′(Cn) = 2 = ∆(Cn), tekse

χ′(Cn) = 3 = ∆(Cn)+1.

Örnek 3. Yandaki çizgenin ke-

nar renk say›s› 4’tür. Renkleri 1, 2,

3 ve 4 ile ifade edip kenarlar› flekil-

deki gibi bu 4 renge boyayabiliriz.

Bu boyama bu G çizgesi için

χ′(G) ≤ 4 = ∆(G) eflitsizli¤ini kan›tl›-

yor. Ama bu çizge daha az say›da renkle de boyana-

maz, çünkü derecesi 4 olan bir nokta var, yani 4 =

∆(G) ≤ χ′(G). Demek ki bu örnekte χ′(G) = 4.

Yukardaki örneklerde χ′(G) = ∆(G) ya da

χ′(G) = ∆(G) + 1 eflitliklerinden biri sa¤lan›yordu.

Vizing Teoremi olarak bilinen ve kan›tlamayaca¤›-

m›z afla¤›daki sonuç bunun her zaman böyle oldu-

¤unu söylüyor.

Teorem (V.G. Vizing 1964, bknz. [We]).

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G)+1. 

Hangi çizgelerin kenar renk say›-

s›n›n ∆ hangilerinin ∆+1 oldu¤unu an-

lamak her zaman kolay de¤ildir. An-

cak özel baz› çizgeler için bu say› bu-

lunmufltur. Örne¤in, olas› her kenar›n

oldu¤u n noktal› Kn tamçizgeleri için

bu say› bilinmektedir:

Teorem: n tek ise χ′(Kn) = n = ∆(Kn)+1, n çift

ise χ′(Kn) = n−1 = ∆(Kn)’dir.

Kan›t: Önce Kn tam-

çizgesinin kenarlar›n› n

renge boyayabilece¤imizi

kan›tlayal›m. 

Noktalar› her zaman-

ki gibi 1, 2, ..., n diye ad-

land›ral›m. Renklerimize

de 1, 2, ..., n diyelim. ab

kenar›n› alal›m. a + b ≡ i(mod n) eflitli¤ini sa¤layan

bir i rengi bulal›m. fiimdi ab kenar›n› i rengine bo-

yayal›m. Böylece Kn çizgesi n farkl› renkle boyan-

m›fl olur. Kolayca görüldü¤ü üzere, bu yöntemle, a

noktas›na 2a’ya tekabül eden renge boyanm›fl bir

kenar de¤mez, bu bilgiyi daha sonra kullanaca¤›z.

fiimdi, e¤er n tekse Kn’yi daha az boyayla bo-

yayamayaca¤›m›z›, e¤er n çiftse Kn’yi n − 1 boyay-

la boyayabilece¤imizi gösterelim.
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Kapak Konusu: Çizgeler

Çizgeleri Boyamak ve

Dört Renk Problemi
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n noktadan oluflan ve

her iki noktas› aras›nda

bir kenar olan, yani

n(n–1)/2 kenarl› çizgele-

re tamçizge denir. Tam-

çizgeler Kn ile gösterilir.



Önce n’nin tek oldu¤u durumu ele alal›m. Ay-

n› renkte k kenar oldu¤unu varsayal›m. Ortak

noktalar› olamayaca¤›ndan, bu k kenar›n toplam

2k uç noktas› vard›r. Demek ki 2k ≤ n, yani k ≤
n/2, yani (n tek say› oldu¤undan) k ≤ (n−1)/2. De-

mek ki her bir renkle en fazla (n−1)/2 kenar boya-

nabilir. Dolay›s›yla en fazla n−1 renkle en fazla

(n−1)(n−1)/2 kenar boyanabilir. Oysa Kn’nin daha

fazla, tam n(n−1)/2 kenar› vard›r ve boyanmam›fl

kenar kalacakt›r. Demek ki n tekse, Kn çizgesi

n’den daha az renge boyanamaz.

fiimdi de n’nin çift oldu¤u durumu ele alal›m.

Kn tamçizgesini n−1 renge boyayaca¤›z.

Kn tamçizgesi, {1, 2, ..., n−1} noktalar›ndan

oluflmufl Kn−1 tamçizgesine bir nokta (n noktas›)

ekleyerek ve o noktadan di¤er bütün noktalara bi-

rer kenar ekleyerek elde edilir. 

Kn−1 çizgesinin kenarlar›n› bir önceki yöntem-

le n−1 renge boyayal›m. Her noktada bir eksik

renk olacakt›r: i noktas›na de¤en 2i’ye tekabül

eden renge boyanm›fl kenar yoktur. Noktalara

de¤meyen renklerin hepsi birbirinden farkl›d›r (n−
1 tek say› oldu¤undan 2a ≡ 2b mod(n–1) ise a =

b’dir.) Bu eksik renklerle eklenen

noktan›n kenarlar›n› boyad›¤›m›zda

Kn çizgesini n−1 renkle boyama iflle-

mimiz tamamlanm›fl olur. Demek ki

χ′(Kn) ≤ n–1 = ∆(Kn) ≤ χ′(Kn), yani

χ′(Kn) = n–1. ■■

fiimdi benzer bir sonucu iki kü-

meli çizgeler için kan›tlayaca¤›z.

Önce iki kümeli çizgeyi tan›mlaya-

l›m. E¤er bir çizgenin noktalar›, ayn›

kümedeki noktalar aras›nda kenar

olmayacak biçimde ikiye ayr›labilirse, o çizgeye iki

kümeli çizge denir. 

Teorem (König, 1916). ‹ki kümeli bir G çizge-

sinin kenar renk say›s› ∆(G)’d›r1. 

Kan›t: Kan›t›m›z König’in orijinal kan›t›ndan

farkl› olacak ve bu say›m›zda aç›klad›¤›m›z baflka

bir sonuca dayanacak.

G çizgesine yeni nokta ve kenarlar ekleyerek,

her noktas›n›n derecesi ∆(G) olan ve G çizgesini için-

de bar›nd›ran iki kümeli G1 çizgesini elde edelim.

Örne¤in G1 çizgesi belli bir n için Kn,n çizgesi olabi-

lir. Noktalar›n›n derecesi eflit olan iki kümeli çizgele-

rin mükemmel efllemesi oldu¤unu Çöpçatanl›k Prob-

lemi yaz›m›zda gösterdik (o yaz›n›n sonundaki “Bir

Baflka Sonuç” paragraf›). G1 çizgesinin mükemmel

efllemesinin kenarlar›n› 1 rengine boyayal›m ve bo-

yad›¤›m›z bu kenarlar› G1 çizgesinden silelim. Yeni

oluflan çizgeye G2 ad›n› verirsek, G2 çizgesi de nok-

talar›n›n derecesi ∆(G)  − 1 olan iki kümeli çizgedir

ve mükemmel bir efllemesi vard›r. G2 çizgesindeki

mükemmel efllemeyi 2 rengine boyay›p G2 çizgesin-

den 2 rengine boyad›¤›m›z bu kenarlar› silelim. Olu-

flan yeni çizge, noktalar›n›n derecesi ∆(G) − 2 olan

iki kümeli çizgedir ve mükemmel bir efllemesi vard›r.

Bu yöntemi tüm kenarlar› boyamay› bitirene dek

sürdürürsek G1 çizgesini dolay›s›yla G çizgesini

∆(G) renkle boyam›fl oluruz. ■■

Noktalar› Boyamak

Benzer bir boyamay› kenarlar

yerine noktalar için de tan›mlamak

mümkün. G yine bir çizge olsun.

G’nin noktalar›n› boyayaca¤›z, ama

komflu noktalar›n ayn› renge boyan-

mam›fl olmas›na özen gösterece¤iz.

Noktalar›, komflu

noktalar ayr› renklerde olacak bi-

çimde boyamak için gereken en az

renk say›s›na nokta renk say›s› di-

yelim. Nokta renk say›s› χ(G) ile

gösterilir. Yukar›daki çizgenin

nokta renk say›s› 3’tür. 

Önce nokta renk say›s›yla ilgi-

li bariz baz› sonuçlar› s›ralayal›m.

(1) χ(G) = 1 eflitli¤i için ge-

rek ve yeter koflul G’nin kenars›z

bir çizge olmas›d›r.
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1 Bu yaz›daki çizgelerimizin noktalar› aras›nda birden fazla ke-

nar olabilir, yani kavram ve kan›tlar›m›z daha genel çizgeler için
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(2) χ(G) = 2 eflitli¤i içi gerek ve yeter koflul

G’nin iki kümeli bir çizge olmas›d›r. Dolay›s›yla bir

a¤ac›n noktalar› her zaman iki renge boyanabilir.

(3) χ(C2n+1) = 3 = ∆(C2n+1) + 1 ve χ(C2n) = 2

= ∆(C2n).

(4) χ(Kn) = n = ∆(Kn) + 1.

Brook’un 1941’de kan›tlad›¤› afla¤›daki sonuç

nokta renk say›s› için üsts›n›r vermektedir.

Teorem (Brook 1941, bknz [We]). G tekpar-

çaysa ve Kn ya da C2n+1 de¤ilse χ(G) ≤ ∆(G)’dir.

Bu teoreme göre, χ(G) ≤ ∆(G) + 1 eflitsizli¤i

geçerlidir ve üsts›n›r G = Kn ve G = C2n+1 durum-

lar›nda elde edilir.

Dört Renk Problemi

Siyasi haritalarda komflu ülkeler farkl› renkler-

le boyan›r. Her türlü siyasi haritay› bu biçimde bo-

yamak için gerekli en az renk say›s› kaçt›r? Dört

Renk Problemi, her haritan›n, komflu iki ülke ayn›

renkte olmayacak biçimde sadece dört renkle bo-

yan›p boyanamayaca¤› problemidir.

‹ki ülkenin komflu olmas› için iki ülkenin s›n›r-

lar›n›n bir çizgide kesiflmesi gerekmektedir, ülkele-

rin s›n›rlar› sadece sonlu say›da noktada kesifliyor-

sa o zaman ülkeler komflu say›lmazlar.

1852’de henüz ö¤renci olan, ileride matematik-

çi olacak Francis Guthrie kardefli Frederick Guth-

rie’ye dört rengin yeterli olaca¤›n› düflündü¤ünü

söylemifl, Frederick de dan›flman› ‹ngiliz matematik-

çi A. de Morgan’a sormufltur. Sorunun yan›t›n› De

Morgan da bilmiyordur. 1878’de A. Cayley proble-

mi Londra Matematik Derne¤i’ne sunmufltur. Bir

y›ldan k›sa bir süre içinde A. B. Kenpe bu san›y› ka-

n›tlad›¤›n› düflünmüfl ancak 1890’da P. J. Heawood

bu kan›tta yanl›fl oldu¤unu farketmifltir. Bir baflka

yanl›fl kan›t 1880’de Tait taraf›ndan verilmifltir, ka-

n›ttaki boflluk 1891’de Petersen taraf›ndan keflfedil-

mifltir. Her ne kadar kan›tlar yanl›flsa da, her iki

yanl›fl kan›t›n da probleme katk›s› olmufltur. Ard›n-

dan önemli bir katk› 1922’de Franklin ve Birnhoff

taraf›ndan gelmifl en fazla 25 ülkeli bir haritay› bo-

yamak için dört rengin yeterli oldu¤unu kan›tlam›fl-

lard›r. Problem üzerine çal›flmalar devam etmifl ve

san› nihayet 1976’da K. Appel ve W. Haken taraf›n-

dan kan›tlanm›flt›r. Bu kan›t bilgisayar program›

kulland›¤›ndan, matematikçiler hâlâ daha bu teore-

min daha basit bir kan›t›n› vermeye çal›fl›yorlar. En

son N. Robertson, D. P. Sanders, P. Seymour ve R.

Thomas dört renk problemine yeni bir kan›t vermifl-

lerdir. Bilgisayar da kullanan bu kan›t üzerine daha

fazla bilgi http://www.math.gatech.edu/~tho-

mas/FC/fourcolor.html sitesinde bulunabilir.

Sorular

Soru 1. Befl Platon cisminin çizgelerinin (afla¤›-

da) kenar ve nokta renk say›lar›n› bulun.

Soru 2. Yandaki Petersen çizgesinin kenar ve

nokta renk say›lar› kaçt›r?

Soru 3. Türkiye’nin siyasi haritas›n› dört renge

boyayabilir misiniz? ♦
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Herhangi bir G çizgesi ele alal›m. Bu G çiz-

gesinden hareket ederek bir G1 çizgesi elde ede-

ce¤iz. G1 çizgesinin noktalar› G çizgesinin ke-

narlar› olacak. fiimdi G1 çizgesinin iki noktas›-

n›n ne zaman bir kenarla birlefltirilece¤ine karar

vermemiz gerekiyor. E¤er G1 çizgesinin iki nok-

tas›na tekabül eden G’nin kenarlar› kesifliyolr-

larsa G1 çizgesinin o iki noktas›n› bir kenarla

birlefltirelim. Örne¤in, e¤er G afla¤›daki koyu

noktal› ve düz kenarl› çizgeyse, G1 içi beyaz

noktal› ve kesik kenarl› çizgedir.

∆(G)=3 ∆(G)=3 ∆(G)=4 ∆(G)=5 ∆(G)=3


