
Bir çizgede birbirine

komflu üç noktaya üçgen

denir. Yani üçgen,

asl›nda K3 tamçizgesidir.

Bir çizgede mutlaka bir üçgen

olmas› için o çizgede en az kaç ke-

nar olmal›d›r? Yan›tlayaca¤›m›z bi-

rinci soru bu olacak. Yan›tlayaca¤›-

m›z ikinci soru da flu olacak: Rastgele seçilmifl son-

lu bir çizgede bir üçgen olma olas›l›¤› kaçt›r?

I. “En Az Kaç Kenar Olmal›?” Sorusu

Çizgede hiç kenar yoksa üçgen de olamaz el-

bet. Ama bir kenar da yetmez, en az üç kenar ol-

mal› ki bir üçgen olma olas›l›¤› olsun. Öte yandan

nokta say›s› üçten fazlaysa, üç kenar da yetmez,

hatta dört kenar da yetmez. Örne¤in dört noktal›

bir çizgede en az befl kenar olmal› ki o çizgede bir

üçgen oldu¤undan emin olal›m. Befl noktal› bir çiz-

gede en az alt› kenar olmal› ki o çizgede bir üçgen

oldu¤undan emin olal›m.

E¤er çizgede olas› tüm kenarlar varsa, yani Kn

tamçizgesiyle karfl› karfl›yaysak, çizgede mutlaka 

bir üçgen olacakt›r, hatta bir de¤il tane üçgen 

olacakt›r. Ama biz, tek bir üçgenin belirmesi için

gereken en az kenar say›s›yla ilgileniyoruz.

Teorem (Mantel 1907). [n2/4]’den fazla kenar›

olan n noktal› bir çizgede mutlaka bir üçgen vard›r1.

Kan›t: G üçgensiz bir çizge olsun. n, G’nin

nokta say›s›, e de G’nin kenar say›s› olsun. e ≤ n2/4

eflitsizli¤ini gösterece¤iz.

E¤er x ve y noktalar› aras›nda bir kenar varsa,

bu iki noktan›n komflu oldu¤u ortak nokta ola-

maz. Dolay›s›yla x ve y’nin derecelerinin toplam›

en fazla n olabilir, yani d(x) + d(y) ≤ n eflitsizli¤i

do¤rudur. fiimdi bu eflitsizlikleri toplayal›m.

∑xy kenar [d(x)+d(y)] ≤ ne

eflitsizli¤ini buluruz. Sol taraftaki toplama dikkatli-

ce bakal›m. Bu toplam› altalta yazal›m ve kaç tane

d(x) toplad›¤›m›za bakal›m, x’e de¤en ne kadar ke-

nar varsa o kadar d(x) toplar›z. Yani, sol taraftaki

toplamda, her d(x), x noktas›n› içeren kenar say›s›

kadar, yani x’in derecesi kadar beliriyor. Demek ki

sol taraf, ∑x nokta d(x)2’ye eflit. Cauchy’nin Bir

Eflitsizli¤i yaz›s›nda kan›tlad›¤›m›z üzere (sf. 69),

(∑x nokta d(x))2 ≤ n ∑x nokta d(x)2.

Dolay›s›yla,

(∑x nokta d(x))2 ≤ n ∑x nokta d(x)2 

= n ∑xy kenar [d(x)+d(y)] ≤ n2e.

Öte yandan 

(∑x nokta d(x))2 = (2e)2 = 4e2

eflitli¤ini sayfa 25’te görmüfltük (El S›k›flma

Teoremi). Demek ki 4e2 ≤ n2e, yani e ≤ n2/4. ■■

II. Rastgele Bir Çizgede Üçgen Olma Olas›l›¤›

fiimdi n noktal› rastgele seçilmifl bir çizgede üç-

gen olma olas›l›¤›n› hesaplayal›m. Herhangi iki

nokta aras›nda bir kenar olma olas›l›¤› p olsun.

Demek ki p, 0’la 1 aras›nda bir say›. E¤er kenar›n

olup olmamas› için (hilesiz bir parayla) yaz› tura

atarsak p = 1/2 olur.

Noktalar›m›za {1, 2, …, n} diyelim. Bu n nokta-

y› üçer üçer ay›ral›m: {1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}, …

En sonda bir ya da iki nokta kalabilir, bu son iki

noktay› umursamayal›m. Toplam, [n/3] üç tane nok-

tal› kümemiz oldu. ‹lk üç noktan›n bir üçgen olma

olas›l›¤› p3’tür, çünkü üç potansiyel kenar›n herbiri-

nin olma olas›l›¤› p, üçünün birden olma olas›l›¤›

p3’tür. Demek ki ilk üç noktan›n üçgen olmama ola-

s›l›¤› 1−p3. Hem birinci üçlünün hem de ikinci üçlü-

nün üçgen olmama olas›l›¤› (1−p3)2. Benzer biçimde,

[n/3] üçlü kümenin hiçbirinin bir üçgen olmama ola-

s›l›¤› (1−p3)[n/3]. Demek ki bu üçlülerden en az biri-

nin bir üçgen olma olas›l›¤› 1 − (1−p3)[n/3]. Dolay›-

s›yla n noktal› bir çizgede en az bir üçgen olma ola-

s›l›¤› n ≥ 1 − (1−p3)[n/3] say›s›ndan daha fazla.
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Kapak Konusu: Çizgeler

Büyük Çizgeler

Küçük Çizgeleri Yutar

1 [r], r gerçel say›s›n›n tam k›sm›d›r, örne¤in [2,9] = 2.

üçgen



fiimdi n’yi sonsuza götürelim. E¤er p ≠ 0 ise

sa¤ taraf 1’e gider. Dolay›s›yla, e¤er p ≠ 0 de¤ilse,

yani kenar olas›l›¤› s›f›r de¤ilse, o zaman rastgele

sonlu bir çizgede bir üçgen olma olas›l›¤› 1’e çok

yak›nd›r, o kadar ki n sonsuza gitti¤inde, bu olas›-

l›k 1’e yak›nsar. Yani çizgelerin çok çok çok büyük

bir ço¤unlu¤unda bir üçgen vard›r.

E¤er p ≠ 0, 1 ise, verilen herhangi sonlu bir

çizgeyi, büyük n’ler için, n noktal› bir çizgenin

içinde bulma olas›l›¤› 1’e yak›nd›r. Bunun kan›t›

da aynen yukardaki gibidir: Verilen çizgeye G di-

yelim. G’nin m noktas› ve k kenar› olsun. n nok-

tay› [n/m] tane m noktal›k ayr›k kümelere ay›ra-

l›m. Aynen yukardaki gibi düflünürsek, G’nin bu

[n/m] tane m noktal›k çizgenin ayn›s› olmama ola-

s›l›¤› en az (1 − pk(1−p)n(n−1)/2 − k)[n/m] dir, bu ola-

s›l›k da n sonsuza giderken 0’a gider.

Demek ki çok büyük çizgeler büyük olas›l›kla

küçük çizgeleri içinde bar›nd›r›rlar. ♦
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Bir çizgenin iki noktas› aras›ndaki mesafe, o iki

nokta aras›ndaki en k›sa yolun kenar say›s›d›r.

Örne¤in afla¤›daki çizgede A ve C aras›ndaki mesa-

fe 2’dir. 

Tekparça bir çizgenin çap›, o çizgedeki en uzun

mesafedir. Örne¤in herhangi iki noktas› aras›nda

bir kenar olan n noktal› Kn tamçizgesinin çap›

1’dir. Yukar›daki çizgenin çap› 2’dir.

Her noktas›n›n derecesi d olan bir çizgeye d-

düzgün çizge denir. Örne¤in Kn, (n−1)-düzgün bir

çizgedir. Yukardaki çizge düzgün de¤ildir. Afla¤›-

daki çizgeler s›ras›yla 3, 3, 4, 5 ve 3-düzgündür.

Bunlar›n çaplar› da s›ras›yla 1, 3, 2, 3, 5’tir.

d-düzgün ve D çapl› bir çizgenin nokta say›s›

çok çok fazla olamaz, d ve D’ye ba¤›ml› olarak bü-

yüyebilir ancak. Nitekim, d-düzgün ve D çapl› bir

çizgenin en fazla 

1 + d + d(d − 1) + d(d − 1)2 + … + d(d − 1)D−1

noktas› olabilir. Bunun kan›t› oldukça kolayd›r:

Herhangi bir nokta seçelim ve o noktaya uzakl›¤›

0, 1,…, D olan noktalar› sayal›m; bunlardan en

fazla (s›ras›yla)

1, d, d(d − 1), d(d − 1)2, …, d(d − 1)D−1

tane olabilir.

Yukardaki

1 + d + d(d − 1) + d(d − 1)2 + … + d(d − 1)D−1

say›s›na Moore sabiti denir. Moore sabitini M(d,

D) olarak gösterelim.

eflitli¤ine dikkatinizi çekeriz.

Tam Moore sabiti M(d, D) kadar noktas› olan

(yani maksimum noktas› olan) d-düzgün, D çapl›

çizgeler var m›d›r? Evet vard›r, ama fazla yoktur.

E¤er d ≥ 3 ve D ≥ 2 ise, tam Moore sabiti M(d, D)

kadar noktas› olan d-düzgün, D çapl› bir çizgede

D = 2 olmal› ve d = 3, 7 ve (belki de, bilinmiyor)

57 olabilir.

http://maite71.upc.es/grup_de_grafs/table_g.html

adresinden bu konuda daha fazla bilgi elde edebi-

lirsiniz. ♦
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Mesafe, Çap ve Moore Sabiti


