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Kapak Konusu: Cizgeler

Biuyiuk Cizgeler
Kiicik Cizgeleri Yutar

Bir birbirine

komsu ii¢ noktaya ii¢gen

cizgede

g b denir. Yani iicgen,
ashinda K3 tamgizgesidir.

Bir ¢izgede mutlaka bir tiggen
olmast i¢in o ¢izgede en az kag ke-
nar olmalidir? Yanitlayacagimiz bi- ticgen
rinci soru bu olacak. Yanitlayacagi-
miz ikinci soru da su olacak: Rastgele se¢ilmis son-
lu bir ¢izgede bir ii¢cgen olma olasihigi kagtir?

I. “En Az Kag¢ Kenar Olmali?” Sorusu

Cizgede hi¢ kenar yoksa tiggen de olamaz el-
bet. Ama bir kenar da yetmez, en az l¢ kenar ol-
mali ki bir iiggen olma olasilig1 olsun. Ote yandan
nokta sayisi tgten fazlaysa, ti¢ kenar da yetmez,
hatta dort kenar da yetmez. Ornegin dort noktali
bir ¢izgede en az bes kenar olmali ki o ¢izgede bir
tiggen oldugundan emin olalim. Beg noktali bir ¢iz-
gede en az alt1 kenar olmali ki o ¢izgede bir tiggen
oldugundan emin olalim.

Eger cizgede olasi tiim kenarlar varsa, yani K,
tamgizgesiyle karsi karsiyaysak, ¢izgede mutlaka

n
bir tiggen olacaktir, hatta bir degil ( 3] tane liggen

olacaktir. Ama biz, tek bir tiggenin belirmesi i¢in
gereken en az kenar sayisiyla ilgileniyoruz.

Teorem (Mantel 1907). [#2/4]’
olan n noktal: bir ¢izgede mutlaka bir iicgen vardirl.

den fazla kenarn

Kanmit: G ucgensiz bir ¢izge olsun. #, G’nin
nokta sayisi, e de G’nin kenar sayisi olsun. e < n2/4
esitsizligini gosterecegiz.

Eger x ve y noktalari arasinda bir kenar varsa,
bu iki noktanin komsu oldugu ortak nokta ola-
maz. Dolayisiyla x ve y’nin derecelerinin toplami
en fazla n olabilir, yani d(x) + d(y) < n esitsizligi
dogrudur. Simdi bu esitsizlikleri toplayalim.

2 ey kenar [d(x)+d(y)] < me
esitsizligini buluruz. Sol taraftaki toplama dikkatli-

1 [r], r gergel sayisinin tam kismudir, 6rnegin [2,9] = 2.
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ce bakalim. Bu toplamu altalta yazalim ve kac tane
d(x) topladigimiza bakalim, x’e degen ne kadar ke-
nar varsa o kadar d(x) toplariz. Yani, sol taraftaki
toplamda, her d(x), x noktasini iceren kenar sayisi
kadar, yani x’in derecesi kadar beliriyor. Demek ki
sol taraf, 2, oxa d(x)2ye esit. Cauchy’nin Bir
Esitsizligi yazisinda kamitladigimuz tizere (sf. 69),

(X nokta dx))2 <72 2o poka dlx)2.
Dolayisiyla,
(X nokea dx))2 < 71 2 o ()
= 11 Doy kenar [d(x)+d(y)] < ne.
Ote yandan
(2 nokea d(x))2 = (2¢)2 = 4¢2

esitligini sayfa 25°te gormigtik (El Sikigma
Teoremi). Demek ki 4¢2 < n2e, yani e < n2/4. O

IL. Rastgele Bir Cizgede Uggen Olma Olasihigt

Simdi 7 noktali rastgele secilmis bir ¢izgede tig-
gen olma olasihgini hesaplayalim. Herhangi iki
nokta arasinda bir kenar olma olasiligi p olsun.
Demek ki p, 0’la 1 arasinda bir say1. Eger kenarin
olup olmamasi igin (hilesiz bir parayla) yazi tura
atarsak p = 1/2 olur.

Noktalarimiza {1, 2, ..., n} diyelim. Bu 7 nokta-
y1 liger uger ayirahm: {1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}, ...
En sonda bir ya da iki nokta kalabilir, bu son iki
noktayr umursamayalim. Toplam, [#/3] ti¢ tane nok-
talt kiimemiz oldu. Ilk {i¢ noktanin bir iiggen olma
olasilig1 p3°tiir, ciinkii ii¢ potansiyel kenarin herbiri-
nin olma olasilig p, ticiintin birden olma olasilig:
p3’tiir. Demek ki ilk ii¢c noktanin iicgen olmama ola-
sihig1 1-p3. Hem birinci {icliiniin hem de ikinci iiglii-
niin iicgen olmama olasilig1 (1-p3)2. Benzer bicimde,
[#/3] tiglii kiimenin hicbirinin bir tiggen olmama ola-
siligr (1-p3)[#/3], Demek ki bu iicliilerden en az biri-
nin bir {icgen olma olasihigr 1 — (1-p3)[#/31. Dolayi-
siyla 7 noktali bir ¢izgede en az bir ticgen olma ola-
sihgr > 1 — (1-p3)[3] sayisindan daha fazla.
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Simdi 7’yi sonsuza goturelim. Eger p # 0 ise
sag taraf 1’e gider. Dolayisiyla, eger p = 0 degilse,
yani kenar olasiligi sifir degilse, o zaman rastgele
sonlu bir ¢izgede bir licgen olma olasihig 1’e ¢cok
yakindir, o kadar ki # sonsuza gittiginde, bu olasi-
lik 1’e yakinsar. Yani ¢izgelerin ¢cok cok ¢cok buyiik
bir cogunlugunda bir ticgen vardir.

Eger p = 0, 1 ise, verilen herhangi sonlu bir
cizgeyi, buytuk »’ler igin, # noktali bir ¢izgenin
icinde bulma olasiligi 1’e yakindir. Bunun kaniti
da aynen yukardaki gibidir: Verilen ¢izgeye G di-
yelim. G’nin m noktasi ve k kenari olsun. 7 nok-
tayl [n/m] tane m noktalik ayrik kiimelere ayira-
lim. Aynen yukardaki gibi disiintirsek, G’nin bu
[#/m] tane m noktalik ¢izgenin aynist olmama ola-

siligi en az (1 — pk(1—p)rn—1)12 = k)ln/m] dir, bu ola-
silik da 7 sonsuza giderken 0’a gider.

Demek ki ¢ok buyuk ¢izgeler buyiik olasilikla
kiigiik ¢izgeleri icinde barindirirlar. ¢

Mesafe, Cap ve Moore Sabiti

Bir ¢izgenin iki noktas1 arasindaki mesafe, o iki
nokta arasindaki en kisa yolun kenar sayisidir.

Ornegin asagidaki cizgede A ve C arasindaki mesa-
fe 2°dir.

E D

Tekparca bir ¢izgenin ¢api, o ¢izgedeki en uzun
mesafedir. Ornegin herhangi iki noktas: arasinda
bir kenar olan 7z noktali K, tamgizgesinin ¢ap1
1’dir. Yukaridaki ¢izgenin ¢api 2’dir.

Her noktasinin derecesi d olan bir ¢izgeye d-
diizgiin cizge denir. Ornegin K,,, (n—1)-diizgiin bir
cizgedir. Yukardaki ¢izge dizgtin degildir. Asagi-
daki ¢izgeler sirasiyla 3, 3, 4, 5 ve 3-duzgtndiir.
Bunlarin ¢aplari da sirasiyla 1, 3, 2, 3, 5’tir.

d-diizgiin ve D ¢apli bir cizgenin nokta sayisi
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cok cok fazla olamaz, d ve D’ye bagimli olarak bii-
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yuyebilir ancak. Nitekim, d-diizgiin ve D ¢aph bir
cizgenin en fazla

1+d+dd-1)+dd-1)2+..+dd-1)DP"1
noktasi olabilir. Bunun kaniti olduk¢a kolaydir:
Herhangi bir nokta secelim ve o noktaya uzaklig
0, 1,..., D olan noktalari sayalim; bunlardan en
fazla (sirasiyla)

1,d,dd-1),dd-1)? ...,dd-1)DP1

tane olabilir.

Yukardaki
1+d+dd-1)+dd-1)2+..+dd-1)DP"1
sayisina Moore sabiti denir. Moore sabitini M(d,

D) olarak gosterelim.
dd-1)P -2
d-2
esitligine dikkatinizi ¢ekeriz.
Tam Moore sabiti M(d, D) kadar noktasi olan
(yani maksimum noktasi olan) d-diizgin, D ¢aph

M(d,D)=

cgizgeler var midir? Evet vardir, ama fazla yoktur.
Eger d > 3 ve D > 2 ise, tam Moore sabiti M(d, D)
kadar noktasi olan d-diizgiin, D caph bir ¢izgede
D =2 olmali ve d = 3, 7 ve (belki de, bilinmiyor)
57 olabilir.
http://maite71.upc.es/grup_de_grafs/table_g.html
adresinden bu konuda daha fazla bilgi elde edebi-

lirsiniz.



