Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Kapak Konusu: Cizgeler

Tam Tur Olasihgi

Adlar1 1, 2, ..., n olan n
tane sehir olsun. Her ge-
hirden her sehre giden bir yol

olsun, yani K,, tamgizgesinde oldugumuzu

varsayalim. Her sehirden sadece bir kez gecen ve
bagladig1 sehirde biten tur sayisini bulalim.

Once 7 = 3 olsun. Bu 6zelligi olan tek bir tur
vardir. Iste o tur:

Turun hangi sehirde bagla-

! ’ digin1 ve hangi yone dogru gitti-
gini onemsemiyoruz, bizim igin
onemli olan turun kendisinden
z ¢ok o turu veren yol olacak.
Simdi # = 4 olsun. Bu sefer istedigimiz 6zellik-

lere sahip ii¢ degisik tur buluruz. Iste o ii¢ tur:
1 2 1 2 1 NZ
4 I I3 4 : :3 4 3
Bu ¢ turu sirasiyla 1234, 1243 ve 1324 olarak

gosterebiliriz.
1234 diye gosterdigimiz birinci turu,

1234 1432
2341 2143
3412 3214
4123 4321

olarak da gosterebilirdik. Bunlarin hepsi ayni tur-
dur. Dedigimiz gibi turun kendisiyle degil o turu
veren yolla ilgileniyoruz. Bir bagka deyisle K,, ¢iz-
gesinde kag tane C,, altcizgesi oldugunu hesapla-
mak istiyoruz.

Eger n = 5 ise her sehirden bir kez gecen kag
tur vardir? Bu turlari teker teker ¢izebiliriz. Teker
teker cizdik ve toplam 12 tur bulduk:

12345 12354
12435 12453
12534 12543
13245 13254
13425 13524
14235 14325

turlari, bagka da yoktur.
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Genel olarak, 7 sehirden sadece bir kez gecen
ve bagladig1 sehirde biten kag tur vardir?

n sayiy1 n! bicimde siraya dizebiliriz. Her si-
ralamay: bir yolculuk olarak gorebiliriz. Ornegin
12345 yolculugu 1’den baslar, 1 2
2’ye gider, sonra 3’e, 4’e, 5’e ve
en sonunda 1’e geri doner. Bu 3
bir turdur. Ancak bazi yolcu- °
luklar ayn1 turu verirler. Orne-
gin, 12345 yolculugunu yoni- !
nu degistirmeden bir baska sehirden baslayarak
yapabilirdik. Sozgelimi ikinci sehirden baglayip
(yon degistirmeden) 23451 vyolculugunu elde
edebilirdik, ya da besinci sehirden baslayip ve ge-
ne yon degistirmeden 51234 yolculugunu elde
edebilirdik. Ayrica, her yolculugu ters yone dog-
ru da yapabiliriz. Bunlar da ayni turu verir, Orne-
gimiz olan 12345 yolculugunun ters yondeki yol-
culugu 15432 yolculugudur. Sonug olarak asagi-
daki yolculuklarin herbiri ayni turu (12345 turu-

nu) verir:
12345 15432
23451 21543
34512 32154
45123 43215
51234 54321

Demek ki tam 2# yolculuk bize aym turu veri-
yor. Toplam #! yolculuk oldugundan ve her 2n
yolculuk tek bir tur verdigin-
den, toplam tur sayisi #n!/2n,
yani (n—1)!/2"dir.

Burada yaptigimiz, K,
tamcizgesinin tum Hamilton
turlarini, yani her noktadan
tek bir kez gegen (dolayisiyla
Bir ¢izgenin bir

Hamilton turu

her kenardan en fazla bir kez
gecen) ve basladigi noktada
biten turlari bulmaktir.

Eger Devlet Karayollann Mudurlagi » sehir
arasina rastgele # yol dosese, bu yollarin bir tam
tur olma olasihig1 kagtir?

n = 3 ise bu olasilik 1’dir (yuzde yiiz).
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Eger n = 4 ise bu olasilik 3/15 = 1/5’tir, ¢unki
7 = 4 ise tam tur sayisi yukarda gordigiimiiz tze-
re 3’tiir ve 4 noktali ve 4 kenarli ¢izge sayisi

44-172) (6 15
4 4)

tir. (Bunu sayfa 18°de gormustiik.)
Eger n = § ise bu olasilik 12/252 = 1/21%¢ du-
ser ¢unkii yukarda siraladigimiz tizere 5 noktali 12

tam tur vardir ve 5 noktali ve 5 kenarh ¢izge sayisi

{5(5 - 1)/2) (10}
= =252
5 5
dir.

Goruldugu gibi — en azindan kigiik #’ler igin —
n arttik¢a Devlet Karayollar1 Mudirligi’niin rast-
gele 7 sehir arasina rastgele # yol doseyerek bir
tam tur elde etme olasihig1 azaliyor.

n noktali ve 7 kenarli

nn-1)/2
n

cizge oldugundan, 7 noktali ve 7 kenarl rastgele
se¢ilmis bir ¢izgenin bir tam tur (yani bir Hamil-
ton turu) olma olasilig

m-11/2
{n(n—l)/z\

n

J

dir. 7 sonsuza giderken bu sayilarin limitini bul-
mak istiyoruz.

Bu limitin basit bir hesapla hesaplanip hesap-
lanamayacagini bilmiyoruz ama meshur Stirling
formiilii ve biraz analiz kullanarak limitin 0 oldu-
gu kolaylikla kanitlanir. Stirling formulii sunu
soyler:

n!

I —
(nle)"N2nn

Stirling Formiilii. lim,_,,

Yukarda limitini hesaplamak istedigimiz te-
rimde, Stirling formuliine gore, her 7! yerine
(mle)” \2mm koyabiliriz.

Bunu yapalim. Sonra da basit biraz analizle
buldugumuz yeni terimin limitini hesaplayalim.
Sonug, tahmin ettigimiz gibi 0 ¢ikacaktir.

Yukarda verdigimiz Stirling formilii ¢izgeler
kuraminda sik kullanilan bir aragtir. Ayrica son
derece sasirtic1 bir formiildiir. Bir anlamda, aritme-
tik (n!), analiz (e), geometri (n) ve kombinatoriyel
hesap arasinda bir iligkidir. Bir bagka sayida

kanitlariz bu esitligi. ¢

Atin Yolculugu

n x m boyutlu bir satrang tahtasinda at1 her kareden sadece bir kez gececek

bi¢imde gezdirmek demek, aslinda zm noktal bir ¢izgede bir tam tur bulmak demektir.

Cizgemizin noktalari satrang tahtasinin kareleri. Eger at bir kareden diger kareye gide-

biliyorsa, o iki kareye tekabiil eden noktalar arasina bir kenar

koyalim. Soldaki gibi oldukc¢a zengin ve gorsel olarak glizel bir
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bir yolculugudur. Asa-

gidaki sekillerde bu

kez aym kareden gecmeden her kareye ugrayan

cizge elde ederiz. Bu ¢izgenin her tam turu, atin iki
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problemin birka¢ ¢oziimiinii goriiyorsunuz.

Ancak ne yazik ki at

bagladigi noktaya ge-
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ri getirememisiz. Siz
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