Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Kapak Konusu: Cizgeler

Sonlu Rastgele Cizgeler

I. Giris. Bu yazida # nok-

E.

parcadir, kacta kagi diizlemseldir. Bu sorulari ya-

tali ¢izgelerin kagta ka-
¢inda bir kenar vardir, kag-
ta kacginda ticgen vardir, kagta kaci tek-

nitladiktan sonra 7’yi sonsuza gotiiriip, bu olasilik-
larin limitini bulacagiz.

Gorecegimiz lizere yanitlar cogu zaman “yliz-
de yiiz” ya da “yuzde sifir” ¢ikacak.

Daha sonra su soruya yanit arayacagiz: # nok-
tali bir ¢izgenin belli bir 6zelligi “biyiik bir olasi-
likla” saglamasi icin kenar sayisi (en az ya da en
fazla) kac olmalidir? Gorecegimiz tizere, belli bir
kenar sayisinin iistiine ¢ikildiginda (ya da altina
inildiginde) 6zelligin saglanma olasihg yiizde ytize
yakin oluyor, tam tersine o kenar sayisinin altina
inildiginde (ya da ustine ¢kildiginda) o6zelligin
saglanma olasilig1 ylizde sifira yakin oluyor. Yani
bir¢ok ozellik icin belli bir “esik” kenar sayisinin
oldugunu gorecegiz.

Elbette olasiliktan s6zedebilmek i¢in her seyden
once olasilik uzayimizi tanimlamamiz gerekecek.

II. En Basit Olasilik Uzayi. Cizgelerin her-
hangi bir 6zelligini alalim. Ornegin tekparca ol-
ma, ya da i¢inde bir tiggen barindirma, ya da her-
hangi iki nokta arasindaki mesafenin en fazla 2
olma ozelligini... Ozelligimize P diyelim.

Noktalar1 adlandirilmis 7 noktali tam 27(7—1)/2
tane ¢izge vardir. Kolaylik olmasi agisindan, bun-
dan boyle n(n—1)/2 sayisim N ile gosterelim. N, n
kenarli bir ¢izgenin olabilecek en fazla kenar sayi-
sidir, yani K,, tamg¢izgesinin kenar sayisidir. 7 nok-
tali cizge sayist da 2N’dir.

Bu 2N tane 7 noktal ¢izgenin bir kismi P zel-
ligini saglar, bir kismi saglamaz. P 6zelligini sagla-
yan n noktali ¢izge sayisina a,,(P) diyelim.

Demek ki P 6zelligini saglayan 7 noktal ¢izge-
lerin tiim 7 noktali ¢izgelere oram

a,(P)2N
dir. Dolayisiyla # noktali ¢izgeleri bir torbaya dol-
dursak, torbayi iyice karistirsak, o kadar iyi karig-
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tirsak ki herhangi bir ¢izgeyi se¢me olasiligimiz bir
diger cizgeyi secme olasihigimizdan degisik olmasa,
yani tiim ¢izgeleri segme olasiligimiz esit olsa, o za-
man o torbadan rastgele secilmis bir cizgenin P
ozelligini saglama olasiligi a,,(P)/2N°dir. Bunu
Olas,,(P) = a,,(P)/2N

olarak yazalim. Sol taraftaki Olas,(P), # noktali
bir ¢izgenin P 6zelligi olma olasihigidir. Bu sayinin
a,(P)/2N oldugunu gordiik.

Olas,,(P) sayisin1 bulmak, yani a,,(P)’yi bulmak
¢ogu zaman imkansiza yakindir. Dolayisiyla
Olas,,(P) sayilariyla degil, bu sayilarin # sonsuza
gittigindeki limitiyle ilgilenilir. Bu limite Olas,,(P)
ya da daha basit olsun diye Olas(P) diyelim:

Olas(P) = lim,,_, ., Olas,,(P).

Ornek 1. Bazen Olas(P) diye bir say1 olmaya-
bilir. Ornegin P, “ift sayida nokta var” ozelligiy-
se, Olas, (P) sayilari, 7 tekse 0’a, 7 ciftse 1’e esittir-
ler ve 0 ve 1’lerden olusan bu dizinin limiti yoktur.

Ornek 2. Eger P, “en az 2N~1 tane kenar var”
ozelligiyse, yani P, “kenar sayist olasi kenar sayisi-
nin yarisindan fazladir” ozelligiyse, o zaman
Olas,,(P) = 1/2’dir elbette. Dolayisiyla Olas(P) = 1/2.

Ornek 3. “Biiyitk Cizgeler Kiiciik Cizgeleri
Yutar!” yazisinda (sayfa 30), eger P, bir ticgen iger-
me Ozelligiyse, Olas(P)’nin 1 oldugunu kanitlamig-
tik. Hatta, daha da genel olarak, verilmis bir G ¢iz-
gesi icin, eger P, “G’yi icerme” oOzelligiyse,
Olas(P)’nin 1 oldugunu kanitlamigtik.

Ornek 4. Tam Tur Olasihg yazisinda, 7 nok-
tali ve n kenarli bir ¢izgenin bir tam tur (yani bir
Hamilton turu yani C,)) olma olasiliginin, 7 sonsu-
za giderken 0’a yakinsadigini bulmugtuk. Bundan
da su ¢ikar: Eger P, “cizge tekpar¢adir ve her nok-
tasinin derecesi 2’dir (yani ¢izge bir Hamilton tu-
rudur)” ozelligiyse ve Q, “¢izgenin nokta sayisi ke-
nar sayisina esittir”  Ozelligiyse,

O zaman

a,(P)la,(Q) sayilarinn limiti 0°dir.
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Ornek 5. Eger P, tekparga olma ozelligiyse,
Olas(P)’nin 1 oldugu bilinir. Ne yazik ki bu ilging so-
nucu kanitlamak igin yeterince yerimiz yok.

[lging bir bi¢imde, bircok P 6zelligi i¢in Olas(P)
sayist ya 0 ya da 1’dir.

Yukardaki olasilik uzayinda, her cizgeyi se¢cme
olasiigimiz 1/2N idi. Bir sonraki paragrafta bu
olasilik uzayini biraz genellestirecegiz.

III. Daha Genel Bir Olasilik Uzay1. Yukarda, n
adlandirilmig noktali gizgeleri bir torbaya koyup i¢-
lerinden birini rastgele sectik. Dolayisiyla her bir
cizgeyi secme olasiligimiz 1/2N idi. Rastgele ¢izgeyi
yukardaki gibi degil de, baska tiirlu segmeye calisa-
lim. Herhangi iki degisik nokta arasma bir kenar
koyup koymamak konusunda karar vermek icin
yazi tura atalim. Diyelim yazi gelirse kenar koyaca-
g1z, tura gelirse koymayacagiz. Ancak paramizin hi-
leli olma olasiligini da goz oniinde bulundurarak
yaz1 gelme olasiligina (1/2 yerine) p diyelim. Tura
gelme olasiligi da o zaman 1 — p’dir elbet. Simdi
herhangi bir adlandirilmig 7 noktali ¢izge alalim.
Diyelim bu ¢izgede k kenar var. Dolayisiyla geri ka-
lan N — k nokta cifti arasinda kenar yok. Bu ¢izge-
yi elde etmemiz icin kenarlar tarafindan birlestiril-
mis k nokta ifti icin yazi, kenarlar tarafindan bir-
lestirilmemig N — k nokta ifti i¢in tura atmamiz ge-
rekiyor. Demek ki bu cizgeyi elde etme olasiligimiz

pR(1-p)N~k
dir. Eger p = 1/2 ise, yukarda tanimladigimiz olasilik
uzayini buldugumuzdan, bu olasilik uzayi, yukarda
s0z ettigimiz olasilik uzayindan daha geneldir. Ama
p # 1/2 ise olasiliklar degisir. Ornegin, p arttikca, K
tamgizgesini elde etme olasiligimiz artar.

Cizgelerin herhangi bir P 6zelligini alalim. Her
k=0,1,...,
noktali ve k kenarli ¢izge sayist olsun. a,(P) de »

N igin, a,, ;(P), P 6zelligini saglayan n

noktali bir ¢izgenin P 6zelligini saglayan cizge sayi-
s1 olsun. Flbette,
2 a1(P)

esitligi saglanir.

= a,(P)

Simdi 7z noktali bir ¢izgenin, bu olasilik uzayin-
da P ozelligini saglama olasihigini hesaplayabiliriz:
Olas, (P, p) = 2y, a,, 4 (P)pk(1-p)N*.
(Toplam, k = 0’dan N’ye kadar gidiyor.) Soldaki
Olas,,(P, p), “herbir kenarin varolma olasilig1 p ol-
dugunda, 7 noktali bir ¢izgenin P 6zelligini sagla-
ma olasilig1” diye okunmalidir. Eger p = 1/2 alir-

sak bir onceki bolumdeki olasiligi buluruz:
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Zk ank

1/2N Zk a, k

ZN—

Olas,,(P, 1/2) =

a,,(P)/2N.

IV. Daha Daha Genel Bir Olasilik Uzay1. Yu-
karda, herhangi bir kenar1 se¢me olasihig p idi.
Acik acik soylemedik ama p’yi #’den bagimsiz al-
dik. Oysa 6yle olmayabilir.

Ornegin, nokta sayist (dolayisiyla kenar sayisi
da) arttik¢a bir kenari se¢gme olasiligimiz azalabilir.

Ornek: p = 1/N olabilir. O zaman k kenarli her-
hangi bir ¢izgeyi elde etme olasiligimiz
(1/N)k(1-1/N)N—*
dir. Bu olasilik uzayinda K,, tamgizgesini elde etme
olasiligi (bir 6nceki formtulde k& = N alacagiz)
1/NN
dir, bunlarin da limiti 0°dir. Ote yandan, hig kena-
r1 olmayan ¢izgeyi elde etme olasihig1 (yukarda & =
0 alacagiz bu kez)
(1-1/N)N
dir. # sonsuza giderken (dolayisiyla N de sonsuza
giderken) bu sayilarin limiti 1/¢’dir. Buradaki e,
Neper sabiti diye de bilinen logaritmik sabittir: e =
2,7182818284590452353602874713527...

Genel olarak, eger p = p(n) ise, n noktal k ke-
narli sabit bir ¢izgeyi segme olasiligimiz
(1/ p(n)*(1-1/ p(m))N~*
dir. Aynen bir 6nceki boliimde oldugu gibi, # nok-
tali bir ¢izgenin P 6zelligini saglama olasiligini he-
saplayabiliriz:

Olas,,(P, p(n denk )k (1= p(n))N=

Soldaki Olas (P, p(n)), “herblr kenarin Varol—
ma olasihig1 p(n) oldugunda, # noktali bir ¢izgenin
P 6zelligini saglamasi olasiigi” diye okunmahdir.
Eger p(n) sabit bir sayiysa bir onceki olasiligi

buluruz.

V. Ornek 1. Tamgizge Olma Olasilig

P, ¢izgenin tamgizge olma o6zelligi olsun.

n noktali bir cizgenin tamgizge olmasi igin ge-
rek ve yeter kosul cizgede tiim N kenarin olmasi-
dir. Dolayisiyla, eger k # Nise a,, , =0vea, N =
1. Yukardaki formiilii uygulayacak olursak

Olas,,(P, p(1)) = 2y, a, x(P)p()(1 p(m))N-
= p(nN p( )" 12
buluruz. Demek ki 7z noktali bir ¢izgenin bir tam-
cizge olma olasilig1 p(n)n(=1/2 dir,
Eger tiim p(n)’ler birbirine esit olsa,yani p(n)
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| (1 - U2y bnﬁ sfabltnolsa, 13u olasilik p(r'z).:
2 10,75 1 i¢in yuzde yuz, p(n) < 1 igin
3 10,702331962 yuzde sifirdir. Ama p(n)’ler sabit
4 1 0,678934157 olmak zorunda degil, n’ye gore
5 1 0,664832636 degisebilirler, o zaman sonsuz-
6 | 0,655364864 SR .

7 | 0.648557229 daki limitleri de degisir.

8 |0,643422306 Yukardaki formiilde

9 10,639409158 p(n) =1-1/n?

101 0,636185486 alalim ve 7 sonsuza giderken li-
111 0,633538723 L e
12| 0.631326464 mitini hesaplayalim. » biyuduk-
13 0,629449677 ¢e bu olasilik buyiidigiinden, ke-
14 0,627837339 nar sayisi # buiyudikee artar ve
151 0,626437176 sonsuzda belki de 0 olmayan bir

olasilikla tamgizgeyi elde ederiz.
Once Olas,,(P, p(n))’yi bulalim.
Olas,, (P, p(n)) = (1 — 1/n2)n(n=1)2
Simdi #’yi sonsuza gotiirecegiz. Yukaridaki ¢i-
zelgede birkag deger hesapladik.
Sonsuzdaki deger asagida:

Olas,, (P, p(n))
1-1/p2yitn-172

(
((1—1/712)”2)1/2((1_1/n2)n)—1/2 _

(=172 V2 (=1 ) (0 1 my)2 =
(

2

_1)_1/28_1/2 :e—l/Z'

1
eIl

\

e

Demek ki, bu dagilimla (yani p(n) = 1-1/n2 ke-
nar olasihigiyla) 7 ¢ok biiyiik oldugunda, 7 noktali
rastgele bir ¢izgenin bir tamgizge olma olasilig

1Ne = 0,4507993471211281579323823385...
sayisina yakin, nerdeyse yiizde elli...

Buraya kadar yeterince ilgingti, ama igler daha
da ilginglesecek. Simdi p(n) << 1-1/#2 olsun. Yani
(1-1/n2)/p(n), n sonsuza giderken sonsuza gitsin,
edebi bir deyisle, p(#), 1-1/n2°den bayag: kiigiik ol-
sun. O zaman, kolay bir hesapla kanitlanabilecegi
uzere,

lim,,_,., Olas,, (P, p(n)) = 0.
Ote yandan, eger p(n) >> 1-1/n2 ise,
lim,,_,., Olas,, (P, p(n)) = 1.

Goriildiigii gibi, olasilik 1-1/#2’nin iistiinde 1,
altinda 0 ve 1-1/#2’de 1/Ne. Gene edebi bir deyisle
p(n) = 1-1/n2 fonksiyonu, “tamcizge olma” &zelli-
ginin esik fonksiyonu.

Eger p(n) bir ozelligin esik fonksiyonuysa, her-
hangi bir ¢ > 0 sabiti i¢in, cp(n) de ayni1 6zelligin bir
esik fonksiyonudur. Ama ayni ozelligin baska esik
fonksiyonlari da olabilir.
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VI. Ornek 2. En Az Bir Kenar Olma Olasilig:

Kenar olma olasilig arttik¢a, ¢izgede en az bir
kenar olma olasiligi da artar. Ama nokta sayisi (yani
n) arttik¢a kenar olma olasihigi azalsa da, nokta sayi-
st arttikga deneme sayimiz da (n(n—1)/2) artgindan,
bir zaman sonra bir kenar belirme olasilig artis kay-
dedebilir. Bu 6rnekte, cizgede en az bir kenar olma
olasihginin p’ye gore nasil degistigini bulacagz.

“En az bir kenar1 olma” o6zelligine P diyelim.
“Hig kenari olmama” o6zelligine de Q.

Cizgenin hi¢ kenar1 olmama olasiligini, yani
Olas,,(Q, p(n)) sayilarini hesaplayalim 6nce:

Olas,(Q, p(n)) = (1- plm)N
= (1= p(n)yrtn=112,
Dolayisiyla ¢izgede en az bir kenar olma olasihig,
Olas,, (P, p(n)) = 1 — (1- p(n))n—1)2

dir. Bu sefer p(n) = 1/n2 esik fonksiyonudur. Nite-
kim, yukarda goruldigu tizere,

Olas(P, p(n)) = lim,,_,, Olas, (P, p(n)) =

=1-¢12=0,54920065287887...

Eger p(n) << 1/n? ise, 0 zaman en az bir kenar
olma olasihig1 0°dir. Eger p(n) >> 1/n? ise, 0 zaman
en az bir kenar olma olasiligi 1°dir.

VIL Bagka Sonuglar

Yandaki seklin belirmesi igin (yani en az bir
noktanin derecesinin en az 2 olmasi igin) p(7)’nin
en az 1/p32 olmasi gerekiyor. Yani o 0-6¢
eger p(n) >> 1/p3/2 ise, n biiyiik oldu-
gunda, yandaki ¢izgenin rastgele se¢ilmis 7 noktali
bir ¢izgenin altgizgesi olma olasiligi 1’e yakin. Eger
p(n) << 1/p3/2 ise boyle bir ¢izgenin belirme olasili-
81 cok diisiiktiir. Yani 1/p32 yandaki seklin belir-
mesi i¢in bir esik fonksiyonu.

k+1 noktali tiim agaglarin altcizge olarak belir-
mesi i¢in p(n) en az n~17Vk olmals.

p(n) = 1/n oldugunda tggenler ortaya cikar, da-
ha once degil. Sadece tiggenler degil, her uzunlukta
dongiiler de ortaya cikar. Ve ayni zamanda bu ola-
silikla birlikte ¢izgeler diizlemsel olmaktan ¢ikarlar.

pn) = ln7”’den itibaren c¢izgeler tekparga ol-
maya baglarlar. Bundan da p(n) = 1/2 oldugunda,
cizgelerin genelde tekparca olduklar: ¢ikar.

p(n) = n~2/3ten itibaren K4 belirir. Daha da ge-
nel olarak, p(n) = n=2/(k=1’ten itibaren K}, belirir.

p(n) = w12 In1/2 4 ile birlikte cizgelerin cap1 2
olmaya baglar, yani o olasilikla birlikte her iki nokta
tigtincli bir noktaya baglanir. Dolayisiyla p(n) = 1/2
oldugunda, cizgeler ¢aplarini 2 yapmaya ¢aligirlar. ¢



