
I. Girifl. Bu yaz›da n nok-

tal› çizgelerin kaçta ka-

ç›nda bir kenar vard›r, kaç-

ta kaç›nda üçgen vard›r, kaçta kaç› tek-

parçad›r, kaçta kaç› düzlemseldir. Bu sorular› ya-

n›tlad›ktan sonra n’yi sonsuza götürüp, bu olas›l›k-

lar›n limitini bulaca¤›z.

Görece¤imiz üzere yan›tlar ço¤u zaman “yüz-

de yüz” ya da “yüzde s›f›r” ç›kacak.

Daha sonra flu soruya yan›t arayaca¤›z: n nok-

tal› bir çizgenin belli bir özelli¤i “büyük bir olas›-

l›kla” sa¤lamas› için kenar say›s› (en az ya da en

fazla) kaç olmal›d›r? Görece¤imiz üzere, belli bir

kenar say›s›n›n üstüne ç›k›ld›¤›nda (ya da alt›na

inildi¤inde) özelli¤in sa¤lanma olas›l›¤› yüzde yüze

yak›n oluyor, tam tersine o kenar say›s›n›n alt›na

inildi¤inde (ya da üstüne ç›k›ld›¤›nda) özelli¤in

sa¤lanma olas›l›¤› yüzde s›f›ra yak›n oluyor. Yani

birçok özellik için belli bir “eflik” kenar say›s›n›n

oldu¤unu görece¤iz.

Elbette olas›l›ktan sözedebilmek için her fleyden

önce olas›l›k uzay›m›z› tan›mlamam›z gerekecek.

II. En Basit Olas›l›k Uzay›. Çizgelerin her-

hangi bir özelli¤ini alal›m. Örne¤in tekparça ol-

ma, ya da içinde bir üçgen bar›nd›rma, ya da her-

hangi iki nokta aras›ndaki mesafenin en fazla 2

olma özelli¤ini… Özelli¤imize P diyelim. 

Noktalar› adland›r›lm›fl n noktal› tam 2n(n−1)/2

tane çizge vard›r. Kolayl›k olmas› aç›s›ndan, bun-

dan böyle n(n−1)/2 say›s›n› N ile gösterelim. N, n

kenarl› bir çizgenin olabilecek en fazla kenar say›-

s›d›r, yani Kn tamçizgesinin kenar say›s›d›r. n nok-

tal› çizge say›s› da 2N’dir.

Bu 2N tane n noktal› çizgenin bir k›sm› P özel-

li¤ini sa¤lar, bir k›sm› sa¤lamaz. P özelli¤ini sa¤la-

yan n noktal› çizge say›s›na an(P) diyelim.

Demek ki P özelli¤ini sa¤layan n noktal› çizge-

lerin tüm n noktal› çizgelere oran›

an(P)/2N

dir. Dolay›s›yla n noktal› çizgeleri bir torbaya dol-

dursak, torbay› iyice kar›flt›rsak, o kadar iyi kar›fl-

t›rsak ki herhangi bir çizgeyi seçme olas›l›¤›m›z bir

di¤er çizgeyi seçme olas›l›¤›m›zdan de¤iflik olmasa,

yani tüm çizgeleri seçme olas›l›¤›m›z eflit olsa, o za-

man o torbadan rastgele seçilmifl bir çizgenin P

özelli¤ini sa¤lama olas›l›¤› an(P)/2N’dir. Bunu

Olasn(P) = an(P)/2N

olarak yazal›m. Sol taraftaki Olasn(P), n noktal›

bir çizgenin P özelli¤i olma olas›l›¤›d›r. Bu say›n›n

an(P)/2N oldu¤unu gördük.

Olasn(P) say›s›n› bulmak, yani an(P)’yi bulmak

ço¤u zaman imkâns›za yak›nd›r. Dolay›s›yla

Olasn(P) say›lar›yla de¤il, bu say›lar›n n sonsuza

gitti¤indeki limitiyle ilgilenilir. Bu limite Olas∞(P)

ya da daha basit olsun diye Olas(P) diyelim:

Olas(P) = limn→ ∞ Olasn(P).

Örnek 1. Bazen Olas(P) diye bir say› olmaya-

bilir. Örne¤in P, “çift say›da nokta var” özelli¤iy-

se, Olasn(P) say›lar›, n tekse 0’a, n çiftse 1’e eflittir-

ler ve 0 ve 1’lerden oluflan bu dizinin limiti yoktur. 

Örnek 2. E¤er P, “en az 2N−1 tane kenar var”

özelli¤iyse, yani P, “kenar say›s› olas› kenar say›s›-

n›n yar›s›ndan fazlad›r” özelli¤iyse, o zaman

Olasn(P) = 1/2’dir elbette. Dolay›s›yla Olas(P) = 1/2.

Örnek 3. “Büyük Çizgeler Küçük Çizgeleri

Yutar!” yaz›s›nda (sayfa 30), e¤er P, bir üçgen içer-

me özelli¤iyse, Olas(P)’nin 1 oldu¤unu kan›tlam›fl-

t›k. Hatta, daha da genel olarak, verilmifl bir G çiz-

gesi için, e¤er P, “G’yi içerme” özelli¤iyse,

Olas(P)’nin 1 oldu¤unu kan›tlam›flt›k. 

Örnek 4. Tam Tur Olas›l›¤› yaz›s›nda, n nok-

tal› ve n kenarl› bir çizgenin bir tam tur (yani bir

Hamilton turu yani Cn) olma olas›l›¤›n›n, n sonsu-

za giderken 0’a yak›nsad›¤›n› bulmufltuk. Bundan

da flu ç›kar: E¤er P, “çizge tekparçad›r ve her nok-

tas›n›n derecesi 2’dir (yani çizge bir Hamilton tu-

rudur)” özelli¤iyse ve Q, “çizgenin nokta say›s› ke-

nar say›s›na eflittir” özelli¤iyse, o zaman

an(P)/an(Q) say›lar›n›n limiti 0’d›r.
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Örnek 5. E¤er P, tekparça olma özelli¤iyse,

Olas(P)’nin 1 oldu¤u bilinir. Ne yaz›k ki bu ilginç so-

nucu kan›tlamak için yeterince yerimiz yok.

‹lginç bir biçimde, birçok P özelli¤i için Olas(P)

say›s› ya 0 ya da 1’dir. 

Yukardaki olas›l›k uzay›nda, her çizgeyi seçme

olas›l›¤›m›z 1/2N idi. Bir sonraki paragrafta bu

olas›l›k uzay›n› biraz genellefltirece¤iz.

III. Daha Genel Bir Olas›l›k Uzay›. Yukarda, n

adland›r›lm›fl noktal› çizgeleri bir torbaya koyup iç-

lerinden birini rastgele seçtik. Dolay›s›yla her bir

çizgeyi seçme olas›l›¤›m›z 1/2N idi. Rastgele çizgeyi

yukardaki gibi de¤il de, baflka türlü seçmeye çal›fla-

l›m. Herhangi iki de¤iflik nokta aras›na bir kenar

koyup koymamak konusunda karar vermek için

yaz› tura atal›m. Diyelim yaz› gelirse kenar koyaca-

¤›z, tura gelirse koymayaca¤›z. Ancak param›z›n hi-

leli olma olas›l›¤›n› da göz önünde bulundurarak

yaz› gelme olas›l›¤›na (1/2 yerine) p diyelim. Tura

gelme olas›l›¤› da o zaman 1 – p’dir elbet. fiimdi

herhangi bir adland›r›lm›fl n noktal› çizge alal›m.

Diyelim bu çizgede k kenar var. Dolay›s›yla geri ka-

lan N − k nokta çifti aras›nda kenar yok. Bu çizge-

yi elde etmemiz için kenarlar taraf›ndan birlefltiril-

mifl k nokta çifti için yaz›, kenarlar taraf›ndan bir-

lefltirilmemifl N − k nokta çifti için tura atmam›z ge-

rekiyor. Demek ki bu çizgeyi elde etme olas›l›¤›m›z

pk(1−p)N−k

d›r. E¤er p = 1/2 ise, yukarda tan›mlad›¤›m›z olas›l›k

uzay›n› buldu¤umuzdan, bu olas›l›k uzay›, yukarda

söz etti¤imiz olas›l›k uzay›ndan daha geneldir. Ama

p ≠ 1/2 ise olas›l›klar de¤iflir. Örne¤in, p artt›kça, Kn

tamçizgesini elde etme olas›l›¤›m›z artar. 

Çizgelerin herhangi bir P özelli¤ini alal›m. Her

k = 0, 1, …, N için, an,k(P), P özelli¤ini sa¤layan n

noktal› ve k kenarl› çizge say›s› olsun. an(P) de n

noktal› bir çizgenin P özelli¤ini sa¤layan çizge say›-

s› olsun. Elbette,

∑k an,k(P) = an(P)

eflitli¤i sa¤lan›r.

fiimdi n noktal› bir çizgenin, bu olas›l›k uzay›n-

da P özelli¤ini sa¤lama olas›l›¤›n› hesaplayabiliriz:

Olasn(P, p) = ∑k an,k(P)pk(1−p)N−k.

(Toplam, k = 0’dan N’ye kadar gidiyor.) Soldaki

Olasn(P, p), “herbir kenar›n varolma olas›l›¤› p ol-

du¤unda, n noktal› bir çizgenin P özelli¤ini sa¤la-

ma olas›l›¤›” diye okunmal›d›r. E¤er p = 1/2 al›r-

sak bir önceki bölümdeki olas›l›¤› buluruz:

Olasn(P, 1/2) = ∑k an,k(P)/2N =

= (1/2N) ∑k an,k(P) = an(P)/2N.

IV. Daha Daha Genel Bir Olas›l›k Uzay›. Yu-

karda, herhangi bir kenar› seçme olas›l›¤› p idi.

Aç›k aç›k söylemedik ama p’yi n’den ba¤›ms›z al-

d›k. Oysa öyle olmayabilir.

Örne¤in, nokta say›s› (dolay›s›yla kenar say›s›

da) artt›kça bir kenar› seçme olas›l›¤›m›z azalabilir. 

Örnek: p = 1/N olabilir. O zaman k kenarl› her-

hangi bir çizgeyi elde etme olas›l›¤›m›z

(1/N)k(1−1/N)N−k

dir. Bu olas›l›k uzay›nda Kn tamçizgesini elde etme

olas›l›¤› (bir önceki formülde k = N alaca¤›z)

1/NN

dir, bunlar›n da limiti 0’d›r. Öte yandan, hiç kena-

r› olmayan çizgeyi elde etme olas›l›¤› (yukarda k =

0 alaca¤›z bu kez)

(1−1/N)N

d›r. n sonsuza giderken (dolay›s›yla N de sonsuza

giderken) bu say›lar›n limiti 1/e’dir. Buradaki e,

Neper sabiti diye de bilinen logaritmik sabittir: e =

2,7182818284590452353602874713527…

Genel olarak, e¤er p = p(n) ise, n noktal› k ke-

narl› sabit bir çizgeyi seçme olas›l›¤›m›z 

(1/ p(n))k(1−1/ p(n))N−k

dir. Aynen bir önceki bölümde oldu¤u gibi, n nok-

tal› bir çizgenin P özelli¤ini sa¤lama olas›l›¤›n› he-

saplayabiliriz:

Olasn(P, p(n)) = ∑k an,k(P) p(n)k (1− p(n))N−k.

Soldaki Olasn(P, p(n)), “herbir kenar›n varol-

ma olas›l›¤› p(n) oldu¤unda, n noktal› bir çizgenin

P özelli¤ini sa¤lamas› olas›l›¤›” diye okunmal›d›r.

E¤er p(n) sabit bir say›ysa bir önceki olas›l›¤›

buluruz.

V. Örnek 1. Tamçizge Olma Olas›l›¤›

P, çizgenin tamçizge olma özelli¤i olsun.

n noktal› bir çizgenin tamçizge olmas› için ge-

rek ve yeter koflul çizgede tüm N kenar›n olmas›-

d›r. Dolay›s›yla, e¤er k ≠ N ise an, k = 0 ve an, N =

1. Yukardaki formülü uygulayacak olursak,

Olasn(P, p(n)) = ∑k an,k(P)p(n)k(1− p(n))N−k

= p(n)N = p(n)n(n−1)/2

buluruz. Demek ki n noktal› bir çizgenin bir tam-

çizge olma olas›l›¤› p(n)n(n−1)/2 dir. 

E¤er tüm p(n)’ler birbirine eflit olsa,yani p(n)
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bir sabit olsa, bu olas›l›k p(n) =

1 için yüzde yüz, p(n) < 1 için

yüzde s›f›rd›r. Ama p(n)’ler sabit

olmak zorunda de¤il, n’ye göre

de¤iflebilirler, o zaman sonsuz-

daki limitleri de de¤iflir.

Yukardaki formülde

p(n) = 1 − 1/n2

alal›m ve n sonsuza giderken li-

mitini hesaplayal›m. n büyüdük-

çe bu olas›l›k büyüdü¤ünden, ke-

nar say›s› n büyüdükçe artar ve

sonsuzda belki de 0 olmayan bir

olas›l›kla tamçizgeyi elde ederiz.

Önce Olasn(P, p(n))’yi bulal›m.

Olasn(P, p(n)) = (1 − 1/n2)n(n−1)/2

fiimdi n’yi sonsuza götürece¤iz. Yukar›daki çi-

zelgede birkaç de¤er hesaplad›k. 

Sonsuzdaki de¤er afla¤›da:

Demek ki, bu da¤›l›mla (yani p(n) = 1−1/n2 ke-

nar olas›l›¤›yla) n çok büyük oldu¤unda, n noktal›

rastgele bir çizgenin bir tamçizge olma olas›l›¤› 

1/√e =  0,4507993471211281579323823385…

say›s›na yak›n, nerdeyse yüzde elli…

Buraya kadar yeterince ilginçti, ama ifller daha

da ilginçleflecek. fiimdi p(n) << 1−1/n2 olsun. Yani

(1−1/n2)/p(n), n sonsuza giderken sonsuza gitsin,

edebi bir deyiflle, p(n), 1−1/n2’den baya¤› küçük ol-

sun. O zaman, kolay bir hesapla kan›tlanabilece¤i

üzere, 

limn→∞ Olasn(P, p(n)) = 0.

Öte yandan, e¤er p(n) >> 1−1/n2 ise,

limn→∞ Olasn(P, p(n)) = 1.

Görüldü¤ü gibi, olas›l›k 1−1/n2’nin üstünde 1,

alt›nda 0 ve 1−1/n2’de 1/√e. Gene edebi bir deyiflle

p(n) = 1−1/n2 fonksiyonu, “tamçizge olma” özelli-

¤inin eflik fonksiyonu.

E¤er p(n) bir özelli¤in eflik fonksiyonuysa, her-

hangi bir c > 0 sabiti için, cp(n) de ayn› özelli¤in bir

eflik fonksiyonudur. Ama ayn› özelli¤in baflka eflik

fonksiyonlar› da olabilir.

VI. Örnek 2. En Az Bir Kenar Olma Olas›l›¤›

Kenar olma olas›l›¤› artt›kça, çizgede en az bir

kenar olma olas›l›¤› da artar. Ama nokta say›s› (yani

n) artt›kça kenar olma olas›l›¤› azalsa da, nokta say›-

s› artt›kça deneme say›m›z da (n(n−1)/2) artt›¤›ndan,

bir zaman sonra bir kenar belirme olas›l›¤› art›fl kay-

dedebilir. Bu örnekte, çizgede en az bir kenar olma

olas›l›¤›n›n p’ye göre nas›l de¤iflti¤ini bulaca¤›z.

“En az bir kenar› olma” özelli¤ine P diyelim.

“Hiç kenar› olmama” özelli¤ine de Q.

Çizgenin hiç kenar› olmama olas›l›¤›n›, yani

Olasn(Q, p(n)) say›lar›n› hesaplayal›m önce:

Olasn(Q, p(n)) = (1− p(n))N

= (1− p(n))n(n−1)/2.

Dolay›s›yla çizgede en az bir kenar olma olas›l›¤›,

Olasn(P, p(n)) = 1 − (1− p(n))n(n−1)/2

dir. Bu sefer p(n) = 1/n2 eflik fonksiyonudur. Nite-

kim, yukarda görüldü¤ü üzere,

Olas(P, p(n)) = limn→∞ Olasn(P, p(n)) =

= 1 − e−1/2 = 0,54920065287887…

E¤er p(n) << 1/n2 ise, o zaman en az bir kenar

olma olas›l›¤› 0’d›r. E¤er p(n) >> 1/n2 ise, o zaman

en az bir kenar olma olas›l›¤› 1’dir.

VII. Baflka Sonuçlar

Yandaki fleklin belirmesi için (yani en az bir

noktan›n derecesinin en az 2 olmas› için) p(n)’nin

en az 1/p3/2 olmas› gerekiyor. Yani

e¤er p(n) >> 1/p3/2 ise, n büyük oldu-

¤unda, yandaki çizgenin rastgele seçilmifl n noktal›

bir çizgenin altçizgesi olma olas›l›¤› 1’e yak›n. E¤er

p(n) << 1/p3/2 ise böyle bir çizgenin belirme olas›l›-

¤› çok düflüktür. Yani 1/p3/2 yandaki fleklin belir-

mesi için bir eflik fonksiyonu.

k+1 noktal› tüm a¤açlar›n altçizge olarak belir-

mesi için p(n) en az n−1−1/k olmal›.

p(n) = 1/n oldu¤unda üçgenler ortaya ç›kar, da-

ha önce de¤il. Sadece üçgenler de¤il, her uzunlukta

döngüler de ortaya ç›kar. Ve ayn› zamanda bu ola-

s›l›kla birlikte çizgeler düzlemsel olmaktan ç›karlar. 

’den itibaren çizgeler tekparça ol-

maya bafllarlar. Bundan da p(n) = 1/2 oldu¤unda,

çizgelerin genelde tekparça olduklar› ç›kar.

p(n) = n−2/3’ten itibaren K4 belirir. Daha da ge-

nel olarak, p(n) = n−2/(k−1)’ten itibaren Kk belirir.

p(n) = n−1/2 ln1/2 n ile birlikte çizgelerin çap› 2

olmaya bafllar, yani o olas›l›kla birlikte her iki nokta

üçüncü bir noktaya ba¤lan›r. Dolay›s›yla p(n) = 1/2

oldu¤unda, çizgeler çaplar›n› 2 yapmaya çal›fl›rlar. ♦

 p n n
n( ) ln=

36

Matematik Dünyas›, 2003 Güz

   

Olas P,  n
n n

n n

n n n

n n

p n

n

n n

n n n

n n

( ( ))

( / )

(( / ) ) (( / ) )

(( / ) ) (( / ) ( / ) )

(( / ) ) (( / ) )

( ) /

/ /

/ /

/

= −

= − − =

= − − + =

= − −

−

−

−

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 1 2

2 1 2 2 1 2

2 1 2 1 2

2 1 2

2

2

2 −− −

− − − − −

+

→ =

1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 1 2 1 2

1 1/ /

/ / / /

(( / ) )

( ) ( ) .

n
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n ≈(1 - 1/n2)n(n-1)/2

2 0,75
3 0,702331962
4 0,678934157
5 0,664832636
6 0,655364864
7 0,648557229
8 0,643422306
9 0,639409158
10 0,636185486
11 0,633538723
12 0,631326464
13 0,629449677
14 0,627837339
15 0,626437176


