
Gezgin Sat›c› Proble-

mi’nde (GSP) amaç, bir sat›c›-

n›n, bulundu¤u flehirden bafllay›p, her flehre

sadece bir kez u¤rad›ktan sonra bafllad›¤› flehre ge-

ri dönen en k›sa turu bulmakt›r. Herhangi iki flehir

aras›nda bir yol oldu¤unu ve o yolun uzunlu¤unu

bildi¤imizi varsay›yoruz. 

Görüldü¤ü gibi, GSP, anlafl›lmas› için matema-

tiksel herhangi bir temel gerektirmeyen bir prob-

lemdir. Anlafl›lmas› kolayd›r ama çözümü zordur! 

GSP, çizge kuram› dilin-

de, flehirlerin noktalarla, fle-

hirleraras› yollar›n kenarlar-

la temsil edildi¤i (yal›n) bir

çizge üzerinde, en k›sa Ha-

milton turunun bulunmas›-

d›r. Hamilton turu, bir çizge

üzerindeki her noktadan sa-

dece bir kez geçen (dolay›-

s›yla ayn› yoldan da sadece

bir kez geçen) ve bafllad›¤› noktada biten, 19. yüzy›l-

da yaflam›fl matematikçi William Hamilton’›n ad›y-

la an›lan turdur.

Örne¤in n noktadan oluflan bir tamçizge, yani

Kn tamçizgesi (n−1)!/2 Hamilton turu içerir. Bunu

Tam Tur Olas›l›¤› adl› yaz›da kan›tlam›flt›k (sf. 32).

Soru 1. Yan-

daki çizgede bü-

tün Hamilton

turlar›n› bulun ve

uzunluklar›n› he-

saplay›n. fiehirle-

raras› uzakl›klar

kenarlar›n üstün-

de verilmifltir.

Yan›t 1. Verilen çizgede her nokta çifti aras›nda

bir kenar bulundu¤u için, bunun bir tamçizge oldu-

¤unu belirtelim. Bir tamçizgede, noktalar›n herhan-

gi bir s›rayla dizilifli, bir Hamilton turuna karfl›l›k

gelir. Örne¤in, a flehrini bafllang›ç noktas› kabul

edersek, afla¤›da verilen (5 − 1)!/2 = 12 turu buluruz.

Burada en k›sa

tur için 22 birim

uzunlu¤unda dört

seçenek vard›r. Bu

dört turdan herhan-

gi birini, örne¤in

abecda turunu, bu

GSP’nin eniyi çözü-

mü olarak kabul

edebiliriz.

Bu örnekteki çö-

züm yöntemini izle-

yerek, GSP için üç

ad›ml›k bir çözüm yolu gelifltirilebilir:

1. Çizgenin tüm Hamilton turlar›n› bul.

2. Her turun uzunlu¤unu hesapla.

3. Turlar aras›ndan en k›sas›n› seç.

Bu çözüm yöntemiyle, 10 flehir içeren bir GSP

için bulunmas› gereken tur say›s› 9!/2 =

181.440’t›r. fiehir say›s› 20’ye ç›kt›¤›nda ise bulun-

mas› gereken tur say›s› 19!/2 ≈ 6,08 × 1016’y› bu-

lur. 25 flehir için GSP problemini bu yolla çözmek

isteyen bir sat›c›n›n, yaklafl›k 3,1 × 1023 turu ince-

lemesi gerekir. E¤er sat›c›, 25 flehirli bir GSP prob-

lemini, her Hamilton turunu 10−9 saniyede incele-

me kapasitesine sahip bir bilgisayarla çözmeye kal-

karsa, ancak 10 milyon y›l sonra en k›sa turu bu-

labilir… Bulunan çözüm çözüm olmas›na çözüm

de, çözüm yolunun uygulanmas› olanaks›z.

Algoritmalar ve Çözüm Karmafl›kl›¤›. Algorit-

malar çözüm karmafl›kl›¤› aç›s›ndan genel olarak

iki grupta incelenir. E¤er çözüme ulaflmak için al-

goritman›n yapaca¤› ifllem say›s›, problemin boyu-

tunu belirleyen verilerin bir polinomu olarak ifade

edilebiliyorsa, bu algoritma genellikle “etkin”,
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Tur Uzunluk

abcdea 1+3+6+8+5=23

abceda 1+3+7+8+4=23

abdcea 1+5+6+7+5=24

abdeca 1+5+8+7+3=24

abecda 1+4+7+6+4=22

abedca 1+4+8+6+3=22

acbdea 3+3+5+8+5=24

acbeda 3+3+4+8+4=22

acdbea 3+6+5+4+5=23

acebda 3+7+4+5+4=23

adbcea 4+5+3+7+5=24

adcbea 4+6+3+4+5=22



“iyi” veya “çabuk” bir algoritma olarak kabul edi-

lir. Örne¤in n ve m do¤al say›lar›yla ilgili bir algo-

ritma n2m3 (ya da n5 + nm, yani n ve m’nin çeflitli

çarp›mlar›n›n toplam›) ifllemden sonra sonuca ula-

fl›yorsa, bu algoritma hoflumuza gider, algoritmay›

“çabuk” olarak nitelendiririz. Ama e¤er ifllem say›-

s›, verilerin üssel kuvvetiyle ifade edilen bir algorit-

maysa, bu, “kötü” bir algoritmad›r. Örne¤in n do-

¤al say›s›yla ilgili bir algoritma 2n ifllem sonra so-

nuca ulafl›yorsa, bu algoritmay› pek be¤enmeyiz,

çünkü 2n, n’ye göre çok çok büyük bir say›d›r; 2n

için yap›lan ifllem n için yap›lan ifllemin karesi ka-

dar artar. 

Algoritmalar›n “iyi” ve “kötü” olarak grup-

land›r›lmas› gibi, problemleri de bilinen çözümleri-

nin karmafl›kl›¤›na göre “kolay” ve “zor” olarak

s›n›fland›rabiliriz: Polinom zamanl› bir algorit-

mayla çözülebilen problemler “kolay” problemler

s›n›f›n›, böyle bir çözüm yöntemi bulunamam›fl

problemler ise “zor” problemler s›n›f›n› oluflturur.

GSP zor problemler s›n›f›na ait bir problemdir. 

E¤er GSP’nin zor bir problem oldu¤una ikna

olmad›ysan›z afla¤›daki soruyu çözün (daha do¤ru-

su çözmeye çal›fl›n!)

Soru 2. Bir Türkiye karayollar› haritas›nda ve-

rilen illeraras› mesafe bilgilerini kullanarak, bulun-

du¤unuz flehirden bafllay›p yine ayn› flehirde biten

ve 81 ili dolaflan bir tur belirleyin. Buldu¤unuz tur,

bulunabilecek en k›sa tur mu?

GSP Çözüm Yöntemleri. Araflt›rmac›lar,

GSP’nin kökenini Euler’in 1759 ve Vardemon-

de’nin 1771’teki çal›flmalar›na dayand›r›r. Ancak,

1940’lar›n sonlar›na do¤ru popüler olmaya baflla-

yan GSP için 1954’te Dantzig, Fulkerson ve John-

son, do¤rusal programlama tekni¤ine dayal› bir

çözüm yöntemini gelifltirmifltir. GSP için gelifltiri-

len çözüm yöntemlerinin “ilk”i kabul edilen bu

yaklafl›m, “polyhedral combinatorics” alan›n›n ge-

liflmesine de öncülük etmifltir. Ancak, GSP’nin zor

problemler s›n›f›na ait olmas›ndan da anlafl›laca¤›

gibi, bu yaklafl›m dahil, bugüne kadar gelifltirilen

en iyi algoritmalar›n bile çözüm karmafl›kl›¤›,

problemdeki flehir say›s›n› temsil eden n’nin üssel

kuvvetine ba¤l›d›r. Büyük bir olas›l›kla polinom

zamanl› bir GSP algoritmas› da hiçbir zaman bulu-

namayacakt›r, hatta büyük bir olas›l›kla böyle bir

algoritma yoktur.

Çok flehirli GSP’leri çözmek için pratik bir

yöntem, yaklafl›k çözüm üreten sezgisel algoritma-

lar kullanmakt›r. Sezgisel algoritmalar, eniyi çözü-

mü garanti etmemelerine karfl›n, eniyi çözüme ya-

k›n, oldukça iyi bir sonucun makul bir sürede bu-

lunmas›n› sa¤larlar. fiimdi bu tür çözüm yaklafl›m-

lar›na iki örnek verelim.

En Yak›n fiehir Algoritmas›

Bu sezgisel algoritma, gezginin bir flehirden di-

¤erine giderken, henüz ziyaret etmedi¤i flehirler

aras›ndan en yak›ndakini tercih edece¤i ilkesine

dayan›r.

Soru 3. Birinci soruda verilen çizge için a fleh-

rini bafllang›ç noktas› kabul ederek “en yak›n flehir

algoritmas›”yla bir çözüm bulunuz.

Yan›t 3. Sat›c› a’dayken henüz ziyaret edilme-

mifl flehirler kümesi {b, c, d, e}’dir. Bu küme içinde

a’ya en yak›n b’dir ve algoritmaya göre sat›c› önce

b’ye gider. b’ye en yak›n ziyaret edilmemifl flehir

c’dir. Dolay›s›yla sat›c› c’den d’ye geçer. Buradan

e’ye gider, sonra da bafllang›ç flehrine geri dönerek

turunu tamamlar. Buna göre 23 birim uzunlu¤un-

daki abcdea turu bulunur. Ancak, bu çözüm ma-

alesef çizgedeki en k›sa turdan bir birim daha

uzundur (bkz. Soru 1).

E¤er bir çizgede tüm i, j, k noktalar›n›n (flehir-

lerinin) aras›ndaki uzakl›klar dij ≤ dik + dkj eflitsiz-

li¤ini sa¤l›yorsa, bu çizge “üçgen eflitsizli¤ini sa¤la-

yan çizge” olarak adland›r›l›r. Bunun yarar›, böyle

bir çizgede iki nokta aras›ndaki en k›sa yolun, o iki

nokta aras›ndaki tek kenarla sa¤lanaca¤›n›n ga-

ranti edilmesidir. Çizgemizin noktalar› flehirler,

noktalar aras›ndaki uzakl›k da flehirleraras› en k›-

sa mesafe ise, bu varsay›m geçerlidir elbette.

Soru 4. ‹lk soruda verilen çizgenin “üçgen eflit-

sizli¤i”ni sa¤lad›¤›n› kan›tlay›n.

fiimdi üçgen eflitsizli¤ini sa¤layan bir çizgede,

en k›sa Hamilton turunun en fazla iki kat› uzunlu-

¤unda bir Hamilton turu bulan sezgisel bir algorit-

may› inceleyelim. 

En K›sa Tur Algoritmas›. Bir G çizgesi üzerin-

deki en k›sa kapsay›c› a¤ac› T’yle gösterelim. Yani

G’nin bütün noktalar› T a¤ac›nda bulunsun ve
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T’nin kenarlar›n›n uzunluklar›n›n toplam› olabil-

di¤ince küçük olsun. 

T’nin her bir kenar› için ikinci bir kenar ekleye-

rek, yeni bir G1 çizgesi olufltural›m. Bu yeni çizge

yal›n bir çizge olmasa da gene de bir çizgedir. G1

çizgesinde bütün noktalar birbirlerine çift say›da

kenarla ba¤lanm›fl olur, yani her noktan›n derecesi

çifttir. Böyle bir çizgede, Euler turu olarak adland›-

r›lan, bütün kenarlardan sadece bir kez geçen, do-

lay›s›yla her noktadan en az bir kez geçen ve baflla-

ma noktas›na geri dönen bir tur vard›r, bunu Euler

Turu yaz›s›nda görmüfltük. G1 çizgesinde buldu¤u-

muz bir Euler turunun noktalar›n› rastlad›¤›m›z s›-

raya göre dizelim. Bu turu bir Hamilton turuna dö-

nüfltürmek için, s›raya dizilmifl noktalar aras›nda

tekrar edilmifl bir noktaya rastlad›¤›m›zda, bu nok-

tay› atlay›p bütün noktalar›n turda sadece bir kez

yer almas›n› sa¤layarak, bafllama noktas›nda ta-

mamlanan yeni bir tur bulmam›z yeterlidir. E¤er

çizge üçgen eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, tekrar eden nok-

talar›n atlanmas›n›n turun uzunlu¤unu de¤ifltirme-

yece¤i hatta belki de k›saltaca¤› muhakkakt›r. 

fiimdi ilk soruda verilen çizge üzerinde bu algo-

ritmay› uygulayal›m.

Önce, Prim

algoritmas›yla

çizge üzerinde en

k›sa kapsay›c›

a¤ac›, yani çizge-

nin her noktas›n›

içeren en k›sa

a¤ac› bulal›m. Bu

algoritmada, ön-

ce, çizgenin ke-

narlar› en k›sadan en uzuna do¤ru s›raya dizilir. So-

ruda verilen çizge için bu s›ra flöyle oluflur: ab, bc,

ac, be, ad, ae, bd, cd, ec, ed. S›ran›n en bafl›ndaki en

k›sa kenarla bafllar›z. Bu kenar›n iki noktas›, yani

{a,b} noktalar› en k›sa kapsay›c› a¤ac›m›z›n iki nok-

tas› olacak. Sonra, soldan sa¤a do¤ru kenarlar› göz-

den geçiririz. O ana dek seçti¤imiz noktalara katt›-

¤›m›zda a¤aç özelli¤ini bozmayacak ilk kenar› seç-

ti¤imiz noktalara ekleriz. S›radaki ikinci en k›sa ke-

nar, ya bu a¤aca yeni bir nokta ekler ya da iki ke-

nar ve dört noktadan oluflan bir orman verir. A¤aç

elde edersek bu kenar› da katar›z, yoksa bir sonra-

ki noktaya geçeriz. Örnek çizgede bc kenar› a¤aç

özelli¤ini bozmaz, dolay›s›yla c’yi de katarak {a,b,c}

noktalar›ndan oluflan bir a¤aç elde ederiz. Üçüncü

ac kenar› a¤aç özelli¤ini bozuyor, dolay›s›yla bu ke-

nar› atlayarak, dördüncü kenara geçmeliyiz. Bu fle-

kilde devam edersek, çizgedeki bütün noktalar› içe-

ren en k›sa kapsay›c› a¤ac› buluruz.

Sa¤daki T a¤ac›, G çizgesinin en k›sa kapsay›-

c› a¤ac›d›r. Uzunlu¤u 1 + 3 + 4 + 4 = 12’dir. Çiz-

gede daha k›sa bir kapsay›c› a¤aç bulunamaz. fiim-

di T’deki kenar-

lar› çiftleyelim ve

oluflturdu¤umuz

yeni çizgeye G ′
diyelim.

Daha önce

söyledi¤imiz gibi,

e¤er bir çizgenin

noktalar› çift sa-

y›da kenarla ba¤-

l›ysa, Euler turu-

nu bulmak ko-

layd›r ve nas›l

bulunaca¤› Euler

Turu yaz›s›nda

aç ›k lanm›fl t › r .

Örne¤in, bu çiz-

ge üzerinde ebc-

badabe bir Euler

turudur. (Çiftle-

nen kenarlar aras›nda bir fark gözetmedik.) e’den

yola ç›kan bir gezgin, eb kenar›ndan b’ye, bc kena-

r›yla c’ye, cb kenar›yla tekrar b’ye ulafl›r. Buradan

da ba kenar›yla a’ya ulaflan ve a noktas›ndan itiba-

ren geriye kalan bütün kenarlar›n üzerinden s›ray-

la geçen gezgin, en son olarak tekrar e noktas›na

eriflir. Euler turunu izleyen gezgin, örne¤in, turun

bafllar›nda c’den tekrar b’ye döner. fiimdi, bu turu

Hamilton turuna dönüfltürürken, bu aflamada ikin-

ci kez ziyaret edilen b noktas›n›n ikinci ziyaretini

engellememiz gerekir. Yani, ebcba… dizisinde

ikinci b’yi atlayarak ebca… dizisini oluflturmal›y›z.

E¤er cb ve ba kenarlar›n› silip, bu kenarlar yerine

ca kenar›n› eklersek, b’nin ikinci kez ziyaret edil-

mesini engellemifl oluruz ve gezgin (3+1) birimlik

uzunluk yerine 3 birimlik uzunlukla c’den a nokta-

s›na ulaflm›fl olur. Ayn› yöntemle bütün dönüfltür-

me ifllemini tamamlad›¤›m›zda, 22 birim uzunlu-

¤undaki ebcade Hamilton turunu elde ederiz. Bu

yöntemle, G üzerindeki GSP’nin eniyi çözümünü

bulmam›za ra¤men, böyle bir sonuç maalesef her
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zaman garanti de¤ildir. Ancak, bu sezgisel yöntem

çok da kötü bir sonuç vermemektedir:

Soru 5. Üçgen eflitsizli¤ini sa¤layan bir çizgede

en k›sa tur algoritmas›yla bulunan GSP turunun

uzunlu¤unun, en k›sa kapsay›c› a¤ac› oluflturan ke-

narlar›n toplam uzunlu¤unun iki kat›ndan daha

büyük olmayaca¤›n› gösterin.

Yukar›da anlatt›¤›m›z iki sezgisel algoritma d›-

fl›nda, GSP literatüründe birçok sezgisel algoritma

önerilmifltir. Bunlar›n bir k›sm›, inceledi¤imiz sez-

gisel algoritmalar gibi bir gezgin sat›c› turu bul-

duktan sonra durur. Di¤erleriyse verilen bir tur

üzerinde de¤ifliklikler yaparak, daha k›sa turlar

bulmaya yönelik “iyilefltirici” giriflimleri dener.

fiimdi, bu türün en bilinen ve en yayg›n kullan›lan

yöntemlerinden birini, turu oluflturan kenarlar›n

ikisini iki yeni kenarla de¤ifltiren iyilefltirme yönte-

mini inceleyelim.

‹ki Kenar De¤ifltirme Algoritmas›. ‹lk sorudaki

çizge için verilen 24 uzunlu¤undaki abdcea Ha-

milton turu üzerinden bu algoritmay› tart›flal›m.

Algoritman›n temel amac›, verilen bir tur üzerin-

deki komflu ol-

mayan iki kena-

r›, iki yeni kenar-

la de¤ifltirerek

daha k›sa bir tur

bulmakt›r. ‹ki

kenar› silinmifl

bir turdan yeni

bir tur elde etme-

nin bir tek yolu

vard›r. fiimdi, 24 birimlik abdcea turundaki 7 bi-

rimlik ce kenar›n› ele alal›m. Diyelim ki bu uzun

kenardan kurtulmak istiyoruz. Verilen turdan ce’-

siz yeni bir tur bulmak için, ce’yle birlikte ce’ye

komflu olmayan 5 birimlik bd kenar›ndan da ya

da 1 birimlik ab kenar›ndan da kurtulmam›z gere-

kir.  Bu durumda iki seçenekle karfl› karfl›yay›z.

Birinci seçenekte, (7+5) birimlik ce ve bd kenarla-

r›n› turdan silip (3+8) birimlik bc ve ed kenarlar›-

n› ekleyerek, 23 birimlik abcdea turunu elde ede-

riz. ‹kinci seçenekte, (7+1) birimlik ce ve ab kenar-

lar›n› (3+4) birimlik ac ve be kenarlar›yla de¤iflti-

rerek, yine 23 birimlik ama baflka bir tur olan acd-

bea turunu buluruz. Seçeneklerin ikisi de abdcea

turunu sadece 1 birim k›saltt›¤› için, iki yeni tur-

dan herhangi biri rastgele seçilebilir. Algoritma,

yeni tur üzerindeki baflka bir kenar çiftinin de¤ifl-

tirilmesiyle turun k›sal›p k›salmad›¤›n› kontrol

ederek devam eder. E¤er k›salma bulunursa, ger-

çeklefltirilir. Daha k›sa bir tur bulunamazsa, algo-

ritma durur. 

Sonuç Yerine. 1954’te 49 flehirlik GSP’nin çö-

zümünden bu yana geçen zaman içinde, çözülen

problemlerin büyüklü¤ü giderek artm›fl, günümüz-

de 15.000’den fazla flehir içeren problemlerin çö-

zülebildi¤i bir birikime eriflilmifltir. Çözüm zorlu¤u

yüzünden, bir meydan okuma olarak görülen

GSP’yle ilgili daha fazlas›n› merak eden okurlar›-

m›za, merak turlar›n›n bafllang›ç noktas› için

[LLKS]’yi ve http://www.ing.unlp.edu.ar/ce-

tad/mos/TSPBIB_home.html ve http://www.di-

macs.rutgers.edu/Challenges sitelerini öneririz. ♦
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2001’de Almanya’n›n tüm 15.112 flehrini ge-

zen ve her flehirden sadece bir kez geçen en k›-

sa yol bulunmufltur. Bunun için Rice ve Prince-

ton üniversitelerinin bilgisayarlar› 22 y›ldan

fazla çal›flm›fllard›r… Toplam yol afla¤› yukar›

66.000 km’dir, yani ekvatorun bir buçuk mis-

li… ‹flte Almanya’n›n en k›sa yol haritas›. ‹yi

yolculuklar.


