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Kapak Konusu: Cizgeler

Gezgin Satici Problemi

Haldun Sural* / sural@ie.metu.edu.tr

Gezgin Satici Proble-
mi’nde (GSP) amag, bir satici-

sadece bir kez ugradiktan sonra bagladig: sehre ge-

nin, bulundugu sehirden baslayip, her sehre

ri donen en kisa turu bulmaktir. Herhangi iki sehir
arasinda bir yol oldugunu ve o yolun uzunlugunu
bildigimizi varsayiyoruz.

Goruldign gibi, GSP, anlagilmasi icin matema-
tiksel herhangi bir temel gerektirmeyen bir prob-
lemdir. Anlagilmasi kolaydir ama ¢6ztimii zordur!

GSP, cizge kuramu dilin-
de, sehirlerin noktalarla, se-
hirlerarasi yollarin kenarlar-
la temsil edildigi (yalin) bir
cizge tizerinde, en kisa Ha-
milton turunun bulunmasi-
dir. Hamilton turu, bir ¢izge
tzerindeki her noktadan sa-

: dece bir kez gecen (dolayi-
Hamilton siyla aymi yoldan da sadece
bir kez gecen) ve bagladigi noktada biten, 19. yiizyil-
da yagamis matematik¢i William Hamilton’in adiy-
la anilan turdur.

Ornegin #n noktadan olusan bir tamgizge, yani
K,, tamgizgesi (#—1)Y/2 Hamilton turu igerir. Bunu
Tam Tur Olasihig1 adli yazida kanitlamistik (sf. 32).

b

Soru 1. Yan-
daki cizgede bii-
tiim  Hamilton

turlarim bulun ve
uzunluklarmu he-
saplaymn. Sehirle-
rarast uzakliklar

kenarlarin iistiin-
de verilmistir.
Yanut 1. Verilen ¢izgede her nokta ¢ifti arasinda
bir kenar bulundugu i¢in, bunun bir tamgizge oldu-
gunu belirtelim. Bir tamgizgede, noktalarin herhan-

* ODTU, Endiistri Miihendisligi Boliimii 6gretim iiyesi.

gi bir sirayla diziligi, bir Hamilton turuna kargilik
gelir. Ornegin, a sehrini baslangic noktast kabul
edersek, asagida verilen (5 — 1)!/2 = 12 turu buluruz.

Burada en kisa

Tur Uzunluk tur icin 22 birim
abcdea | 1+3+6+8+5=23 . N

uzunlugunda dort
abceda | 1+3+7+8+4=23

secenek vardir. Bu
abdcea | 1+5+6+7+5=24 dort turdan herhan-
abdeca | 1+5+8+7+3=24 e .

gi birini, Ornegin
abecda | 1+4+7+6+4=22

abecda turunu, bu
abedca | 1+4+8+6+3=22 .. e

GSP’nin eniyi ¢ozi-
acbdea | 3+3+5+8+5=24 .

mii  olarak kabul
acbeda | 3+3+4+8+4=22 .

edebiliriz.
acdbea | 3+6+5+4+5=23
acebda | 3+7+4+5+4=23 Bu drnekeeki ci-
adbcea | 4+5+43+7+5=24 . R .

zim yontemini izle-
adcbea | 4+6+3+4+5=22 L

yerek, GSP i¢in {i¢

adimlik bir ¢6ziim yolu gelistirilebilir:
1. Cizgenin tim Hamilton turlarini bul.
2. Her turun uzunlugunu hesapla.
3. Turlar arasindan en kisasini seg.

Bu ¢6ztim yontemiyle, 10 sehir iceren bir GSP
gereken tur sayist 9!Y/2 =
181.440’tir. Sehir sayisi 20’ye ¢iktiginda ise bulun-
masi gereken tur sayis1 19!/2 = 6,08 x 1016’y1 bu-

icin  bulunmasi

lur. 25 sehir icin GSP problemini bu yolla ¢c6zmek
isteyen bir saticinin, yaklagik 3,1 x 1023 turu ince-
lemesi gerekir. Eger satici, 25 sehirli bir GSP prob-
lemini, her Hamilton turunu 10~ saniyede incele-
me kapasitesine sahip bir bilgisayarla ¢6zmeye kal-
karsa, ancak 10 milyon yil sonra en kisa turu bu-
labilir... Bulunan ¢oziim ¢oziim olmasina ¢oziim
de, ¢6ziim yolunun uygulanmasi olanaksiz.

Algoritmalar ve Coziim Karmagsikligi. Algorit-
malar ¢oziim karmagikligi acisindan genel olarak
iki grupta incelenir. Eger ¢6ztime ulagmak igin al-
goritmanin yapacag iglem sayisi, problemin boyu-
tunu belirleyen verilerin bir polinomu olarak ifade
edilebiliyorsa, bu algoritma genellikle “etkin”,



Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

“iyi” veya “¢abuk” bir algoritma olarak kabul edi-
lir. Ornegin # ve m dogal sayilariyla ilgili bir algo-
ritma #2m?3 (ya da n% + nm, yani n ve m’nin gesitli
¢arpimlarinin toplami) islemden sonra sonuca ula-
styorsa, bu algoritma hogumuza gider, algoritmayi
“cabuk” olarak nitelendiririz. Ama eger islem sayi-
s1, verilerin tissel kuvvetiyle ifade edilen bir algorit-
maysa, bu, “kétii” bir algoritmadir. Ornegin 7 do-
gal saysiyla ilgili bir algoritma 27 iglem sonra so-
nuca ulagiyorsa, bu algoritmay1 pek begenmeyiz,
cunkii 27, n’ye gore ¢cok ¢ok buytk bir sayidir; 27
icin yapilan iglem 7 igin yapilan iglemin karesi ka-
dar artar.

Algoritmalarin “iyi” ve “koti” olarak grup-
landirilmasi gibi, problemleri de bilinen ¢oziimleri-
nin karmagikhigina gore “kolay” ve “zor” olarak
siniflandirabiliriz: Polinom zamanli bir algorit-
mayla coziilebilen problemler “kolay” problemler
sinifini, boyle bir ¢ézim yontemi bulunamamig
problemler ise “zor” problemler sinifini olusturur.
GSP zor problemler sinifina ait bir problemdir.

Eger GSP’nin zor bir problem olduguna ikna
olmadiysaniz asagidaki soruyu ¢oziin (daha dogru-
su ¢ozmeye ¢aligin!)

Soru 2. Bir Tiirkiye karayollar: haritasinda ve-
rilen illerarasi mesafe bilgilerini kullanarak, bulun-
dugunuz sehirden baglayp yine ayni sebirde biten
ve 81 ili dolasan bir tur belirleyin. Buldugunuz tur,
bulunabilecek en kisa tur mu?

GSP Coziim Yontemleri. Arastirmacilar,
GSP’nin kokenini Euler’in 1759 ve Vardemon-
de’nin 1771’teki ¢alisgmalarina dayandirir. Ancak,
1940’larin sonlarina dogru popiiler olmaya bagla-
yan GSP icin 1954°te Dantzig, Fulkerson ve John-
son, dogrusal programlama teknigine dayali bir
¢Oziim yontemini gelistirmistir. GSP i¢in geligtiri-
len ¢oziim yontemlerinin “ilk”i kabul edilen bu
yaklagim, “polyhedral combinatorics” alaninin ge-
lismesine de onculik etmigtir. Ancak, GSP’nin zor
problemler sinifina ait olmasindan da anlagilacag:
gibi, bu yaklagim dahil, bugiine kadar gelistirilen
en iyl algoritmalarin bile ¢ozim karmagikligi,
problemdeki sehir sayisini temsil eden 7’nin tssel
kuvvetine baghdir. Biiyiik bir olasilikla polinom
zamanli bir GSP algoritmasi da higbir zaman bulu-
namayacaktir, hatta buyiik bir olasilikla boyle bir
algoritma yoktur.
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Cok sehirli GSP’leri ¢ozmek igin pratik bir
yontem, yaklagik ¢ozum Ureten sezgisel algoritma-
lar kullanmaktir. Sezgisel algoritmalar, eniyi ¢ozii-
mu garanti etmemelerine karsin, eniyi ¢oziime ya-
kin, oldukg¢a iyi bir sonucun makul bir stirede bu-
lunmasini saglarlar. Simdi bu tir ¢oztim yaklagim-
larina iki 6rnek verelim.

En Yakin Sehir Algoritmasi

Bu sezgisel algoritma, gezginin bir sehirden di-
gerine giderken, heniiz ziyaret etmedigi sehirler
arasindan en yakindakini tercih edecegi ilkesine
dayanir.

Soru 3. Birinci soruda verilen cizge icin a seh-
rini baslangic noktasi kabul ederek “en yakin sebir
algoritmasi”yla bir ¢oziim bulunuz.

Yanit 3. Satict a’dayken henuiz ziyaret edilme-
mis sehirler kiimesi {b, c, d, e}’dir. Bu kiime icinde
@’ya en yakin b’dir ve algoritmaya gore satici 6nce
b’ye gider. b’ye en yakin ziyaret edilmemis sehir
c’dir. Dolayisiyla satict ¢’den d’ye gecer. Buradan
e’ye gider, sonra da baslangi¢ sehrine geri donerek
turunu tamamlar. Buna gore 23 birim uzunlugun-
daki abcdea turu bulunur. Ancak, bu ¢oziim ma-
alesef cizgedeki en kisa turdan bir birim daha
uzundur (bkz. Soru 1).

Eger bir ¢izgede tim i, j, k noktalarinin (sehir-

lerinin) arasindaki uzakliklar d;; < d, + dy; esitsiz-

1
ligini sagliyorsa, bu ¢izge “ijgger]1 esitsizligini sagla-
yan ¢izge” olarak adlandirilir. Bunun yarari, boyle
bir ¢izgede iki nokta arasindaki en kisa yolun, o iki
nokta arasindaki tek kenarla saglanacaginin ga-
ranti edilmesidir. Cizgemizin noktalari sehirler,
noktalar arasindaki uzaklik da sehirlerarasi en ki-

sa mesafe ise, bu varsayim gecerlidir elbette.

Soru 4. [lk soruda verilen cizgenin “iicgen esit-

3R]

sizligi”ni sagladigimi kanitlayimn.

Simdi tiggen esitsizligini saglayan bir ¢izgede,
en kisa Hamilton turunun en fazla iki kati uzunlu-
gunda bir Hamilton turu bulan sezgisel bir algorit-
may1 inceleyelim.

En Kisa Tur Algoritmast. Bir G cizgesi tizerin-
deki en kisa kapsayici agac1 T’yle gosterelim. Yani
G’nin bitin noktalari T agacinda bulunsun ve
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Tnin kenarlarinin uzunluklarinin toplami olabil-
digince kiiciik olsun.

Tnin her bir kenari igin ikinci bir kenar ekleye-
rek, yeni bir Gy ¢izgesi olusturalim. Bu yeni cizge
yalin bir ¢izge olmasa da gene de bir ¢izgedir. G¢
cizgesinde butiin noktalar birbirlerine cift sayida
kenarla baglanmug olur, yani her noktanin derecesi
cifttir. Boyle bir ¢izgede, Euler turu olarak adlandi-
rilan, bitiin kenarlardan sadece bir kez gecen, do-
layisiyla her noktadan en az bir kez gecen ve bagla-
ma noktasina geri dénen bir tur vardir, bunu Euler
Turu yazisinda gormiistik. G ¢izgesinde buldugu-
muz bir Euler turunun noktalarini rastladigimiz si-
raya gore dizelim. Bu turu bir Hamilton turuna do-
nustirmek igin, siraya dizilmis noktalar arasinda
tekrar edilmis bir noktaya rastladigimizda, bu nok-
tay1 atlayip biitiin noktalarin turda sadece bir kez
yer almasini saglayarak, baslama noktasinda ta-
mamlanan yeni bir tur bulmamiz yeterlidir. Eger
cizge ligcgen esitsizligini sagliyorsa, tekrar eden nok-
talarin atlanmasinin turun uzunlugunu degistirme-
yecegi hatta belki de kisaltacagi muhakkaktir.

Simdi ilk soruda verilen cizge tizerinde bu algo-
ritmay1 uygulayalim.

Once, Prim
algoritmasiyla
cizge Uzerinde en

kisa  kapsayic

agaci, yani cizge-
nin her noktasini
iceren en kisa

agaci bulalim. Bu

algoritmada, on-
ce, ¢izgenin ke-
narlari en kisadan en uzuna dogru siraya dizilir. So-
ruda verilen ¢izge icin bu sira soyle olusur: ab, bc,
ac, be, ad, ae, bd, cd, ec, ed. Siranin en bagindaki en
kisa kenarla baglariz. Bu kenarin iki noktasi, yani
{a,b} noktalari en kisa kapsayici agacimizin iki nok-
tasi olacak. Sonra, soldan saga dogru kenarlari goz-
den geciririz. O ana dek segtigimiz noktalara katti-
gimizda agag ozelligini bozmayacak ilk kenari seg-
tigimiz noktalara ekleriz. Siradaki ikinci en kisa ke-
nar, ya bu agaca yeni bir nokta ekler ya da iki ke-
nar ve dort noktadan olugan bir orman verir. Agag
elde edersek bu kenari da katariz, yoksa bir sonra-
ki noktaya geceriz. Ornek ¢izgede bc kenar1 agag
ozelligini bozmaz, dolayisiyla ¢’yi de katarak {a,b,c}
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noktalarindan olusan bir agac elde ederiz. Ugiincii
ac kenari agag ozelligini bozuyor, dolayisiyla bu ke-
nari atlayarak, dordiincii kenara gecmeliyiz. Bu ge-
kilde devam edersek, ¢izgedeki biitiin noktalari ice-
ren en kisa kapsayici agaci buluruz.

Sagdaki T agaci, G c¢izgesinin en kisa kapsayi-
c agaadir. Uzunlugu 1 + 3 + 4 + 4 = 12°dir. Ciz-
gede daha kisa bir kapsayici aga¢ bulunamaz. Sim-
di T°deki kenar-
lar1 ciftleyelim ve
olusturdugumuz
yeni cizgeye G'
diyelim.

Daha
soyledigimiz gibi,

once

eger bir ¢izgenin
noktalar cift sa-
yida kenarla bag-
liysa, Euler turu-
nu bulmak ko-
laydir ve nasil
bulunacagi Euler
Turu yazisinda

acgiklanmigtir.
Ornegin, bu ¢iz-
ge tlzerinde ebc-
badabe bir Euler
turudur. (Ciftle-
nen kenarlar arasinda bir fark gozetmedik.) ¢’den

e

yola ¢ikan bir gezgin, eb kenarindan b’ye, bc kena-
riyla ’ye, ¢b kenariyla tekrar b’ye ulagir. Buradan
da ba kenariyla @’ya ulasan ve a noktasindan itiba-
ren geriye kalan butiin kenarlarin tizerinden siray-
la gecen gezgin, en son olarak tekrar e noktasina
erigir. Euler turunu izleyen gezgin, ornegin, turun
baslarinda c¢’den tekrar b’ye doner. Simdi, bu turu
Hamilton turuna donustiiriirken, bu asamada ikin-
ci kez ziyaret edilen b noktasinin ikinci ziyaretini
engellememiz gerekir. Yani, ebcba... dizisinde
ikinci £’yi atlayarak ebca... dizisini olugturmaliyiz.
Eger cb ve ba kenarlarini silip, bu kenarlar yerine
ca kenarin eklersek, b’nin ikinci kez ziyaret edil-
mesini engellemis oluruz ve gezgin (3+1) birimlik
uzunluk yerine 3 birimlik uzunlukla ¢’den a nokta-
sina ulagmig olur. Ayni yontemle biitiin donustiir-
me iglemini tamamladigimizda, 22 birim uzunlu-
gundaki ebcade Hamilton turunu elde ederiz. Bu
yontemle, G uzerindeki GSP’nin eniyi ¢6zimiini
bulmamiza ragmen, boyle bir sonu¢ maalesef her
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zaman garanti degildir. Ancak, bu sezgisel yontem
¢ok da kotii bir sonug vermemektedir:

Soru 5. Ucgen esitsizligini saglayan bir cizgede
en kisa tur algoritmasiyla bulunan GSP turunun
uzunlugunun, en kisa kapsayici agaci olusturan ke-
narlarin toplam uzunlugunun iki katindan daha
biiyiik olmayacagini gosterin.

Yukarida anlattigimiz iki sezgisel algoritma di-
sinda, GSP literatiiriinde bir¢ok sezgisel algoritma
onerilmistir. Bunlarin bir kismi, inceledigimiz sez-
gisel algoritmalar gibi bir gezgin satict turu bul-
duktan sonra durur. Digerleriyse verilen bir tur
uzerinde degisiklikler yaparak, daha kisa turlar
bulmaya yonelik “iyilestirici” girisimleri dener.
Simdi, bu tiirlin en bilinen ve en yaygin kullanilan
yontemlerinden birini, turu olusturan kenarlarin
ikisini iki yeni kenarla degistiren iyilestirme yonte-
mini inceleyelim.

Iki Kenar Degistirme Algoritmasi. Ilk sorudaki
¢izge i¢in verilen 24 uzunlugundaki abdcea Ha-
milton turu uzerinden bu algoritmay: tartisalim.
Algoritmanin temel amaci, verilen bir tur tzerin-
deki komsu ol-

b

mayan iki kena-
r1, iki yeni kenar-
la  degistirerek
daha kisa bir tur
bulmaktir.  Iki
kenar1  silinmig

bir turdan yeni

bir tur elde etme-
nin bir tek yolu
vardir. Simdi, 24 birimlik abdcea turundaki 7 bi-
rimlik ce kenarini ele alalim. Diyelim ki bu uzun
kenardan kurtulmak istiyoruz. Verilen turdan ce’-
siz yeni bir tur bulmak icin, ce’yle birlikte ce’ye
komsgu olmayan 5 birimlik bd kenarindan da ya
da 1 birimlik ab kenarindan da kurtulmamiz gere-
kir.

Birinci secenekte, (7+5) birimlik ce ve bd kenarla-

Bu durumda iki segenekle karsi karsiyayiz.

rin1 turdan silip (3+8) birimlik b¢ ve ed kenarlari-
ni ekleyerek, 23 birimlik abcdea turunu elde ede-
riz. Ikinci segenekte, (7+1) birimlik ce ve ab kenar-
larini (3+4) birimlik ac ve be kenarlariyla degisti-
rerek, yine 23 birimlik ama bagka bir tur olan acd-
bea turunu buluruz. Seceneklerin ikisi de abdcea
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turunu sadece 1 birim kisalttig igin, iki yeni tur-
dan herhangi biri rastgele secilebilir. Algoritma,
yeni tur tizerindeki bagka bir kenar ciftinin degis-
tirilmesiyle turun kisalip kisalmadigini kontrol
ederek devam eder. Eger kisalma bulunursa, ger-
ceklestirilir. Daha kisa bir tur bulunamazsa, algo-
ritma durur.

Sonug Yerine. 1954’te 49 sehirlik GSP’nin ¢o-
ziimiinden bu yana gecen zaman iginde, ¢oziilen
problemlerin buyuklugt giderek artmig, gintimiz-
de 15.000’den fazla sehir igeren problemlerin ¢o-
ziilebildigi bir birikime erisilmistir. Coziim zorlugu
yuziinden, bir meydan okuma olarak goriilen
GSP’yle ilgili daha fazlasini merak eden okurlari-
miza, merak turlarinin baglangi¢ noktasi igin
[LLKS]’yi ve http://www.ing.unlp.edu.ar/ce-
tad/mos/TSPBIB_home.html ve http://www.di-
macs.rutgers.edu/Challenges sitelerini oneririz. ¢

2001’de Almanya’nin tiim 15.112 sehrini ge-
zen ve her gehirden sadece bir kez gegen en ki-
sa yol bulunmustur. Bunun icin Rice ve Prince-
ton universitelerinin bilgisayarlari 22 yildan
fazla calismiglardir... Toplam yol asag yukari
66.000 km’dir, yani ekvatorun bir buguk mis-
li... Iste Almanya’nin en kisa yol haritasi. lyi
yolculuklar.




