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Kapak Konusu: Cizgeler

Ramsey Sayilari

Altr kisilik bir toplu-

_ lukta ya herkesin birbirini

g i tamidigs ya da hicbirinin hickim-

seyi tammadit en az ii¢ kisi mutlaka vardr.

Zeka oyunlar koselerinde sik sik okurlardan bu

onermenin kanitlanmasi istenir. Ramsey kurami-

nin en basit ornegi olan bu 6nermeyi kanitlayalim

once. Sonra ¢ok daha zor, yanit1 bile bilinmeyen
sorular soracagiz.

Al kigiyi bir cizgenin alti noktasi olarak gore-
lim. Noktalara 1, 2, 3, 4, 5, 6 diyelim. Iki nokta
arasina, o iki noktanin simgeledigi kisilerin tanigip
tanigmamalarina gore, kirmizi ya da mavi bir ke-
nar cizelim. Sozgelimi, tanigiyorlarsa kenar kirmiz
olsun, tanigmiyorlarsa mavi. Her kenar1 ya kirmi-
ztya ya da maviye boyanmus Ky tamgizgesini elde
ederiz. Yukaridaki onermeyi, “Kenarlar: kirmizi ve
maviye boyanmis K¢ tamgizgesinde ya en az bir
kurmuzi ticgen ya da en az bir mavi ii¢gen vardwr,”
olarak ifade edebiliriz.

Her noktaya bes kenar degdi-

ginden, her noktaya ya en az ug kir- 6 >
muz1 kenar ya da en az Gi¢ mavi ke-
nar deger. Noktamizin 3 numarah
nokta oldugunu, bu noktaya bitisik
1 2

en az ¢ kirmizi kenar oldugunu ve
bu kirmizi kenarlarin {1,3}, {2,3} ve {6,3} kenarla-
r1 oldugunu varsayalim. Artik sadece 1, 2, 3 ve 6
noktalarini dikkate alacagiz.

1, 2 ve 6 noktalar1 arasindaki kenarlardan biri
kirmiziysa, bu kirmizi kenarin iki u¢ noktasi ve 3
noktasi kirmizi bir tiggen olustururlar. Aksi halde,
yani kenarlarin hepsi maviyse o zaman bu {i¢ nok-
ta mavi bir iicgen olusturur.

Matematiksel olarak ifade edecek olursak, ke-
narlar: iki renge boyanms K¢ cizgesinde tek renkli
bir ticgen vardir, onermesini kanitladik. Elbette bu
Onerme, eger 1 = 6 ise, tim K, cizgeleri i¢in de dog-
rudur, ciinkii 7 > 6 ise, K¢, K, 'nin i¢inde yasar.

Ayni 6nermeyi soyle de ifade edebiliriz: Eger n
> 6 ise, kenarlari iki renge boyanmis K,, cizgesinde
tek renkli K3 yasar.
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Bu 6nerme, yandaki cizge-
den de anlagilacagi izere n =5
i¢in dogru degildir, # illa en az
6 olmahdir, daha az olamaz.

Yukardaki 6nermede Kj
yerine K, almak istersek du-

rum ne olur?

Soru: n en az kag olmalidir ki, iki renge boyan-
mus K, tamgizgesinde tek renkli bir K4 yasasin?

4 yerine herhangi bir a dogal sayisi alip benzer
soruyu sorabiliriz:

Soru: a dogal sayisi verilmis olsun. n en az kag
olmalidir ki kenarlar: iki renge boyanmis K,, tam-
cizgesinde tek renkli bir K, yasasm? Hatta boyle
bir n var mdwr?

Bu soruyu da genellegtirebiliriz:

Soru: a ve b dogal sayilar: verilmis olsun. n en
az kag olmalidir ki, kenarlari A ve B renklerine bo-
yanmis K,, tamgizgesi ya tamamen A renkli bir K,
icersin ya da tamamen B renkli bir Ky,¢ Hatta boy-
le bir n var nudir? (Eger a = b ise, bir 6nceki soru-
nun aynisini elde ederiz.)

Evet, Oyle bir # vardir:

Teorem (Ramsey, 1930). a ve b herbangi iki
dogal say: olsun. Oyle bir N vardir ki, eger n > N
ise, kenarlari A ve B renklerine boyanmus K,, tam-
¢izgesinde ya tamamen A renkli bir K, ya da tama-
men B renkli bir K;, vardur.

Yukardaki teoremde varligi iddia edilen en
kiigiik N sayisina Ramsey sayisit denir ve bu say1
r(a, b) olarak yazilir.

Yukarda, 7(3, 3) = 6 oldugunu gordiik.

Sorudaki simetriden dolay1 #(a, b) = r(b, a).
Dolayisiyla a < b esitsizligini varsayabiliriz.
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Bazi r(a, b) sayilarin1 bulmak kolay:
(1, b) =1
r(2, b) = b.

Ramsey sayilari i¢in genel bir formil bilinmi-
yor. Ramsey sayilarinin bulunmasi ¢izge kurami-
nin zor ve yanitlanmamig sorularindan biridir. Bu
sayfanin en altindaki ¢izelge bilinen bazi Ramsey
sayilarini, bilinmeyenlerin ise alt ve tstsinirlarini
verir.

Asagidaki sonug 7(a, b) sayilarina tiimevarim-
sal bir ustsinir getiriyor.

Teorem (Erdos ve Szekeres). a > 2 ve b > 2 iki
tamsayrysa, r(a, b) < r(a, b—-1) + r(a-1, b).

Eger r(a, b-1) ve r(a—1, b) sayilarmun ikisi de
ciftse, r(a, b) < r(a, b—1) + r(a—1, b).

Kanut: # = r(a, b-1) + r(a—1, b) olsun. K,, ¢izge-
sini herhangi bir bi¢cimde iki renge boyayalim. Bu
cizgede ya tamamen A rengine boyanmus bir K, ya
da tamamen B rengine boyanmus bir K, bulacagz.
Bu da teoremi kanitlayacak.

v, K,’nin herhangi bir noktas: olsun. K, ’nin
geri kalan # — 1 noktasina bakalim. v’nin A renkli
kenarla baglandigi noktalara A(v), B renkli kenar-
la baglandigi noktalara B(v) diyelim.

[A) + IBw)l =n -1 =r(a, b-1) + r(a-1, b) - 1
esitlikleri bariz. Dolayisiyla hem 1A(v)l < #(a, b-1)
hem de IB(v)l < r(a—1, b) esitsizlikleri saglanamaz.
Demek ki ya |A(v)l > r(a—1, b) ya da IB(v)| = #(a, b-1).

Birinci durumda, A(v) ya A renkli bir K,_; ya
da B renkli bir K, icerir. Dolaysiyla A(v) U {v} ya
A renkli bir K, ya da B renkli bir K}, igerir. Ikinci
durumda, benzer bigimde, B(v) U {v} ya A renkli
bir K, ya da B renkli bir K icerir. Sonug olarak
r(a, b) < r(a, b-1) + r(a—1, b).

Simdi #(a, b—1) ve r(a—1, b)’nin cift olduklarim
varsayalim. Bu kez n = r(a, b-1) + r(a-1, b) — 1 ol-
sun. Demek ki 7 tek. K,’de ya A renkli bir K, ya da

B renkli bir K, bulacagiz. B renkli kenarlar1 K,,’den
silip # noktali bir G ¢izgesi elde edelim. G’nin tek
sayida noktasi oldugundan (ve noktalarin derecele-
rin toplamimin ¢ift oldugunu bildigimizden, bknz.
sayfa 25), G’de derecesi ¢ift olan mutlaka bir nok-
ta olacaktir. Bu noktaya v diyelim. Demek ki A(v)
cift bir sayi, dolayisiyla A(v) # r(a—1, b) — 1, bunu
aklimizda tutalm. Ote yandan,
[Aw)l + IB)l = n — 1 = [r(a-1, b) — 2] + r(a, b-1)
oldugundan, hem IA(v)l < #(a-1, b) — 2 hem de
IB(v)| < r(a, b-1) esitsizlikleri saglanamaz. Demek
ki ya IA@)l > r(a-1, b) — 2 ya da IB(v)l > #(a, b-1)
esitsizliklerinden biri saglanacak. Ama A(v) =
r(a-1, b) — 1. Dolayisiyla ya IA(v)| > r(a, b—1) ya da
IB(v)|l > r(a, b-1). Aynen yukarda yaptigimiz gibi
K,’de ya A renkli bir K, ya da B renkli bir K, bu-
luruz. i
Ne yazik ki esitlik dogru degil. Ornegin,
asagidaki cizelgeden, (3, 6) = 18, 7(4, 5) = 25 ve
7(4, 6) < 41 iligkilerlerini biliyoruz, dolayisiyla
r(4,6) <41 < 43 =18 + 25 = 7(3, 6) + (4, 3).

Yazimizi #(a, b)’nin bir tstsinir formulini bu-
larak tamamlayalim.

b-2
Sonug: 7(a,b) < [a " j

b-1

Kanit: Kaniti a+b lizerine timevarimla yapaca-
g1z. Kuguk a + b = 2 i¢in, yani a = b = 1 i¢in esit-
sizligin dogrulugu belli. a + b > 3 olsun. Yukarda-
ki teoreme ve tiimevarim varsayimina gore,

rab) < rl@a-1,b)+riab-1)

a+b-3 a+b-3 a+b-2
< + = .
b-1 b-2 b-1

Ahstirma. Asagidaki ¢izelgeyi dikkate almadan
7(3,5) ve 7(4,4) Ramsey sayilarini hesaplayin. ¢

a 31 4 5 6 7 8 9

3 6|9 14 18 23 28 36

4 18 | 25 35-41 49-61 55-84 69-115

S 43-49 | 58-87 80-143 | 95-216 116-316
6 102-165 | 109-298 | 122-495 | 153-780
7 205-540 | 216-1031 | 227-1713
8 282-1870 | 295-3583
9 565-6625

7(a, b) Ramsey sayilari
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