
Alt› kiflilik bir toplu-

lukta ya herkesin birbirini

tan›d›¤› ya da hiçbirinin hiçkim-

seyi tan›mad›¤› en az üç kifli mutlaka vard›r.

Zekâ oyunlar› köflelerinde s›k s›k okurlardan bu

önermenin kan›tlanmas› istenir. Ramsey kuram›-

n›n en basit örne¤i olan bu önermeyi kan›tlayal›m

önce. Sonra çok daha zor, yan›t› bile bilinmeyen

sorular soraca¤›z.

Alt› kifliyi bir çizgenin alt› noktas› olarak göre-

lim. Noktalara 1, 2, 3, 4, 5, 6 diyelim. ‹ki nokta

aras›na, o iki noktan›n simgeledi¤i kiflilerin tan›fl›p

tan›flmamalar›na göre, k›rm›z› ya da mavi bir ke-

nar çizelim. Sözgelimi, tan›fl›yorlarsa kenar k›rm›z›

olsun, tan›flm›yorlarsa mavi. Her kenar› ya k›rm›-

z›ya ya da maviye boyanm›fl K6 tamçizgesini elde

ederiz. Yukar›daki önermeyi, “Kenarlar› k›rm›z› ve

maviye boyanm›fl K6 tamçizgesinde ya en az bir

k›rm›z› üçgen ya da en az bir mavi üçgen vard›r,”

olarak ifade edebiliriz. 

Her noktaya befl kenar de¤di-

¤inden, her noktaya ya en az üç k›r-

m›z› kenar ya da en az üç mavi ke-

nar de¤er. Noktam›z›n 3 numaral›

nokta oldu¤unu, bu noktaya bitiflik

en az üç k›rm›z› kenar oldu¤unu ve

bu k›rm›z› kenarlar›n {1,3}, {2,3} ve {6,3} kenarla-

r› oldu¤unu varsayal›m. Art›k sadece 1, 2, 3 ve 6

noktalar›n› dikkate alaca¤›z.

1, 2 ve 6 noktalar› aras›ndaki kenarlardan biri

k›rm›z›ysa, bu k›rm›z› kenar›n iki uç noktas› ve 3

noktas› k›rm›z› bir üçgen olufltururlar. Aksi halde,

yani kenarlar›n hepsi maviyse o zaman bu üç nok-

ta mavi bir üçgen oluflturur.

Matematiksel olarak ifade edecek olursak, ke-

narlar› iki renge boyanm›fl K6 çizgesinde tek renkli

bir üçgen vard›r, önermesini kan›tlad›k. Elbette bu

önerme, e¤er n ≥ 6 ise, tüm Kn çizgeleri için de do¤-

rudur, çünkü n ≥ 6 ise, K6, Kn’nin içinde yaflar.

Ayn› önermeyi flöyle de ifade edebiliriz: E¤er n

≥ 6 ise, kenarlar› iki renge boyanm›fl Kn çizgesinde

tek renkli K3 yaflar.

Bu önerme, yandaki çizge-

den de anlafl›laca¤› üzere n = 5

için do¤ru de¤ildir, n illa en az

6 olmal›d›r, daha az olamaz.

Yukardaki önermede K3

yerine K4 almak istersek du-

rum ne olur?

Soru: n en az kaç olmal›d›r ki, iki renge boyan-

m›fl Kn tamçizgesinde tek renkli bir K4 yaflas›n?

4 yerine herhangi bir a do¤al say›s› al›p benzer

soruyu sorabiliriz:

Soru: a do¤al say›s› verilmifl olsun. n en az kaç

olmal›d›r ki kenarlar› iki renge boyanm›fl Kn tam-

çizgesinde tek renkli bir Ka yaflas›n? Hatta böyle

bir n var m›d›r?

Bu soruyu da genellefltirebiliriz:

Soru: a ve b do¤al say›lar› verilmifl olsun. n en

az kaç olmal›d›r ki, kenarlar› A ve B renklerine bo-

yanm›fl Kn tamçizgesi ya tamamen A renkli bir Ka

içersin ya da tamamen B renkli bir Kb? Hatta böy-

le bir n var m›d›r? (E¤er a = b ise, bir önceki soru-

nun ayn›s›n› elde ederiz.)

Evet, öyle bir n vard›r:

Teorem (Ramsey, 1930). a ve b herhangi iki

do¤al say› olsun. Öyle bir N vard›r ki, e¤er n ≥ N

ise, kenarlar› A ve B renklerine boyanm›fl Kn tam-

çizgesinde ya tamamen A renkli bir Ka ya da tama-

men B renkli bir Kb vard›r. 

Yukardaki teoremde varl›¤› iddia edilen en

küçük N say›s›na Ramsey say›s› denir ve bu say›

r(a, b) olarak yaz›l›r.

Yukarda, r(3, 3) = 6 oldu¤unu gördük.

Sorudaki simetriden dolay› r(a, b) = r(b, a).

Dolay›s›yla a ≤ b eflitsizli¤ini varsayabiliriz.
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Baz› r(a, b) say›lar›n› bulmak kolay:

r(1, b) = 1

r(2, b) = b.

Ramsey say›lar› için genel bir formül bilinmi-

yor. Ramsey say›lar›n›n bulunmas› çizge kuram›-

n›n zor ve yan›tlanmam›fl sorular›ndan biridir. Bu

sayfan›n en alt›ndaki çizelge bilinen baz› Ramsey

say›lar›n›, bilinmeyenlerin ise alt ve üsts›n›rlar›n›

verir.

Afla¤›daki sonuç r(a, b) say›lar›na tümevar›m-

sal bir üsts›n›r getiriyor.

Teorem (Erdös ve Szekeres). a ≥ 2 ve b ≥ 2 iki

tamsay›ysa, r(a, b) ≤ r(a, b−1) + r(a−1, b).

E¤er r(a, b−1) ve r(a−1, b) say›lar›n›n ikisi de

çiftse, r(a, b) < r(a, b−1) + r(a−1, b).

Kan›t: n = r(a, b−1) + r(a−1, b) olsun. Kn çizge-

sini herhangi bir biçimde iki renge boyayal›m. Bu

çizgede ya tamamen A rengine boyanm›fl bir Ka ya

da tamamen B rengine boyanm›fl bir Kb bulaca¤›z.

Bu da teoremi kan›tlayacak.

v, Kn’nin herhangi bir noktas› olsun. Kn’nin

geri kalan n − 1 noktas›na bakal›m. v’nin A renkli

kenarla ba¤land›¤› noktalara A(v), B renkli kenar-

la ba¤land›¤› noktalara B(v) diyelim. 

|A(v)| + |B(v)| = n − 1 = r(a, b−1) + r(a−1, b) − 1

eflitlikleri bariz. Dolay›s›yla hem |A(v)| < r(a, b−1)

hem de |B(v)| < r(a−1, b) eflitsizlikleri sa¤lanamaz.

Demek ki ya |A(v)| ≥ r(a−1, b) ya da |B(v)| ≥ r(a, b−1).

Birinci durumda, A(v) ya A renkli bir Ka−1 ya

da B renkli bir Kb içerir. Dolay›s›yla A(v) ∪ {v} ya

A renkli bir Ka ya da B renkli bir Kb içerir. ‹kinci

durumda, benzer biçimde, B(v) ∪ {v} ya A renkli

bir Ka ya da B renkli bir Kb içerir. Sonuç olarak

r(a, b) ≤ r(a, b−1) + r(a−1, b).

fiimdi r(a, b−1) ve r(a−1, b)’nin çift olduklar›n›

varsayal›m. Bu kez n = r(a, b−1) + r(a−1, b) − 1 ol-

sun. Demek ki n tek. Kn’de ya A renkli bir Ka ya da

B renkli bir Kb bulaca¤›z. B renkli kenarlar› Kn’den

silip n noktal› bir G çizgesi elde edelim. G’nin tek

say›da noktas› oldu¤undan (ve noktalar›n derecele-

rin toplam›n›n çift oldu¤unu bildi¤imizden, bknz.

sayfa 25), G’de derecesi çift olan mutlaka bir nok-

ta olacakt›r. Bu noktaya v diyelim. Demek ki A(v)

çift bir say›, dolay›s›yla A(v) ≠ r(a–1, b) − 1, bunu

akl›m›zda tutal›m. Öte yandan,

|A(v)| + |B(v)| = n − 1 = [r(a–1, b) − 2] + r(a, b–1)

oldu¤undan, hem |A(v)| ≤ r(a–1, b) − 2 hem de

|B(v)| < r(a, b–1) eflitsizlikleri sa¤lanamaz. Demek

ki ya |A(v)| > r(a–1, b) − 2 ya da |B(v)| ≥ r(a, b–1)

eflitsizliklerinden biri sa¤lanacak. Ama A(v) ≠
r(a–1, b) − 1. Dolay›s›yla ya |A(v)| > r(a, b−1) ya da

|B(v)| ≥ r(a, b–1). Aynen yukarda yapt›¤›m›z gibi

Kn’de ya A renkli bir Ka ya da B renkli bir Kb bu-

luruz. ■■

Ne yaz›k ki eflitlik do¤ru de¤il. Örne¤in,

afla¤›daki çizelgeden, r(3, 6) = 18, r(4, 5) = 25 ve

r(4, 6) ≤ 41 iliflkilerlerini biliyoruz, dolay›s›yla 

r(4, 6) ≤ 41 <  43 = 18 + 25 = r(3, 6) + r(4, 5).

Yaz›m›z› r(a, b)’nin bir üsts›n›r formülünü bu-

larak tamamlayal›m.

Sonuç: .

Kan›t: Kan›t› a+b üzerine tümevar›mla yapaca-

¤›z. Küçük a + b = 2 için, yani a = b = 1 için eflit-

sizli¤in do¤rulu¤u belli. a + b ≥ 3 olsun. Yukarda-

ki teoreme ve tümevar›m varsay›m›na göre,

Al›flt›rma. Afla¤›daki çizelgeyi dikkate almadan

r(3,5) ve r(4,4) Ramsey say›lar›n› hesaplay›n. ♦
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3 4 5 6 7 8 9

3 6 9 14 18 23 28 36

4 18 25 35-41 49-61 55-84 69-115

5 43−49 58-87 80-143 95-216 116-316

6 102-165 109-298 122-495 153-780

7 205-540 216-1031 227-1713

8 282-1870 295-3583

9 565-6625
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