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Kapak Konusu: Cizgeler

Noktasiz Cizgeleri Saymak

j n Noktali Cizge Sayis1 adl
i:;ﬂ yazida 7 noktasi adlandirl-

mug 27(7=1)/2 tane cizge oldu-

s

mamig ¢izge sayisini bulmak igin bir formiil verme-
dik. Bu yazida, noktalar1 adlandirilmamis ¢izge sayi-
sin1 bulmak igin gorece daha az zahmetli ama gene

gunu gordik. Ancak noktalart adlandiril-

de biiyiik sayilar i¢in uygulamasi zor bir yontem be-
lirtecegiz. Bu yontem ne yazik ki orta diizeyde soyut
cebir bilgisi istiyor.

Cauchy Formiilii. G, sonlu bir X kiimesi tize-
rine etki eden sonlu bir grup olsun. Eger x € X ve
g € Gise,

Gx:={gx:ge GlcX

G,={geG:gx=x}<G

Fix(g)i={x e X:gx=x}c X
olsun.

Gx kiimesine yoriinge denir. Kolayca
kanitlanacag tizere, her x, y € X icin,

ya Gx = Gyyada Gx n Gy = . (*)
Demek ki X, yorungelerin ayrik bilesimidir. Top-
lam yoringe sayisina 1 X/Gl diyelim.

Gene kolayca goriilecegi uizere, gG, € G/G,
elemanini gx € Gx noktasina gonderen fonksiyon
iyi tanimhdir ve bir eglemedir. Dolayisiyla

IGING,| = |Gx|
esitligi gegerlidir. Simdi
A:={gx)e GxX:gx=x}
kiimesini iki degisik tiirde sayalim.
Once ikinci koordinati sabitleyerek sayalim:
Al =3, ¢ x IG,l.
Bundan, (*)’dan ve (**) formiiliinden,
Al = 1Gl x 2 ¢ x 1/1Gxl
=Gl x Z Gx yoriingeleri (Zy e Gx 1/|Gy|)
=Gl x z Gx yoriingeleri (Zy e Gx 11Gxl)
=Gl x 1 =1Gl x IX/GI

(%)

Gx yoriingeleri
cikar.

Simdi de birinci koordinati sabitleyerek saya-
hm: 1Al = 2, ¢ ¢ IFix(g)l.

Son iki formiilden,

o

niklik sinifina gore degistiginden (yani g& = hG ise
IFix(g)! = [Fix(b)l), IFix(g)| sayisin1 her egleniklik si-
nifindan tek bir eleman igin hesaplamak yeterlidir.
Yani,

2 eleniklik smflars 161 [Fix(g)l = IGI IX/GL.  (+)

Cauchy’ye ait olan bu formuli uygulamak
icin, IgGl = IGI/IC(g)! esitligini bilmek kimi zaman
yararl olabilir.

Cizgelere Uygulama. Noktalar1 adlandirilma-
mus ¢izge sayisini bulmak igin, Cauchy formiliinii
ozel bir duruma uygulayacagiz. G := Sym(n) olsun.
X, noktalar1 adlandirilmig 7 noktali ¢gizgeler kiimesi
olsun. Daha 6nce gordiigiimiiz iizere, |X| = 27(7=1)/2,
Sym(n) grubu X kiimesini tahmin edilen en dogal bi-
¢imde etkilesin: Eger g € G = Sym(n) ve T’ € X, n
noktali bir ¢izgeyse, gI ¢izgesi, [ "nin noktalarma g’yi
uygulayarak ve I’nin kenarlarini g™ya tasiyarak el-
de edilmis ¢izge olsun, yani g, I”yla gI” ¢izgeleri ara-
sinda bir egyapi dontgtiimii olsun. O zaman, nokta-
landirilmamus ¢izge sayis1 IX/GPdir.

(+) formiline gore, her g € Sym(n) igin,
lgSym(#)| ve Fix(g) bulunabilirse, IX/Gl formiilii bu-
lunabilir. Birinci sayiy: bulmayi 2003-I sayfa 22°de
ve 2003-11 sayfa 103’te gormiistiik. IFix(g)| sayisini
hesaplamak daha zor.

Bir 6rnekle [Fix(g)! sayilarinin nasil hesaplanaca-
gini gosterelim. # herhangi bir say1 olsun ve g = (1 2)
olsun. g’nin sabitledigi 7 noktali ¢izge sayisini bula-
cagiz. {3, ..., n} noktalarindan olusan altgizge her-
hangi bir cizge olabilir. Bunlardan 2(7-2)(7-3)/2 tane
var. 1 noktasi {3, ..., #} noktalarindan olusmus ciz-
gelere 272 degisik bicimde baglanabilir. 1 noktas:
bu cizgelere nasil baglanmigsa, 2 noktasi da bu ¢iz-
geye Oyle baglanmig olmali. Ayrica 1 ve 2 noktalari
arasinda bir kenar olabilir ya da olmayabilir. De-
mek ki,

[Fix(12)] = 2 x 272 x 2(n=2)(n=3)/2,

Cizge sayisi i¢in bugiin bilinen en iyi yaklagik

deger soyle [H]:

2, < ¢ IFix(g)l = 1GI x IX/GI B
e o\ n* —n 8nn—-1)n-2)n-3)3n-7)3n-"9) n
esitligi cikar. ' T+——+ > +0| =7
Ayrica, IFix(g)l sayisi sadece egle- | ' 2 2 2
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