
n Noktal› Çizge Say›s› adl›

yaz›da n noktas› adland›r›l-

m›fl 2n(n−1)/2 tane çizge oldu-

¤unu gördük. Ancak noktalar› adland›r›l-

mam›fl çizge say›s›n› bulmak için bir formül verme-

dik. Bu yaz›da, noktalar› adland›r›lmam›fl çizge say›-

s›n› bulmak için görece daha az zahmetli ama gene

de büyük say›lar için uygulamas› zor bir yöntem be-

lirtece¤iz. Bu yöntem ne yaz›k ki orta düzeyde soyut

cebir bilgisi istiyor.

Cauchy Formülü. G, sonlu bir X kümesi üze-

rine etki eden sonlu bir grup olsun. E¤er x ∈ X ve

g ∈ G ise,

Gx := {gx : g ∈ G} ⊆ X

Gx := {g ∈ G : gx = x} ≤ G

Fix(g) := {x ∈ X : gx = x} ⊆ X

olsun. 

Gx kümesine yörünge denir. Kolayca

kan›tlanaca¤› üzere, her x, y ∈ X için,

ya Gx = Gy ya da Gx ∩ Gy = ∅. (*)

Demek ki X, yörüngelerin ayr›k bileflimidir. Top-

lam yörünge say›s›na |X/G| diyelim.

Gene kolayca görülece¤i üzere, gGx ∈ G/Gx

eleman›n› gx ∈ Gx noktas›na gönderen fonksiyon

iyi tan›ml›d›r ve bir efllemedir. Dolay›s›yla

|G|/|Gx| = |Gx| (**)

eflitli¤i geçerlidir. fiimdi

A := {(g, x) ∈ G × X : gx = x}

kümesini iki de¤iflik türde sayal›m.

Önce ikinci koordinat› sabitleyerek sayal›m:

|A| = ∑x ∈ X |Gx|.

Bundan, (*)’dan ve (**) formülünden,

|A| = |G| × ∑x ∈ X 1/|Gx| 

= |G| × ∑ Gx yörüngeleri (∑y ∈ Gx 1/|Gy|) 

= |G| × ∑ Gx yörüngeleri (∑y ∈ Gx 1/|Gx|) 

= |G| × ∑ Gx yörüngeleri 1 = |G| × |X/G|

ç›kar. 

fiimdi de birinci koordinat› sabitleyerek saya-

l›m: |A| = ∑g ∈ G |Fix(g)|.

Son iki formülden, 

∑g ∈ G |Fix(g)| = |G| × |X/G|

eflitli¤i ç›kar. 

Ayr›ca, |Fix(g)| say›s› sadece eflle-

niklik s›n›f›na göre de¤iflti¤inden (yani gG = hG ise

|Fix(g)| = |Fix(h)|),  |Fix(g)| say›s›n› her eflleniklik s›-

n›f›ndan tek bir eleman için hesaplamak yeterlidir.

Yani,

∑eflleniklik s›n›flar› |gG| |Fix(g)| = |G| |X/G|. (+)

Cauchy’ye ait olan bu formülü uygulamak

için, |gG| = |G|/|CG(g)| eflitli¤ini bilmek kimi zaman

yararl› olabilir.

Çizgelere Uygulama. Noktalar› adland›r›lma-

m›fl çizge say›s›n› bulmak için, Cauchy formülünü

özel bir duruma uygulayaca¤›z. G := Sym(n) olsun.

X, noktalar› adland›r›lm›fl n noktal› çizgeler kümesi

olsun. Daha önce gördü¤ümüz üzere, |X| = 2n(n−1)/2.

Sym(n) grubu X kümesini tahmin edilen en do¤al bi-

çimde etkilesin: E¤er g ∈ G = Sym(n) ve Γ ∈ X, n

noktal› bir çizgeyse, gΓ çizgesi, Γ’n›n noktalar›na g’yi

uygulayarak ve Γ’n›n kenarlar›n› gΓ’ya tafl›yarak el-

de edilmifl çizge olsun, yani g, Γ’yla gΓ çizgeleri ara-

s›nda bir eflyap› dönüflümü olsun. O zaman, nokta-

land›r›lmam›fl çizge say›s› |X/G|’dir.

(+) formülüne göre, her g ∈ Sym(n) için,

|gSym(n)| ve Fix(g) bulunabilirse, |X/G| formülü bu-

lunabilir. Birinci say›y› bulmay› 2003-I sayfa 22’de

ve 2003-II sayfa 103’te görmüfltük. |Fix(g)| say›s›n›

hesaplamak daha zor.

Bir örnekle |Fix(g)| say›lar›n›n nas›l hesaplanaca-

¤›n› gösterelim. n herhangi bir say› olsun ve g = (1 2)

olsun. g’nin sabitledi¤i n noktal› çizge say›s›n› bula-

ca¤›z. {3, …, n} noktalar›ndan oluflan altçizge her-

hangi bir çizge olabilir. Bunlardan 2(n–2)(n–3)/2 tane

var. 1 noktas› {3, …, n} noktalar›ndan oluflmufl çiz-

gelere 2n–2 de¤iflik biçimde ba¤lanabilir. 1 noktas›

bu çizgelere nas›l ba¤lanm›flsa, 2 noktas› da bu çiz-

geye öyle ba¤lanm›fl olmal›. Ayr›ca 1 ve 2 noktalar›

aras›nda bir kenar olabilir ya da olmayabilir. De-

mek ki,

|Fix(12)| = 2 × 2n–2 × 2(n–2)(n–3)/2.

Çizge say›s› için bugün bilinen en iyi yaklafl›k

de¤er flöyle [H]:
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Kapak Konusu: Çizgeler

Noktas›z Çizgeleri Saymak
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