
G
eçen say›m›zda birbiriyle oldukça ilintili

olan Menalaus ve Ceva teoremlerini ince-

lemifltik. Bu iki teorem, bütün temel ge-

ometri kitaplar›nda birlikte anlat›l›r. Afla¤›da buna

benzer bir ikili olan Pappus ve Desargues teorem-

lerinin kan›tlar›n› verece¤iz. 

Öklid gibi büyük bir matematikçi olan Pappus

M.Ö 300’lü y›llarda ‹skenderiye’de yaflad›. Girard

Desargues (1591-1661) ise asl›nda bir mimard› ve

dolay›s›yla – her iyi mimar gibi – geometriyle de

çok ilgiliydi. Geometriye eski Yunan tarz›n›n d›fl›n-

da bir yaklafl›m getirdi. Desargues’a göre Öklid ge-

ometrisiyle aç›klanamayan ger-

çek geometrik/fiziksel durumlar

vard›. Örne¤in iki paralel do¤ru

sonsuz uzakta bir yerde kesifliyor-

larm›fl gibi gelir bize. Bu düflünce-

den hareketle, Desargues modern

geometrinin do¤uflunu haz›rlayan

“izdüflümsel” geometrinin temel-

lerini atm›fl oldu. ‹zdüflümsel ge-

ometride tüm do¤rular kesiflirler,

yani paralel do¤ru yoktur.

Pappus Teoremi. A1, B1, C1 ve A2, B2, C2

noktalar› do¤rusalsa ve A1B2 || B1C2 ve B1A2 ||

C1B2 ise A1A2 || C1C2 dir.

Kan›t. ‹ki do¤runun bir O noktas›nda kesiflti-

¤ini varsayal›m. A1B2 do¤rusu B1C2 do¤rusuna

paralel oldu¤undan, A1B2O üçgeni B1C2O üçge-

niyle benzerdir. O halde B2O/C2O = A1O/B1O

oransal eflitli¤i yaz›labilir. Ayn› flekilde, C1B2O

üçgeni de B1A2O üçgeniyle benzerdir. Demek ki,

B2O/A2O = C1O/B1O eflitli¤i sa¤lan›r. Bu iki eflit-

lik taraf tarafa oranlan›rsa A2O/C2O = A1O/C1O

oransal eflitli¤i elde edilir. A1OA2 aç›s› C1OC2

aç›s›yla ayn› oldu¤undan A1OA2 üçgeniyle

C1OC2 üçgeni benzer olurlar. Böylelikle de A1A-

2O aç›s› C1C2O aç›s›na eflit

olur ki, bu da C1C2 do¤rusu-

nun A1A2 do¤rusuna paralel

oldu¤unu gösterir. 

A1B1C1 ve A2B2C2 do¤ru-

lar›n›n paralel oldu¤u durumun

kan›t›n› okura b›rak›yoruz. ■■

Teoremin en genel halini

afla¤›daki gibi ifade etmek

mümkündür: 

Genellefltirilmifl Pappus Teoremi. A1, B1, C1 ve

A2, B2, C2 noktalar› do¤rusalsa, O1 = A1B2 ∩
B1C2, O2 = B1A2 ∩ C1B2, O3 = A1A2 ∩ C1C2 ola-

rak tan›mlanan noktalar da do¤rusald›r.

Desargues Teoremi. Afla¤›daki flekilde görül-

dü¤ü gibi, A1, B1 ve C1 noktalar› do¤rusal olma-

yan üç nokta olsun. A2, B2, ve C2 noktalar› ise

A1A2, B1B2 ve C1C2 do¤rular› birbirlerine paralel

ve A1B1 do¤rusu A2B2 do¤rusuna paralel ve A1C1

do¤rusu A2C2 do¤rusuna paralel olacak flekilde se-

çilen noktalar olsun. Bu durumda B1C1 do¤rusu

B2C2 do¤rusuna paralel olur.
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Kan›t. A1C1C2A2 bir paralelkenar oldu¤undan

A1A2 = C1C2 dir. Benzer flekilde, A1A2 = B1B2 ve

dolay›s›yla B1B2 = C1C2 eflitlikleri gerçekleflir.

Böylelikle, B1, B2 çiftiyle C1, C2 çiftinin oluflturdu-

¤u kenarlar paraleldir ve, eflit olduklar›ndan,

B1B2C2C1 bir paralelkenard›r. Bu durumda da

B1C1 do¤rusu B2C2 do¤rusuna paralel olur. ■■

Benzer flekilde bu teoremin de genel halini afla-

¤›daki gibi ifade etmek mümkündür:

Genellefltirilmifl Desargues Teoremi. A1, A2,

B1, B2, C1, C2 ve O noktalar› O = A1A2 ∩ B1B2

∩ C1C2 olacak flekilde olsun. O1 := A1B1 ∩ A2B2

ve O2 := A1C1 ∩ A2C2 ve O3 := B1C1 ∩ B2C2 ol-

sun. E¤er O noktas›yla (O1, O2, O3) üçlüsünden

herhangi iki nokta bir do¤ru üstündeyse üçlünün

di¤er noktas› da ayn› do¤ru üstündedir.

Genellefltirilmifl Pappus ve Desargues teorem-

lerinin kan›t›n› bir baflka say›da görürüz. ♦
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Düzeltme ve Özür
2003-I’de sordu¤umuz 2003-II’de yan›tlad›-

¤›m›z[› düflündü¤ümüz] Morley’in Teoremi’nin

kan›t›nda birçok okurumuzun da dikkatini çek-

ti¤i gibi iflah olmaz bir hata var. Teoremin kan›-

t› sand›¤›m›zdan çok daha zor ve uzunmufl.

Bu konuda oldukça genifl bir literatür var.

Bir sonraki say›m›zda Morley’in Teoremi’nin

do¤ru bir kan›t›n› verece¤iz. Okurlar›m›zdan

özür dileriz. 

Geçen say›m›z›n 76nc› sayfas›nda, düzlemde

önceden belirlenmifl iki noktaya olan mesafelerinin

karelerinin toplam›n›n sabit oldu¤u noktalar kü-

mesinin elips oldu¤unu söylemifltik. Yanl›fl de¤il

ama yanl›fl anlamalara yol açabilecek bir ifade.

Böylece elde edilen flekillerin elips olduklar› do¤ru,

ancak bunlar çok özel elipsler, ad›na çember deni-

lenlerden!.. Kan›tlayal›m bunu. Sabit noktalar›m›-

za A ve B diyelim. Demek ki A ve B’ye olan mesa-

felerinin karelerinin toplam›n›n sabit oldu¤u nok-

talar kümesini ar›yoruz.

Döndürerek ve öteleyerek A ve B’nin x ekseni

üzerinde ve (0, 0) noktas›na göre simetrik oldukla-

r›n› varsayabiliriz. Demek ki, belli bir a > 0 için, A

= (−a, 0) ve B = (a, 0). Sabit mesafeye r2 diyelim.

[(x+a)2 + y2] + [(x−a)2 + y2] = r2 denklemini sa¤la-

yan (x, y) noktalar›n› ar›yoruz. Soldaki terimi açar-

sak ve gereken sadelefltirmeleri yaparsak,

x2 + y2 = r2/2 − a2

denklemini elde ederiz ki, bu da (0,0) merkezli 

yar›çapl› çemberdir. (E¤er r2 ≥ 2a2

ise… Yoksa boflkümeyi elde ederiz.)

Do¤rusu bu flekillerin elipsten ziyade çember

olabilecekleri akl›m›za gelmemiflti, bizim için de

sürpriz oldu. Bu noktaya dikkatimizi çeken mate-

matik ö¤retmeni Say›n Ömer Kepekçi’ye teflekkür

ederiz.

fiimdi sorumuz daha ilginçleflti:

Elipsin tan›m› yukarda verildi¤i gibi de¤ildir

ama yak›nd›r. Düzlemde, belirlenmifl iki noktaya

olan mesafelerinin toplam›n›n sabit oldu¤u nokta-

lar kümesine elips denir.

Yukardaki soruya bir soru daha ekleyelim:

r a2 22/ −

Çember, Elips ve Çeflitlemeleri

Çember Gene çember Ya bu ne?
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Verilen bir A noktas›na
uzakl›¤›n›n karesi sabit
(r2) olan noktalar (P)
kümesi bir çemberdir.

Verilen A ve B nokta-
lar›na uzakl›klar›n›n
karelerinin (a2 ve b2)
toplam› sabit (r2) olan
noktalar (P) kümesi de
bir çemberdir.

Verilen A, B ve C nok-
talar›na uzakl›klar›n›n
(a2, b2 ve c2) toplam›
sabit (r2) olan noktalar
(P) kümesi nedir? 

Çember Elips Ya bu ne?

P
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Verilen bir A noktas›-
na uzakl›¤› sabit (r)
olan noktalar (P) kü-
mesi bir çemberdir.

Verilen A ve B nokta-
lar›na uzakl›klar›n›n (a
ve b) toplam› sabit (r)
olan noktalar (P) kü-
mesi bir elipstir.

Verilen A, B ve C nok-
talar›na uzakl›klar›n›n
(a, b ve c) toplam› sa-
bit (r) olan noktalar
(P) kümesi nedir? Ad›
var m›d›r? Böyle bir
e¤rinin “sivri” bir nok-
tas› olabilir mi? ♦


