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Teoremleri

ecen saylimzda birbiriyle oldukca ilintili
‘ olan Menalaus ve Ceva teoremlerini ince-

lemistik. Bu iki teorem, biitiin temel ge-
ometri kitaplarinda birlikte anlatilir. Asagida buna
benzer bir ikili olan Pappus ve Desargues teorem-
lerinin kanitlarini verecegiz.

Oklid gibi biiyiik bir matematikgci olan Pappus
M.O 300’lii yillarda Iskenderiye’de yasadi. Girard
Desargues (1591-1661) ise aslinda bir mimard: ve
dolayisiyla — her iyi mimar gibi — geometriyle de
cok ilgiliydi. Geometriye eski Yunan tarzinin digin-
da bir yaklagim getirdi. Desargues’a gore Oklid ge-
ometrisiyle agiklanamayan ger-
cek geometrik/fiziksel durumlar
vardi. Ornegin iki paralel dogru
sonsuz uzakta bir yerde kesisiyor-
larmus gibi gelir bize. Bu diisiince-

| den hareketle, Desargues modern
geometrinin dogusunu hazirlayan

“izdigiimsel” geometrinin temel-

Girard Desargues

lerini atmus oldu. Izdiisiimsel ge-
ometride tiim dogrular kesisirler,
yani paralel dogru yoktur.

Pappus Teoremi. A, By, C; ve Ay, By, G,
noktalari dogrusalsa ve A{B, Il B{C, ve B{A, |l
ClBZ ise AlAZ Il C1C2 dir.

Kant. 1ki dogrunun bir O noktasinda kesisti-
gini varsayalim. AB, dogrusu B{C, dogrusuna
paralel oldugundan, A{B,O tggeni B{C,0 ftigge-
niyle benzerdir. O halde B,O/C,0 = A{O/B{;O
oransal esitligi yazilabilir. Aym sekilde, C{B,O
tiggeni de B1A,O ilicgeniyle benzerdir. Demek ki,
B,0/A,0 = C{O/B O esitligi saglanir. Bu iki esit-
lik taraf tarafa oranlanirsa A,O/C,0 = A{O/C;O
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oransal esitligi elde edilir. AJOA, acgis1 C;OC,
agistyla ayni oldugundan A;OA, tiggeniyle
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C,0C, uggeni benzer olurlar. Boylelikle de A{A-
50 agis1 C{C,0 agisina esit
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olur ki, bu da C;C, dogrusu-
nun A{A, dogrusuna paralel
oldugunu gosterir.

A{B,C; ve A,B,C, dogru-
larinin paralel oldugu durumun
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kanitin1 okura birakiyoruz. O

Teoremin en genel halini
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asagidaki gibi ifade etmek

mimkiindiir:

Genellestirilmis Pappus Teoremi. A, By, C; ve
A,, By, C, noktalari dogrusalsa, O; = A{B, N
B{C,, Oy =B1A; N C By, O3 =A1A; n C{C, ola-
rak tanumlanan noktalar da dogrusaldir.

Desargues Teoremi. Asagidaki sekilde goriil-
diigii gibi, A1, By ve Cy noktalari dogrusal olma-
yan ii¢ nokta olsun. A,, B,, ve C, noktalar: ise
AA,, B{B, ve C{C, dogrular: birbirlerine paralel
ve A1By dogrusu A,B, dogrusuna paralel ve A{Cy
dogrusu A,C, dogrusuna paralel olacak sekilde se-
¢ilen noktalar olsun. Bu durumda B{Cy dogrusu
B,C, dogrusuna paralel olur.
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Kamit. A;CC,A, bir paralelkenar oldugundan
AA, = C,C, dir. Benzer sekilde, AjA, = B{B, ve
dolayisiyla B{B, = CC, esitlikleri gerceklesir.

Boylelikle, By, B, ciftiyle C;, C, iftinin olusturdu-
gu kenarlar paraleldir ve, esit olduklarindan,
B{B,C,C bir paralelkenardir. Bu durumda da
B{C; dogrusu B,C, dogrusuna paralel olur. O
Benzer sekilde bu teoremin de genel halini asa-

gidaki gibi ifade etmek mumkiindur:

Genellestirilmis Desargues Teoremi. A Aj,
By, By, Cy, Cy ve O noktalars O = AjA, N BB,
N C1C, olacak sekilde olsun. O := A{B; N AB,
ve Oy := A1C; N A,C,y ve O3 := B{C; N B,C, ol-
sun. Eger O noktasiyla (O1, O,, O3) iiglisiinden
herbangi iki nokta bir dogru iistiindeyse iicliiniin
diger noktast da aymi dogru iistiindedir.

Genellestirilmis Pappus ve Desargues teorem-
lerinin kanitini bir bagka sayida goriiriiz. ¢

Diizeltme ve Oziir

2003-Ide sordugumuz 2003-I’de yanitladi-
gimiz[1 dusiindiigumuz] Morley’in Teoremi’nin
kanitinda bir¢ok okurumuzun da dikkatini ¢ek-
tigi gibi iflah olmaz bir hata var. Teoremin kani-
t1 sandigimizdan ¢ok daha zor ve uzunmus.

Bu konuda olduk¢a genis bir literatiir var.
Bir sonraki sayimizda Morley’in Teoremi’nin
dogru bir kamitim verecegiz. Okurlarimizdan
ozir dileriz.

Cember, Elips ve Cesitlemeleri

Gecgen sayimizin 76nc1 sayfasinda, duzlemde
onceden belirlenmis iki noktaya olan mesafelerinin
karelerinin toplaminin sabit oldugu noktalar kii-
mesinin elips oldugunu soylemistik. Yanhs degil
ama yanls anlamalara yol acabilecek bir ifade.
Boylece elde edilen sekillerin elips olduklari dogru,
ancak bunlar ¢ok 6zel elipsler, adina ¢ember deni-
lenlerden!.. Kanitlayalim bunu. Sabit noktalarimi-
za A ve B diyelim. Demek ki A ve B’ye olan mesa-
felerinin karelerinin toplaminin sabit oldugu nok-
talar kiimesini ariyoruz.

Dondirerek ve oteleyerek A ve B’nin x ekseni
tizerinde ve (0, 0) noktasina gore simetrik oldukla-
rini varsayabiliriz. Demek ki, belli bir a > 0 i¢in, A
= (-a, 0) ve B = (a, 0). Sabit mesafeye 72 diyelim.
[(x+a)? + y2] + [(x—a)? + y2] = r? denklemini sagla-
yan (x, y) noktalarini ariyoruz. Soldaki terimi acar-
sak ve gereken sadelestirmeleri yaparsak,

x2+y2 =122 -a?
denklemini elde ederiz ki, bu da (0,0) merkezli

Vr* 12 —a? yarigaph ¢emberdir. (Eger 72 > 242
ise... Yoksa boskuimeyi elde ederiz.)

Dogrusu bu sekillerin elipsten ziyade ¢cember
olabilecekleri aklimiza gelmemisti, bizim icin de
sirpriz oldu. Bu noktaya dikkatimizi ¢ceken mate-
matik dgretmeni Sayin Omer Kepekgi’ye tesekkiir
ederiz.
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Simdi sorumuz daha ilginglesti:

Ya bu ne?

Cember Gene cember

P P
A b
A B P

Verilen A ve B nokta- Verilen A, B ve C nok-
larina uzakliklarinin talarina uzakliklarinin
karelerinin (a2 ve b2) (a2, b2 ve c2) toplami
toplamu sabit (72) olan sabit (r2) olan noktalar
noktalar (P) kiimesi de (P) kiimesi nedir?

bir ¢cemberdir.

Verilen bir A noktasina
uzakliginin karesi sabit
(r2) olan noktalar (P)
kiimesi bir ¢emberdir.

Elipsin tanimi yukarda verildigi gibi degildir
ama yakindir. Diizlemde, belirlenmis iki noktaya
olan mesafelerinin toplaminin sabit oldugu nokta-
lar kiimesine elips denir.

Yukardaki soruya bir soru daha ekleyelim:

Cember Ya bu ne?

Elips

~

Verilen bir A noktasi-
na uzaklig sabit (r)
olan noktalar (P) kii-
mesi bir cemberdir.

Verilen A ve B nokta- Verilen A, B ve C nok-
larina uzakliklarinin (g talarina uzakliklarinin
ve b) toplami sabit (r) (a, b ve ¢) toplami sa-
olan noktalar (P) kii- bit (r) olan noktalar
mesi bir elipstir. (P) kiimesi nedir? Adi
var mudir? Boyle bir
egrinin “sivri” bir nok-
tast olabilir mi? 4



