
Bu yaz›da, gerçel say›lar›n ç›karma alt›nda ka-

pal› ve bofl olmayan, yani

her x, y ∈ A için x − y ∈ A

özelli¤ini sa¤layan A ⊆ R altkümeleriyle ilgilenece-

¤iz. Bu tür gerçel say› kümelerine R’nin toplamsal

altgrubu denir. “Toplamsal altgrup” yerine, daha

k›sa olsun diye “grup” sözcü¤ünü kullanaca¤›z.

Hemen birkaç (toplamsal) grup örne¤i verelim.

Örnekler: {0}, Z, Q, R kümelerinin herbiri bi-

rer gruptur. E¤er x ∈ Z bir gerçel say›ysa, A = xZ

= {xn : n ∈ Z} bir gruptur. Burada, x = 0 al›rsak

{0}’›, x = 1 al›rsak Z’yi buluruz. Q ve R bu türden

de¤ildir. E¤er x, y ∈ Z ise, 

A = xZ + yZ := {xn + ym : n, m ∈ Z}

kümesi de bir gruptur. Bu son örne¤i genellefltire-

biliriz: x ve y gibi iki say› alaca¤›m›za x, y ve z gi-

bi üç say› alabiliriz, hatta k de¤iflik say› alabiliriz…

Gruplar› önce cebirle anlamaya çal›flaca¤›z.

Cebirin yetmedi¤i yerde analize baflvuraca¤›z. Ön-

ce çok temel bir sonuç:

Önsav 1. A bir grupsa, 0 ∈ A, −A = A ve A top-

lama alt›nda kapal›d›r.

Kan›t. Boflküme olmad›¤›ndan, A’da en az bir

eleman var, diyelim a ∈ A. Ç›karma alt›nda kapa-

l› oldu¤undan, 0 = a – a ∈ A. Önsav›n birinci k›s-

m› kan›tland›. fiimdi a, b ∈ A olsun. 0, A’da ve A

ç›karma alt›nda kapal›. Demek ki – b = 0 − b ∈ A.

Bu da önsav›n ikinci yar›s›. Bundan da a + b = a −
(−b) ∈ A ç›kar. ■■

Yukarda xZ ve xZ + yZ örneklerini gördük. Bi-

rinci tip örnek oldukça basit: belli bir x say›s›n›n tam

katlar›. ‹kinci tip örnekleri alg›lamak daha zor. Ör-

ne¤in 5Z + (3/2)Z nas›l bir kümedir? Ya πZ + √2Z?

Bu kümeler, belli bir z ∈ Z için zZ kümesine eflit mi-

dir? Daha genel olarak, x ve y gerçel say›lar› veril-

miflse, xZ + yZ kümesi, belli bir z ∈ Z için zZ küme-

sine eflit olabilir mi? Olursa ne zaman olur? 

Önsav 2. E¤er x ve y kesirli say›larsa, xZ + yZ

grubu belli bir z ∈ Z için zZ’ye eflittir.

Kan›t: x = 0 ya da y = 0 ise, sorun yok. Bundan

böyle x ≠ 0 ve y ≠ 0 olsun. xZ = (−x)Z oldu¤undan,

x ve y’nin negatif olmad›klar›n› varsayabiliriz. x =

a/b ve y = c/d olacak biçimde a, b, c, d pozitif tam-

say›lar seçelim. fiimdi önsav›m›z› do¤rulad›¤›n› ka-

n›tlayaca¤›m›z z kesirli say›s›n› tan›mlayal›m: z =

(ad, bc)/bd olsun. Burada, (ad, bc) say›s› ad’yle

bc’nin en büyük ortak bölenidir. 

Önce xZ + yZ ⊆ zZ iliflkisini kan›tlayal›m. Sol

taraftaki kümeden bir α say›s› alal›m. Demek ki,

belli n, m ∈ Z tamsay›lar› için α = xn + ym. fiimdi

x ve y yerine a/b ve c/d koyal›m: α = (adn +

bcm)/bd elde ederiz. Ama (ad, bc) say›s› hem ad’yi

hem de bc’yi bölüyor, yani belli u, v ∈ Z için ad =

u(ad, bc) ve bc = v(ad, bc). Dolay›s›yla

α = (ad, bc)(un + vm)/bd = z(un + vm) ∈ zZ.

fiimdi de zZ ⊆ xZ + yZ iliflkisini kan›tlayal›m.

Sol taraftan bir α eleman› alal›m. Demek ki belli bir

n ∈ Z için, α = zn = (ad, bc)n/bd. Öte yandan (ad,

bc) say›s› ad ve bc’nin en büyük ortak böleni oldu-

¤undan, belli u, v ∈ Z tamsay›lar› için (ad, bc) =

uad + vbc eflitli¤i geçerlidir (yan sayfan›n üstünde-

ki kareye bak›n.) Dolay›s›yla α = (uad + vbc)n/bd =

(a/b)un + (c/d)vn = xun + yvn ∈ xZ + yZ. ■■

Sonuç 3. x, y ∈ R olsun. E¤er y ≠ 0 ise ve x/y

∈ Q ise, belli bir z ∈ R için xZ + yZ = zZ.

Kan›t: xZ + yZ = y((x/y)Z + Z) ve Önsav 2’ye

göre (x/y)Z + Z kümesi, belli bir q ∈ Q için qZ’ye

eflit. Demek ki xZ + yZ = y((x/y)Z + Z) = yqZ. ■■

xZ + yZ kümesinin ne zaman zZ biçiminde ya-

z›laca¤›n› bulduk ama, ne zaman yaz›lamayaca¤›n›

bulamad›k. Bunun için biraz analiz yapmam›z ge-

rekecek.

A ⊆ R olsun. E¤er her gerçel x < y say› çifti için,

x < a < y eflitsizli¤ini sa¤layan bir a ∈ A varsa, A kü-

mesine (R’de) yo¤un denir. Örne¤in Q ve R küme-

leri yo¤undur. xZ kümeleri yo¤un de¤ildir, çünkü

örne¤in 0’la x aras›nda xZ’nin eleman› yoktur.

xZ kümeleri yo¤un de¤iller ama xZ + yZ kü-

meleri yo¤un olabilirler. Her zaman olmasalar da

bazen yo¤un olabilirler. fiu soruyu yan›tlayaca¤›z:

xZ + yZ kümeleri ne zaman yo¤undurlar? Bir tan›-

ma ve bir önsava daha gereksiniyoruz. 
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A ⊆ R olsun. E¤er her ε > 0 için 0 < a < ε iliflki-

sini sa¤layan bir a ∈ A eleman› varsa, 0, A’n›n bir

sa¤dan yo¤unlaflma noktas›d›r. Kolayl›k olsun diye

bu yaz›da “sa¤dan” s›fat›n› kullanmayaca¤›z. Örne-

¤in 0, {1/2, 1/3, 1/4, …} kümesinin yo¤unlaflma nok-

tas›d›r, ama Z’nin de¤ildir.

Önsav 4. Bir grubun yo¤un olmas› için yeter

ve gerek koflul 0’›n grubun yo¤unlaflma noktas›

olmas›d›r.

Kan›t: Gruba A diyelim. Önce A’n›n yo¤un ol-

du¤unu varsayal›m. ε > 0 olsun. Demek ki 0 < a <

ε eflitsizliklerini sa¤layan bir a ∈ A var, yani 0,

A’n›n bir yo¤unlaflma noktas›. Bu kolayd›.

fiimdi 0’›n A’n›n bir yo¤unlaflma noktas› oldu¤u-

nu varsayal›m. x < y iki gerçel say› olsun. x’le y ara-

s›nda A’n›n bir a eleman›n› bulaca¤›z. E¤er x < 0 < y

ise a = 0 ∈A alabiliriz (Önsav 1). Bu eflitsizlikler do¤-

ru de¤ilse ya 0 < x < y ya da x < y < 0 do¤rudur. 

0 < x < y eflitsizli¤ini varsayal›m, di¤eri çok ben-

zer. y − x > 0 oldu¤undan, yo¤unlaflma noktas› ta-

n›m›nda ε = y − x alarak, 0 < a < y − x eflitsizlikleri-

ni sa¤layan bir a ∈ A eleman› bulabiliriz. fiimdi a,

2a, 3a, 4a, … gibi a’n›n katlar›na bakal›m. Bir za-

man sonra bunlardan biri x’i aflmak zorunda1. x’i

aflmayan en son say› na olsun. Demek ki na ≤ x <

(n+1)a. fiimdi, (n+1)a = na + a ≤ x + a < x + (y − x)

= y. Demek ki x ile y aras›nda (n+1)a ∈ A say›s›n›

bulduk (bknz. Önsav 1). ■■

Önsav 5. E¤er x ∉ Q ise, Z + xZ yo¤undur.

Kan›t: A = Z + xZ olsun. n ∈ Z için, nx − [nx]

say›lar›na bakal›m. Burada [nx], nx say›s›n›n tam

k›sm›d›r. Demek ki 0 ≤ nx − [nx] < 1. E¤er n ≠ m

ise, nx − [nx] ≠ mx − [mx] eflitsizli¤ini iddia edip

kan›tl›yoruz: E¤er nx − [nx] = mx – [mx] ise [nx] ≠

[mx] ve  bir çeliflki. Ayr›ca

nx − [nx] ∈ A. Demek ki A ∩ [0, 1] kümesi sonsuz.

fiimdi ε > 0 olsun. ε’un [0, 1] aral›¤›ndaki tam

katlar›na, yani 

0 < ε < 2ε < 3ε < 4ε < … < [1/ε]ε ≤ 1

say›lar›na bakal›m. Bu nε’lardan sonlu say›da ol-

du¤undan ve A ∩ [0, 1] sonsuz oldu¤undan, öyle

bir n ∈ 0, 1, 2, …, [1/ε] vard›r ki, nε ve (n+1)ε ara-

s›nda A’dan sonsuz say›da eleman vard›r. Bunlar-

dan ikisini alal›m: a1 ve a2. fiimdi |a1 − a2| ∈ A ve

0 < |a1 − a2| < ε. Demek ki 0, A’n›n bir yo¤unlafl-

ma noktas›. Önsav 4’e göre A yo¤undur. ■■

Sonuç 6. E¤er x ∉ Q ise, Z + xZ grubu zZ bi-

çiminde yaz›lamaz.

Kan›t: Yukarda gördü¤ümüz üzere Z + xZ yo-

¤un bir küme, ama zZ kümeleri yo¤un de¤iller. ■■

Sonuç 7. E¤er y ≠ 0 ve x/y ∉ Q ise, xZ + yZ,

zZ biçiminde yaz›lamaz. ■■

Sonuç 3 ve 7’den flu teorem ç›kar.

Teorem 8. y ≠ 0 olsun. xZ + yZ kümesinin bel-

li bir z ∈ Z için zZ’ye eflit olmas› için gerek ve ye-

ter koflul x/y’nin kesirli say› olmas›d›r. ■■

 
x
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nx mx

=
−
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Teorem. a ve b her ikisi de s›f›r olmayan iki

do¤al say› olsun. d, a ve b’nin en büyük ortak bö-

leni olsun. O zaman, belli u, v ∈ Z için d = ua +

vb eflitli¤i geçerlidir.

Kan›t: E¤er a = 0 ya da a = 1 ise, kan›t kolay.

Bundan böyle a > 1 olsun. a üzerinden tümevar›-

ma baflvuraca¤›z. b’yi a’ya bölelim (do¤al say›lar-

da bölme yap›yoruz): b = aq + r ve 0 ≤ r < a olsun.

Elbette a ve b’yi bölen bir say› hem a’y› hem r’yi

böler. Öte yandan, a ve r’yi bölen bir say› da hem

a’y› hem b’yi böler. Demek ki d, a ve r’nin de en

büyük ortak bölenidir. r < a oldu¤undan, tümeva-

r›m varsay›m›na göre, belli u ve v tamsay›lar› için

d = ua + vr eflitli¤i geçerlidir. Dolay›s›yla d = ua +

vr = ua + v(b − aq) = (u − vq)a + vb. ■

Teorem. Bir grubun yo¤un olmamas› için gerek

ve yeter koflul bir z ∈ R için zZ’ye eflit olmas›d›r.

Kan›t: zZ’nin yo¤un olamayaca¤› bariz. 

A yo¤un olmayan bir grup olsun. E¤er A = {0}

ise z = 0 iflimizi görür. Bundan böyle A ≠ {0} varsa-

y›m› alt›nda çal›flal›m. Önsav 4’e göre, A’da 0’dan

büyük en küçük bir eleman vard›r (neden?) Bu ele-

mana z diyelim. z ∈ A oldu¤undan, zZ ⊆ A. fiimdi

A ⊆ zZ iliflkisini kan›tlayal›m. a ∈ A olsun. a = 0 ise,

elbette a = z × 0 ∈ zZ. Önce a’n›n pozitif oldu¤unu

varsayal›m. z, 2z, 3z, 4z elemanlar›ndan biri a’y› ge-

çer. a’y› geçmeyen en büyük nz’yi alal›m. Demek ki

nz ≤ a < (n+1)z. Dolay›s›yla, 0 < (n+1)z − a ≤ z. Ama

(n+1)z − a ∈ A, çünkü (n+1)z ∈ zZ ⊆ A, dolay›s›y-

la, z’den küçükeflit oldu¤undan, bu say› z’ye eflit ol-

mal›. Demek ki (n+1)z − a = z ve a = nz ∈ zZ. E¤er

a < 0 ise, −a ∈ zZ ve a ∈ zZ. ■

0 a 2a

na

x

(n+1)a

y

1  E¤er 0 < a ise ve 0 < x ise, o zaman x < na eflitsizli¤ini sa¤la-

yan bir n do¤al say›s› vard›r. Buna Arflimet özelli¤i denir.


