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Gercel Sayilarin Toplamsal Altgruplari

Nurettin Ergun®, Cavit Hafizoglu™* ve Ali Nesin**

Bu yazida, gergel sayilarin ¢ikarma altinda ka-

pali ve bos olmayan, yani

herx,y e Aicinx -y e A
ozelligini saglayan A < R altkiimeleriyle ilgilenece-
giz. Bu tir gergel say1 kiimelerine R’nin toplamsal
altgrubu denir. “Toplamsal altgrup” yerine, daha
kisa olsun diye “grup” sozcuginii kullanacagiz.
Hemen birkag (toplamsal) grup 6rnegi verelim.

Ornekler: {0}, Z, Q, R kiimelerinin herbiri bi-
rer gruptur. Eger x € Z bir gergel sayiysa, A = xZ
= {xn : n € Z} bir gruptur. Burada, x = 0 alirsak
{0}1, x = 1 alirsak Z’yi buluruz. Q ve R bu tirden
degildir. Eger x, y € Z ise,

A=xZ+yZ:={xn+ym:n,me Z}
kiimesi de bir gruptur. Bu son 6rnegi genellestire-
biliriz: x ve y gibi iki say1 alacagimiza x, y ve z gi-
bi ti¢ say1 alabiliriz, hatta k degisik say1 alabiliriz...

Gruplar1 once cebirle anlamaya c¢alisacagiz.
Cebirin yetmedigi yerde analize basvuracagiz. On-
ce ¢ok temel bir sonug:

Onsav 1. A bir grupsa, 0 € A, —A = A ve A top-
lama altinda kapalidir.

Kanit. Boskime olmadigindan, A’da en az bir
eleman var, diyelim a € A. Cikarma altinda kapa-
Ii oldugundan, 0 = a — a € A. Onsavin birinci kis-
mi kanitlandi. Simdi @, b € A olsun. 0, A’da ve A
¢ikarma altinda kapali. Demek ki— b =0 - b € A.
Bu da 6nsavin ikinci yarisi. Bundan daa + b=a —
(-b) € A cikar. O

Yukarda xZ ve xZ + yZ 6rneklerini gordiik. Bi-
rinci tip ornek oldukga basit: belli bir x sayisinin tam
katlari. Ikinci tip 6rnekleri algilamak daha zor. Or-
negin 5Z + (3/2)Z nasil bir kiimedir? Ya nZ + \2Z?
Bu ktimeler, belli bir z € Z i¢in zZ kiimesine esit mi-
dir? Daha genel olarak, x ve y gergel sayilar1 veril-
migse, xZ + yZ kiimesi, belli bir z € Z i¢in zZ kiime-
sine esit olabilir mi? Olursa ne zaman olur?

Onsav 2. Eger x ve vy kesirli sayilarsa, xZ + yZ
grubu belli bir z € Z icin zZ’ye esittir.
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Kanit: x = 0 ya da y = 0 ise, sorun yok. Bundan
boyle x # 0 ve y # 0 olsun. xZ = (—x)Z oldugundan,
x ve y’nin negatif olmadiklarini varsayabiliriz. x =
alb ve y = c/d olacak bigimde a, b, c, d pozitif tam-
sayilar secelim. Simdi onsavimizi dogruladigini ka-
nitlayacagimiz z kesirli sayisini tamimlayalim: z =
(ad, bc)lbd olsun. Burada, (ad, bc) sayis1 ad’yle
bc’nin en biiyiik ortak bolenidir.

Once xZ + yZ c 2Z iliskisini kanitlayalim. Sol
taraftaki kiimeden bir o sayist alalim. Demek ki,
belli 7, m € Z tamsayilari i¢in o = x7 + ym. Simdi
x ve y yerine a/b ve c/d koyalim: o = (adn +
bem)/bd elde ederiz. Ama (ad, bc) sayisi hem ad’yi
hem de bc’yi boluyor, yani belli #, v € Z i¢in ad =

u(ad, bc) ve be = v(ad, bc). Dolayisiyla
o = (ad, be)(un + vm)/bd = z(un + vm) e zZ.
Simdi de 2Z < xZ + yZ iligkisini kanitlayalim.
Sol taraftan bir o elemani alalim. Demek ki belli bir
n € Zigin, o = zn = (ad, be)n/bd. Ote yandan (ad,
be) sayist ad ve bc’nin en buyiik ortak boleni oldu-

gundan, belli #, v € Z tamsayilan i¢in (ad, bc)
uad + vbc esitligi gecerlidir (yan sayfanin tstiinde-
ki kareye bakin.) Dolayisiyla o = (vad + vbc)n/bd =
(alb)un + (c/d)yvn = xun + yvn € xZ + yZ. O

Sonug 3. x, y € R olsun. Eger y # 0 ise ve x/y
e Q ise, belli bir z € R icin xZ + yZ = zZ.

Kanit: xZ + yZ = y((x/y)Z + Z) ve Onsav 2’ye
gore (x/y)Z + Z kumesi, belli bir ¢ € Q icin gZ’ye
esit. Demek ki xZ + yZ = y((x/y)Z + Z) = ygZ. O

xZ + yZ kiimesinin ne zaman zZ bi¢iminde ya-
zilacagini bulduk ama, ne zaman yazilamayacagini
bulamadik. Bunun i¢in biraz analiz yapmamiz ge-
rekecek.

A c R olsun. Eger her gergel x < y sayi ¢ifti icin,
X < a < y egitsizligini saglayan bir a € A varsa, A kii-
mesine (R’de) yogun denir. Ornegin Q ve R kiime-
leri yogundur. xZ ktmeleri yogun degildir, ¢tinkii
ornegin 0’la x arasinda xZ’nin eleman yoktur.

xZ kuimeleri yogun degiller ama xZ + yZ ki-
meleri yogun olabilirler. Her zaman olmasalar da
bazen yogun olabilirler. Su soruyu yanitlayacagiz:
xZ + yZ kiimeleri ne zaman yogundurlar? Bir tani-
ma ve bir 6nsava daha gereksiniyoruz.
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Teorem. a ve b her ikisi de sifir olmayan iki
dogal sayi olsun. d, a ve b’nin en biiyiik ortak bo-
leni olsun. O zaman, belli u, v € Z icin d = ua +
vb esitligi gecerlidir.

Kanit: Eger a = 0 ya da a = 1 ise, kanit kolay.
Bundan boyle a > 1 olsun. a lizerinden tiimevari-
ma bagvuracagiz. b’yi a’ya bolelim (dogal sayilar-
da bolme yapiyoruz): b = ag + r ve 0 < r < a olsun.
Elbette a ve b’yi bolen bir say1 hem a’y1 hem 7’yi
boler. Ote yandan, a ve 7’yi bolen bir say1 da hem
@’y1 hem b’yi boler. Demek ki d, a ve 7’nin de en
biiyiik ortak bolenidir. 7 < a oldugundan, tiimeva-
rim varsayimina gore, belli # ve v tamsayilar i¢in
d = ua + vr esitligi gecerlidir. Dolayisiyla d = ua +
vr =ua + v(b — aq) = (u — vq)a + vb. [ ]

A c R olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in 0 < a < ¢ iligki-
sini saglayan bir a € A elemani varsa, 0, A’nin bir
sagdan yogunlagsma noktasidir. Kolaylik olsun diye
bu yazida “sagdan” sifatimi kullanmayacagiz. Orne-
gin 0, {1/2, 1/3, 1/4, ...} kiimesinin yogunlagsma nok-
tasidir, ama Z’nin degildir.

Onsav 4. Bir grubun yogun olmast icin yeter
ve gerek kosul 0'in grubun yogunlasma noktasi
olmasidir.

Kanit: Gruba A diyelim. Once A’nin yogun ol-
dugunu varsayalim. ¢ > 0 olsun. Demek ki 0 < a <
¢ esitsizliklerini saglayan bir a € A var, yani 0,
A’nin bir yogunlagma noktasi. Bu kolayd.

Simdi 0’m A’nin bir yogunlagma noktasi oldugu-
nu varsayalim. x < y iki gergel say1 olsun. x’le y ara-
sinda A’nin bir @ elemanini bulacagiz. Eger x <0 <y
ise a = 0 € A alabiliriz (Onsav 1). Bu esitsizlikler dog-
ru degilse ya 0 < x < y ya da x <y < 0 dogrudur.
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0 < x < y egitsizligini varsayalim, digeri ¢ok ben-
zer. y — x > 0 oldugundan, yogunlasma noktasi ta-
miminda € = y — x alarak, 0 < a < y — x esitsizlikleri-
ni saglayan bir a € A elemani bulabiliriz. Simdi 4,
2a, 3a, 4a, ... gibi @’nin katlarina bakalim. Bir za-
man sonra bunlardan biri x’i agsmak zorundal. x’i
agmayan en son sayl #za olsun. Demek ki na < x <
(n+1)a. Simdi, (n+l)a=na+a<x+a<x+(y—x)
= y. Demek ki x ile y arasinda (n+1)a € A sayisim

bulduk (bknz. Onsav 1). O

1 Eger 0 < aise ve 0 < x ise, 0 zaman x < na esitsizligini sagla-
yan bir 7 dogal sayisi vardir. Buna Arsimet o6zelligi denir.
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Onsav 5. Eger x ¢ Q ise, Z + xZ yogundur.

Kanit: A = Z + xZ olsun. n € Z igin, nx — [nx]
sayilarina bakalim. Burada [nx], #x sayisinin tam
kismidir. Demek ki 0 < nx — [nx] < 1. Eger n # m
ise, nx — [nx] = mx — [mx] esitsizligini iddia edip
kanithyoruz: Eger nx — [nx] = mx — [mx] ise [nx] #

m-—n

[mx] ve x= € Q, bir celiski. Ayrica

[ ] [mx]
nx — [nx] € A. Demek ki A m [0, 1] kiimesi sonsuz.
Simdi € > 0 olsun. &’un [0, 1] araligindaki tam
katlarina, yani
O<e<2e<3e<4de<...<[llele<
sayilarina bakalim. Bu n¢’lardan sonlu sayida ol-
dugundan ve A N [0, 1] sonsuz oldugundan, oyle
birn € 0,1, 2, ..., [1/¢] vardir ki, ne ve (n+1)g ara-
sinda A’dan sonsuz sayida eleman vardir. Bunlar-
dan ikisini alalm: aq ve a,. Simdi la; — a,| € A ve
0 < lay — a5l < €. Demek ki 0, A’nin bir yogunlag-

ma noktast. Onsav 4’e gore A yogundur. O

Sonug 6. Eger x ¢ Q ise, Z + xZ grubu zZ bi-

¢iminde yazilamaz.

Kanit: Yukarda gordigiimiz tizere Z + xZ yo-

gun bir kiime, ama zZ kiimeleri yogun degiller. O

Sonug 7. Eger y # 0 ve x/y ¢ Q ise, xZ + yZ,

zZ bigiminde yazilamaz. O

Sonug 3 ve 7’den gu teorem cikar.
Teorem 8. y # 0 olsun. xZ + yZ kiimesinin bel-

li bir z € Z i¢cin zZ’ye egit olmasi icin gerek ve ye-
ter kosul x/y’nin kesirli say: olmasidir. O

Teorem. Bir grubun yogun olmamasi icin gerek
ve yeter kosul bir z € R icin zZ’ye esit olmasidir.

Kanit: zZ’nin yogun olamayacagi bariz.

A yogun olmayan bir grup olsun. Eger A = {0}
ise z = 0 igimizi goriir. Bundan boyle A # {0} varsa-
yimui altinda calisalm. Onsav 4’e gore, A’da 0’dan
biiyiik en kiiciik bir eleman vardir (neden?) Bu ele-
mana z diyelim. z € A oldugundan, zZ < A. Simdi
A c 2Z iligkisini kanitlayalim. a € A olsun. a = 0 ise,
elbette 2 = 2 x 0 € zZ. Once a’nin pozitif oldugunu
varsayalim. z, 2z, 3z, 4z elemanlarindan biri a’y1 ge-
cer. @’y1 ge¢gmeyen en biiyuk 7z’yi alalim. Demek ki
nz <a < (n+1)z. Dolayisiyla, 0 < (n+1)z —a < z. Ama
(n+1)z —a € A, ¢unkii (n+1)z € zZ < A, dolayisiy-
la, z’den kiigiikesit oldugundan, bu say1 2’ye esit ol-
mali. Demek ki (7+1)z —a = z ve a = nz € zZ. Eger
a<0ise,—a e zZvea e zZ. [ |




