Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Altkiimeler Kiimesinin Yar1 Ozyapi Doniisiimleri

Veli Kirkdokuzoglu

X herhangi bir kiime olsun. @ (X), X’in altkii-
meler kiimesi olsun. Sayir 2003-II, sayfa 24-25°te,
@(X)den @ (X)e giden ve her A, B € p(X) igin
(yani X’in her A ve B altkiimeleri igin),

AcB< o(A) co(B)
kosulunu saglayan ¢ eslesmeleri sorulmustu ve
ardindan da yanit1 verilip kanitlanmigti: Bu tiir egles-
meler bir elemanl kiimeleri bir elemanh kiimelere
gotiirtirler, ve eger f: X — X fonksiyonu, her x € X,

o({x}) = {f(x)}

esitligiyle tanimlanmigsa, o zaman f, X’ten X’e gi-

den bir eslesmedir ve her A € p(X) icin,

9(A) = f(A)
esitligi gegerlidir. Bir bagka deyisle yukardaki kosu-

lu saglayan ¢ : p(X) - @(X) eslesmeleri aslinda
X’ten X’e giden eglesmeler tarafindan belirlenirler.

Say1 2003-11, sayfa 25’te cesitli odiiller vadede-
rek daha zor bir soru sorulmustu.

Her A, B € p(X) igin,

AcB=o(A)co(B)
kosulunu saglayan tim ¢ : g (X) = @ (X) eslesme-
lerini bulun. Simdi bu soruyu yanithyoruz.

¢ : @(X) > p(X) yukardaki kogulu saglayan
bir eglesme olsun. ¢’nin bir f: X — X eglesmesi ta-
rafindan belirlendigini kanitlayacagiz. Cesitli asa-
malardan gececegiz.

Sav 1. ¢(Y) = &.

Kanit: A < X altkiimesi ¢(A) = & esitligini sag-
lasin. Soruda verilen kogula gore A’nin her altkii-
mesi boskiimenin bir altkiimesine denk diiser. De-
mek ki A’nin sadece bir altkiimesi vardir. Bundan
da A’nin bogkiime oldugu anlagilir. 0

Sav 2. ¢(X) = X.

Kanit: A < X altktimesi ¢(A) = X esitligini sag-
lasin. O zaman A’y1 igeren her altktime, ¢ altinda,
X’i igeren bir altkiimeye, yani X’e gitmek zorunda.
Demek ki A’y1 iceren tek bir kiime vardir, dolayi-
siyla A = X’tir. O

Sav 3. y € X olsun. A c X altkiimesi, p(A) =
{y} esitligini saglasim. O zaman A’nin tek bir elema-
n1 vardir.

Kanit: Soruda verilen kosula gore, A’nin her alt-
kiimesi {y} kiimesinin bir altkiimesine denk diiger.
Demek ki A’nin en fazla iki altkiimesi vardir. A’nin

72

tek bir altkimesi olsaydi, A = & olurdu ve, Sav 1’e
gore, {y} = ¢(A) = ¢(F) = D olurdu, ki bu bir ¢elig-
kidir. Demek ki A’nin iki altkiimesi vardir. Bundan
O

da A’nin tek elemanli oldugu anlagilir.

U kiimesini goyle tanimlayalim:

U = {x € X : ¢o({x}) tek bir elemanli kiime}.

Simdi de f : U — X fonksiyonunu tanimlayalim:
Eger x € U ise, ¢({x}) = {f(x)} olsun. Sav 3’e gore,
fnin, U’dan X’e giden bir esleme oldugu bariz. On-
ce U'nun X’e esit oldugunu, sonra da ¢@’nin f: X —
X eslesmesi tarafindan verildigini kanitlayacagiz.

Sav 4.y e X olsun. x € U elemamn f(x) =y esit-
ligini saglasin. O zaman o(X \ {x}) = X\ {y} esitligi
gecerlidir.

Kanit: A ¢ X altkiimesi ¢(A) = X\ {y} esitligi-
ni saglasin. A’y1 igeren her altkiime, ¢ eslesmesi al-
tinda, X \ {y} kiimesini i¢eren bir kiimeye denk dui-
ser. Demek ki A’y1 iceren en fazla iki altkime var-
dir. Sav 2’ye gore A # X. Dolayisiyla A’y1 igeren
tam iki altkiime vardir. Bu da, A’nin, belli bir x €
X icin, A = X\ {x} olmas1 demektir.

z € U, f(z) = y esitligini saglasin. Eger z # x ise
olacaklar1 gorelim: Her seyden once {z} < X \ {x}.
Demek ki {y} = {f(2)} = ¢({z}) c o(X \ {x}) = X\ {y},
yaniy € X\ {y}, bir ¢eligki... Dolayisiylax =z € U
ve f(x) = y. |

Sav 5. Eger A c Xise, f(AnU)co(A)c f(ASn U

Kanit: A < X olsun. a € A n U olsun. O za-
man, {a} ¢ A ve a € U oldugundan, {f(a)} = o({a})
< @(A). Demek ki f(a) € ¢(A). Bundan da f(A n U)
< ¢(A) gikar.

Simdi a € A¢n U olsun. O zaman, A ¢ X\ {a}
oldugundan ve a € U oldugundan, bir 6nceki sava
gore, 0(A) < o(X \ {a}) = X \ {f(a)}. Demek ki f(a)
¢ ¢(A), yani f(a) € ¢(A)c. Bundan da f(Acn U) <
@(A)C ¢cikar, yani @(A) < f(Ac n U)e.

Sav 6. Eger A X ise, o(A) = f(A n U).

Kanit: f(Ac n U)c = f(U\ (A n U))c = (f(U)\
FANU)E = (X\ f(A N U) = f(A N U) esitligin-
m

O

den ve Sav 5’ten istedigimiz cikar.

Artik istedigimizi kanitlayabiliriz. Sav 6’da A =
X alirsak, o(X) = f(X N U) = (X n U) = ¢(U) ¢ikar,
yani X = U. Demek ki U = X ve gene yukardaki sa-
vagore p(A)=f(ANU)=f(AnX)=f(A). OO



