
X herhangi bir küme olsun. ℘(X), X’in altkü-

meler kümesi olsun. Say› 2003-II, sayfa 24-25’te,

℘(X)’den ℘(X)’e giden ve her A, B ∈ ℘(X) için

(yani X’in her A ve B altkümeleri için),

A ⊆ B ⇔ ϕ(A) ⊆ ϕ(B)

koflulunu sa¤layan ϕ eflleflmeleri sorulmufltu ve

ard›ndan da yan›t› verilip kan›tlanm›flt›: Bu tür efllefl-

meler bir elemanl› kümeleri bir elemanl› kümelere

götürürler, ve e¤er �: X → X fonksiyonu, her x ∈ X,

ϕ({x}) = {�(x)}

eflitli¤iyle tan›mlanm›flsa, o zaman �, X’ten X’e gi-

den bir eflleflmedir ve her A ∈℘(X) için,

ϕ(A) = �(A)

eflitli¤i geçerlidir. Bir baflka deyiflle yukardaki koflu-

lu sa¤layan ϕ : ℘(X) → ℘(X) eflleflmeleri asl›nda

X’ten X’e giden eflleflmeler taraf›ndan belirlenirler.

Say› 2003-II, sayfa 25’te çeflitli ödüller vadede-

rek daha zor bir soru sorulmufltu.

Her A, B ∈ ℘(X) için,

A ⊆ B ⇒ ϕ(A) ⊆ ϕ(B)

koflulunu sa¤layan tüm ϕ : ℘(X) →℘(X) eflleflme-

lerini bulun. fiimdi bu soruyu yan›tl›yoruz.

ϕ : ℘(X) → ℘(X) yukardaki koflulu sa¤layan

bir eflleflme olsun. ϕ’nin bir � : X → X eflleflmesi ta-

raf›ndan belirlendi¤ini kan›tlayaca¤›z. Çeflitli afla-

malardan geçece¤iz. 

Sav 1. ϕ(∅) = ∅. 

Kan›t: A ⊆ X altkümesi ϕ(A) = ∅ eflitli¤ini sa¤-

las›n. Soruda verilen koflula göre A’n›n her altkü-

mesi boflkümenin bir altkümesine denk düfler. De-

mek ki A’n›n sadece bir altkümesi vard›r. Bundan

da A’n›n boflküme oldu¤u anlafl›l›r. ■■

Sav 2. ϕ(X) = X.

Kan›t: A ⊆ X altkümesi ϕ(A) = X eflitli¤ini sa¤-

las›n. O zaman A’y› içeren her altküme, ϕ alt›nda,

X’i içeren bir altkümeye, yani X’e gitmek zorunda.

Demek ki A’y› içeren tek bir küme vard›r, dolay›-

s›yla A = X’tir. ■■

Sav 3. y ∈ X olsun. A ⊆ X altkümesi, ϕ(A) =

{y} eflitli¤ini sa¤las›n. O zaman A’n›n tek bir elema-

n› vard›r. 

Kan›t: Soruda verilen koflula göre, A’n›n her alt-

kümesi {y} kümesinin bir altkümesine denk düfler.

Demek ki A’n›n en fazla iki altkümesi vard›r. A’n›n

tek bir altkümesi olsayd›, A = ∅ olurdu ve, Sav 1’e

göre, {y} = ϕ(A) = ϕ(∅) = ∅ olurdu, ki bu bir çelifl-

kidir. Demek ki A’n›n iki altkümesi vard›r.  Bundan

da A’n›n tek elemanl› oldu¤u anlafl›l›r. ■■

U kümesin› flöyle tan›mlayal›m:

U = {x ∈ X : ϕ({x}) tek bir elemanl› küme}.

fiimdi de � : U → X fonksiyonunu tan›mlayal›m:

E¤er x ∈ U ise, ϕ({x}) = {�(x)} olsun. Sav 3’e göre,

�’nin, U’dan X’e giden bir eflleme oldu¤u bariz. Ön-

ce U’nun X’e eflit oldu¤unu, sonra da ϕ’nin � : X →
X eflleflmesi taraf›ndan verildi¤ini kan›tlayaca¤›z.

Sav 4. y ∈ X olsun. x ∈ U eleman› �(x) = y eflit-

li¤ini sa¤las›n. O zaman ϕ(X \ {x}) = X \ {y} eflitli¤i

geçerlidir.

Kan›t: A ⊆ X altkümesi ϕ(A) = X \ {y} eflitli¤i-

ni sa¤las›n. A’y› içeren her altküme, ϕ eflleflmesi al-

t›nda, X \ {y} kümesini içeren bir kümeye denk dü-

fler. Demek ki A’y› içeren en fazla iki altküme var-

d›r. Sav 2’ye göre A ≠ X. Dolay›s›yla A’y› içeren

tam iki altküme vard›r. Bu da, A’n›n, belli bir x ∈
X için, A = X \ {x} olmas› demektir.

z ∈ U, �(z) = y eflitli¤ini sa¤las›n. E¤er z ≠ x ise

olacaklar› görelim: Her fleyden önce {z} ⊆ X \ {x}.

Demek ki {y} = {�(z)} = ϕ({z}) ⊆ ϕ(X \ {x}) = X \ {y},

yani y ∈ X \ {y}, bir çeliflki... Dolay›s›yla x = z ∈ U

ve �(x) = y. ■■

Sav 5. E¤er A ⊆ X ise,  �(A ∩ U) ⊆ ϕ(A) ⊆ �(Ac ∩ U)c.

Kan›t: A ⊆ X olsun. a ∈ A ∩ U olsun. O za-

man, {a} ⊆ A ve a ∈ U oldu¤undan, {�(a)} = ϕ({a})

⊆ ϕ(A). Demek ki �(a) ∈ ϕ(A). Bundan da �(A ∩ U)

⊆ ϕ(A) ç›kar.

fiimdi a ∈ Ac ∩ U olsun. O zaman, A ⊆ X \ {a}

oldu¤undan ve a ∈ U oldu¤undan, bir önceki sava

göre, ϕ(A) ⊆ ϕ(X \ {a}) = X \ {�(a)}. Demek ki �(a)

∉ ϕ(A), yani �(a) ∈ ϕ(A)c. Bundan da �(Ac ∩ U) ⊆
ϕ(A)c ç›kar, yani ϕ(A) ⊆ �(Ac ∩ U)c. ■■

Sav 6. E¤er A ⊆ X ise, ϕ(A) = �(A ∩ U).

Kan›t: �(Ac ∩ U)c = �(U \ (A ∩ U))c = (�(U) \

�(A ∩ U))c = (X \ �(A ∩ U))c = �(A ∩ U) eflitli¤in-

den ve Sav 5’ten istedi¤imiz ç›kar. ■■

Art›k istedi¤imizi kan›tlayabiliriz. Sav 6’da A =

X al›rsak, ϕ(X) = �(X ∩ U) = ϕ(X ∩ U) = ϕ(U) ç›kar,

yani X = U. Demek ki U = X ve gene yukardaki sa-

va göre ϕ(A) = �(A ∩ U) = �(A ∩ X) = �(A). ■■  ■■

72

Matematik Dünyas›, 2003 Güz

Altkümeler Kümesinin Yar› Özyap› Dönüflümleri
Veli K›rkdokuzo¤lu


