Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Dogus Universitesi Matematik Kuliibii
Matematik Yarismasi / 2. Boliim

ogus Universitesi Matematik Kuliibii’niin
tiniversitenin 6gretim tyelerinin de katki-

D

yarigmasinin Fen Lisesi 6grencilerine sorulan soru-

lariyla diizenledigi liselerarasi matematik

larini gegen sayimizda yayimlanmistik. Bu sayimiz-
da bu sorularin yanitlarini ve liselilere sorulan so-
rular1 yayimhiyoruz.

Liseleraras: Yarisma Sorular

1) Bir sayiy1 5, 7 ve 9 sayilarina boldigimiiz-
de sirasiyla 3, 5 ve 6 kalanlarini elde ediyoruz. Bu
sayilarin en kiigigi kactir?

2) x, vy, z sifirdan biiyiik birer tamsay1 ve 3x +
2y + z = 97 olduguna gore, y’nin en buyiik degeri
kactir?

3) x2 + (m+1)x + 1 = 0 denkleminin negatif iki
farkli kokii olmasi igin 72 kag olmalidir?

4) 3f(x) + f(1 — x) = x ise f(3) degeri nedir?

5) x + 7y = =3 ise 16(x + y)2 — 24(x2 — y2) +
9(x — y)? kagtir?

6) a, b, c farkh pozitif tamsayilar.

a+b b+c

b

>4 ve )

¢
olduguna gore a + b + ¢ toplaminin en kiigiik de-
geri kagtir?

7) Boyutlar1 160, 240, ve 320 cm olan dikdort-
genler prizmasi seklindeki bir depoya kip seklin-
deki kutular yerlestiriliyor. Buna gore depoya en az
kag kutu yerlestirilebilir?

8) a + 3/(4b) = 2 ve 3/(4a) + b = 6 olduguna go-
re bla orani nedir?

9) y = 2x2 — Sx + 1 ile y = x2 — 3 parabolleri-
nin kesim noktalarindan gecen dogrunun denklemi
nedir?

10) ab ve ba iki basamakli sayilardir.
ab+ba 22
ab—ba 3

ise a kactir?

11) isleminin

+ +
\/‘E—\/r 2+\E 2+\f§

sonucu nedir?
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12) Asagidaki denklem sisteminin ¢oziim ki-
mesinin bogskiime olmamasi icin a kag¢ olmalidir?
3x+y=10
2x -3y =3
ax + (a—1)y=19

13) Yandaki sekil-
deki tiggende AB = AC
olduguna gore x agisi
kag derecedir?

m

A B
b > C 14) Yandaki sekil-
6 x deki ABCD dikdortge-
5 37 ninde P herhangi bir
nokta olmak tizere, ve-
A B rilenlere gore x nedir?
c
15) Yandaki sekilde, CE L %0
dogrusu B noktasinda O 8

merkezli cembere tegettir. BC
= 8 ve m(DCB) = 60° oldugu-
na gore AD/CD orani nedir?

B

E

16) M = {x : 1/16 < 2% < 15 ve x € Z} kiimesi-
nin {i¢ elemanh kag altkiimesi vardir?

17) x +y =2 ve x3 + y3 = 5 ise x2 + y2 ifadesi-
nin degeri kactir?

18) 3’le carpildiginda bir kiip, 5’le carpildigin-
da bir kare elde edilen en kiiciik dogal say1 kagtir?

n+10

19) P(x)=x 4 + x"3 +x-1 polinomu-

nun derecesi en kiigiikken P(-2) kagtir?

x* —4x +4
le+2[-3
tamsayi vardir?
21) A torbasinda 4 beyaz ve 3 kirmizi, B tor-
basinda da 3 beyaz ve 2 kirmiz1 top vardir. B tor-

20) < 0 egitsizligini saglayan kag

basindan bir top ¢ekilip rengine bakilmadan A tor-
basina atiliyor. Sonra da A torbasindan bir top ce-
kiliyor. Cekilen topun kirmizi olma olasihig1 nedir?
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22) Bir torbada 1°den 10’a kadar numaralan-
mus on top vardir. Rastgele alinan iki topun numa-
ralarinm toplamimnin 15°den buyiik olma olasiligi
nedir?

23) 2/x = 3/y = 4/z ve 2x + 3y — 4z = —12 oldu-
guna gore x, y ve z sayilarinin aritmetik ortalama-
st nedir? c

s

24) Yanda verilen sekil-
de x kagtir?

X
2410

25) Soldaki sekilde, y =

15 —x ve y = 2x + 6 dogrula-

* 11 verilmistir. ABCD dortge-
y=15= ninin alanm kag birim karedir?

26) (x — 1/x1/2)12 ifadesinin aciliminda sabit
say1 kagtir?

27) Gergel sayilarda her x, y igin

xxy=2x+2y—4xy-1/2

olarak tanimlanan = isleminde 1’in tersi var midir
ve varsa kagtir?

28) 27Vx + 1 4 33/x 5 252 esitsizliginin ¢oziim
kiimesi nedir?

29) y + 7 = 3x ve 2y = x + 4 dogrular1 arasin-
daki dar ac1 kag derecedir?

30) Alttaki sekilde #(ACB) = 90°, AD = BD,
DE 1 AB, AB = 20 ve AC = 12 birimdir. ADEC
yamugunun alani kactir? ¢

E

Ny

D

Fen Liseleri Yarisma Soru ve Yanitlar

1) x* — 3x2 + 1 = 0 ise x* + 1/x* ifadesinin de-
geri nedir?

Coziim: x* - 3x2 +1=0=x%+1=3x2 =
X2+ 1x2=3=>x2+1Ux2)2=9=x*+2+1x*=9
= xt +1/x% = 7.

2) x, y pozitif tam sayilar ve 2x/5 + y/3 = 10 ol-
duguna gore, x’in alabilecegi en biiyiik deger kactir?

Coziim: Verilen esitlikten x = 5(30 — y)/6 elde
edilir. x’in tamsayi olabilmesi igin y’nin 6’ya bo-
linmesi gerekir. y’nin en kiigtik degeri 6 olur ve
boylece x = 20 bulunur.

3) Z2/5Z°de, 2x — 3y = 1 ve x + 2y = 2 ise,
x + vy kactir?

Coziim: Denklemin ¢oziimiinden y =2 x 371 =
2 x 2 = 4 bulunur (Z/5Z’te hesapliyoruz), bu deger
ikinci denklemde yerine konuldugunda x = 4 ve
x +vy =8 = 3 bulunur.

4) Rakamlarimn carpumi 8 olan kag dort basa-
makly pozitif tamsay: vardir?

Coziim: (1,1,1,8) dortlisii igin 4 farkl, (1,1,2,4)
dortlist igin 12 farkl, (1,2,2,2) dortlisii igin 4 fark-
I1 pozitif say1 yazilabilir, toplam olarak yazilacak
farkli sayilar 20 tanedir.

5)
zitif tamsayt nedir?

On iki pozitif tam béleni olan en kiiciik po-
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Coziim: Iki asal saymn iistliilerinin ¢arpimi
alindiginda istenilen say1 23 x 32 = 72°dir. Fakat ii¢
asal say1 ile diisiiniildiigiinde 22x3x5 = 60.

6) Yandaki
sekilde x acisi kac
derecedir?

Coziim: Asagidaki sekilden izleyelim.

i) () _ oo
2

oldugundan, m(a) — m(B) = 120°. Ayrica,

- m(9) -30°

oldugundan, m(y) — m(8) = 60°. Ote yandan m(a.)
+ m(B) + m(y) + m(d) = 3600°.
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Bu tigiinden #12(8) + m(B) = 90° ¢ikar. Demek ki x
acisimin gordiigii yayin Slciisii 90° dir, yani x = 45°.

A D
G 4
F

o
H E
B C

7)  Yukaridaki sekilde verilen ABCD karesin-
de AG = GF = FH = HB = EC olduguna gére tan(o.)
degeri nedir?

Coziim: B = m(HEG), y = m(FEG) olsun. Yuka-
ridaki sekilden takip edelim. o, = B — y oldugundan,

2 1
tanpoy) = 2nPotANY 4 4 59
1+tanPtany 1 2
+ E—
16
8) AD dogrusunun denklemiy = 3x — 24 ola-

rak verilmistir. B(0, —12) noktasindan AD’ye cizilen
paralel, x eksenini C noktasinda kesiyor. ADCB
yamugunun alanm kag birim karedir?

Coziim: C(4, 0), D(8, 0), A(0, —24) oldugundan,
dik ticgen alanlari farki : 8x24/2 — 4x12/2 = 72 bi-
rim karedir.

y
A
y = 3x - 24

B(-12)

A

24) Asagidaki sekilde m(ACB) = 900, AD =
BD, DE — AB, AB = 20 ve AC = 12 birimdir.
ADEC dértgeninin alani kag birim karedir?

C
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Coziim: AB =20, AC = 12 ve CB = 16 esitlik-
lerinden Alan(ABC) = 96 ¢ikar. Benzerlik oram
10/16 = 5/8’den Alan(EDB) = 75/2 ¢ikar. Demek ki
yamugun alan1 96 — 75/2 = 117/2 birim karedir.

10) Asagidaki sekilde bir agisi 15° olan dik ii¢-
gen icin ABC’nin alani 128 cm? ise BC kactir?
A

B L c

Coziim: BC capli cemberden r = 2h, BC = 4h ¢i1-
kar ve 4h2/2 = 128, yani b = 8 ve BC = 32 bulunur.

11) ABCD kare ve CB = CE ise DEB acist kag
derecedir?

D

\\
\

A B

Cozim: D, B, E noktalar1 C merkezli cember
uzerinde olup x ¢evre aci olur ve ayni yay1 goren
merkez a¢1 90° dir. Yani x = 45°.

12) AB=AC=5,BD =1ve DC=3ise AD
uzunlugu kactir?

1 D

Coziim: ABC iicgeni ikizkenar oldugundan AD?2
=ABx AC-DBx DC =25 -3 =22 olacaktir. Ya-
ni AD =22 olur.
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13) Bir kiibiin kac simetri diizlemi vardir?

Coziim: Kosegenleri birlestiren ve kenarlari or-
talayan dizlemler bulunursa 9 tane simetri diizlemi
bulunur.

14) Pergel ve cetvelle (isaretsiz) 36 derecelik aci-
min ¢izilebilecegi, 20 derecelik agcimin gizilemeyece-
gi bilindigine gore 59, 99, 10°, 180, 56° derecelerin-
den kagi pergel ve cetvelle ¢izilebilir?

Coziim: Pergel cetvelle bir aciy1 iki esit parcaya
bolmek mumkiin oldugundan, 36 derecelik agidan
18 ve 9 derecelik agilari gizebiliriz. Ayni diigtincey-
le, 20 derecelik a¢inin ¢izilemeyisinden digerlerinin
gizilemeyecegi goriilir.

\/§+\/§ 1

V10 =3 -6 ++15 V5++3

?

Coziim:

V3442 1

— — = + =
VSA3 44245 =33 =243 5 +43

B \§+\E N 1
- (\G—\/g)(\/§+\/5) \G*‘\/g
B 1 1
IR RN
\/E +\/§ +\/§ —\/E -
= =+/35.

2

16) f(x) = x/(x+1) olduguna gore, f(x—1)’in f(x)
tiiriinden degeri nedir?

Coziim: f(x—1) = (x—1)/x esitliginde y = x/(x+1)
alindiginda, y # 1 i¢in, x = y/(1—y) olacaktir. De-
mek ki,

oy
x-1_ 1-y 2y -1
—1: = = .
fla=1) == 5 S
I-y
y = f(x) oldugundan
_2f(x)-1
f(x_l)_ f.X')

bulunur.

17) 20032003 = x (mod 9) ve 0 < x < 9 ise, x kag-
17723
Coziim: 2003 = § (mod 9) ve 55 =2 (mod 9) ve
56 =1 (mod 9) oldugundan,
20032003 = (56)333x55 = 2 (mod 9).
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18) (ab)? + (cd)? = (ba)? esitligini saglayan (ab),
(ba), (cd) iki rakamli sayilarin toplanu nedir?

Coziim: (cd)? = (ba)? — (ab)? = ((ba) — (ab))((ba)
+ (ab)) = (9 x (b —a))(11 x (b + a)) esitliklerinden,
b-a=1veb+a=11gkar. Demek ki b = 6,4 =
5. Dolayisiyla (cd) = 33 ve (ab) + (ba) + (cd) = 56 +
65 + 33 =154.

19) 2V 1 23Vx = 6 denkleminin coziim kiime-
sini bulunuz.

Coziim: 2\/’6 + 8/2\/’6 = 6 esitliginde u = 2\/96 alin-
diginda #2 — 6u + 8 = 0 elde edilir. Bunun iki ¢oziimii
vardir: 1y = 2 ve uy = 4. Demek ki 2\/" ya 2’yeyada
4’¢ esit. Yani Vx = 1 ya da 2, yani x = 1 ya da 4.

20) 532 — 1 sayisi 2" sayisina boliiniiyorsa, n en
cok kag olabilir?

Céziim: 532 — 1 = (516 4 1)(516 — 1) = (516 +
1)(58 + 1)(58 = 1) = (516 + 1)(58 + 1)(54 + 1)(54 —
1) = (5164 1)(58 + 1)(5% + 1)(52 + 1)(52 — 1) = (516
+1)(58 + 1)(5% + 1)(52 + 1)(5 + 1)(5 — 1) eitliklerinin
solundaki ¢arpanlara teker teker bakalim. Ilk bes
¢arpan 2’ye boliintir ama 4’e bolinmez, sonuncusu
sadece 4’e boliiniir. Demek ki 532 — 1, tam olarak

2’nin 7nci glictine boluniir.

21) 64 + 16x — 4x2 — x3 > 0 esitsizligini sagla-
yan pozitif tamsaydarin toplanu kagtir?

Coziim: 0 > x3 + 4x2 — 16x — 64 = x(x2 - 16) +
4(x2 - 16) = (x + 4)(x2 — 16) = (x + 4)2(x — 4) esit-
sizliginden, x = 1, 2, 3 bulunur. Demek ki toplam 1
+2+3=6dr.

22) Z/112Zde f(x) = 7x + 5 ve
(gefYHx)=x2+3x+1
ise g(7) kactir?
Coziim: Z/112Z°de hesapliyoruz. f(x) = 7x + 5 ol-
dugundan, x = 7-1(f(x) - 5), yani,
flx) = 7-1(x - 5).
Dolayisiyla, x2 + 3x + 1 = g(f~1(x)) = g(7=1(x - 5)).
Bunu x = 54’¢ (yani —1’e) uygularsak,
g(7) =g((77154 - 5)) = 542 + 3x54 + 1
=(-1)2+3(-1)+1=-1=10
buluruz.

23) A ={a, b, ¢, d, e} kiimesi iizerinde tammh
olan birlesme ozelligine sabip * iglemi asagidaki
tabloda verilmistir. a + b= = x = ¢~1 olduguna go-
re x nedir?
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| a b ¢ d e
al ¢ d e a b
bl d e a b c
c e a b ¢ d
d| a b ¢ d e
el b ¢ d e a

Coziim: Tablodan etkisiz elemanin d oldugu go-
riiliir. Demek ki ¢=! = e ve = = b. Verilen esitligin
her iki tarafini da (soldan veya sagdan, farketmez, is-
lemin degisme ozelligi var) b = b ile ¢arparsak, x =
alsbrcl_bsbrcl=ze+cl=¢+e=abu-
lunur.

24) x, vy, z pozitif tamsayilar ve
A=5x+3=3y+2=92+38
olduguna gore, A’nun 100 ile 200 arasinda alabile-
cegi en biiyiik degeri kactir?

Coziim: Verilenlerden,
A=5x-1)+8=3(y-2)+8 =9z +8
cikar. Demek ki A — 8 sayis1 5, 3 ve 9’un ortak ka-
tidir. Bunun tersi de dogrudur: Eger A — 8 sayis1 5,
3 ve 9’un ortak katiysa, sorudaki esitligi saglayan x,
y ve z kolaylikla bulunur. OKEK(3,5,9) = 45’ten A
=45k + 8 gikar. Istenilen aralikta en biiyiik deger A

=45 x4 + 8 = 188 olur.

25) 8100 x a = b3 esitligini saglayan a ve b po-
zitif tam sayilari icin a + b’nin alacag en kiiciik de-
Zer kactir?

Coziim: @’nin ya da b’nin alabilecegi en kiictik
degeri bulmak yeterli. 8100 = 34 x 22 x 52 oldugun-
dan, @’nin alabilecegi en kiigiik deger 3 x 23 x 53 =
3000 olmalidir ve b’nin alabilecegi en kiiciik deger
2 x 3 x § = 30 olmalidir. Dolayisiyla a + b’nin ala-
bilecegi en kiiciik deger 3030°dur.

26) Esmerkezli cemberlerin svurladig ve alam

16m cm? olan halka bélgede hareket eden bir AB cu-
bugunun boyu en fazla ka¢ cm olabilir?

e

A
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Coziim: Halkanin ala- B
1 167 oldugu gibi, ayni za-
manda (R2 - 72)r’dir de.
Demek ki R2 — 72 = 16. Pi-

sagor Teoremi’nden AB’nin A

X

yarisinin 4 oldugu anlagilir.
Demek ki AB = 8.

27) Ix + 21 — Ix — 11 < 1 esitsizliginin coziim kii-
mesi nedir?

Cozim: x > 1icin, 1 > lx + 2l = lx -1l =x + 2 -
(x — 1) = 1 ve ¢cbztim yok.

2<x<licingI>lx+2l—lx—1l=x+2-(1-
x) =2x + 1, yani x < 0. Demek ki bu durumda ¢oziim
kiimesi [-2, 0).

x<-2icin, 1>lx+2l-lx-1l=—x-2—-(1-x)
=2x — 3, yani x < 2. Demek ki bu durumda ¢6ztim ku-
mesi (—oo, —=2).

Sonug olarak ¢oziim kumesi (—o, —2) U [-2, 0),
yani (—o0, 0).

28) 2x3 — 6x2 + 4x — 3 = 0 denkleminin (gercel
ya da karmagsik) kékleri a, b ve ¢ olduguna gére a®
+ b2 + 2 ifadesinin degeri nedir?

Coziim: Verilenlere gore 2x3 — 6x2 + 4x — 3 =
2(x — a)(x — b)(x — ¢). Sag tarafi agarak,

a+b+c=3

ab +ac+bc=2

abc =312
buluruz. Demek ki 9 = (a + b + ¢)2 = (a% + b2 + ¢2)
+2(ab + ac + bc) = (a? + b2 + ¢2) + 4, yani a2 + b2
+c2=9-4=5.

29) f(3x — 2) = 3x + 2 ve g(x) = x2 + 2 fonksi-
yonlari veriliyor. Buna gére (f~1 © g)(3) kactir?

Coziim: (f~1° g)(3) = f~1(g(3)) = f~1(11) oldu-
gundan, f~1(11)’i bulmaliy1z.
flx)=f(3(x/3+2/3)=2)=3(x/3+2/3)+2 =x+4,
demek ki f~1(x) = x =4 ve f~1(11) = 7.

30) x ve y gercel sayilar olmak iizere

xy +2y=12
y=1 4 (x+2)-1=2/3
olduguna gore x + y kactir?

Coziim: Birinci esitlikten x + 2 = 12/y bulunur.
Bunu ikinci esitlige yerlestirdigimizde, 1/y +y/12 = 2/3
buluruz, yani y2 — 8y + 12 = 0. Bunun iki ¢6ziimii var-
dir: y =2, 6. Bunlara x = 12/y — 2 tekabiil eder, yani
x =4, 0. Her iki durumda da x + y = 6 bulunur. ¢



