Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Kapak Konusu: 2 x 2 = 4

Peano Belitleri

Bir onceki yazida, dogal sayi-
larda toplamayi, ¢arpmayi, iis almay1 ve esit-
sizligi anlayabilmek icin
xax+1
olarak tanimlanan “art1 bir” ya da “ardili” iglemi-
ni anlamamizin yeterli oldugunu gordik.

Burada, su soruyu sorup vyanitlayacagiz:
“Ardili” igleminin nesini bilmeliyiz ki dogal sayi-
larla ilgili anlamak istedigimiz “her seyi” anlaya-
lim1? Bu soruyu ilk Giuseppe Peano adli Italyan
matematik¢i sormus ve yanitlamigtir. Peano Belit-
leri (Aksiyomlari) adi verilen bu 6zellikleri bu yazi-
da ifsa edecegiz!

Bundan béyle x + 1 yerine S(x) yazalim2, ki x
+ 1 igleminin 1’le ilgili bir iglem oldugu gibi ashin-
da pek de yanlig olmayan ama bizi yanlg yonlendi-
rebilecek bir fikre saplanmayalim. S(x)’e x’in ardi-
l1 adin1 verecegiz.

Asagida dogal sayilar kiimesi N’nin ne oldugu-
nu bildigimizi varsayip, S fonksiyonunun 6nemli
ozelliklerini bulacagiz. N kiimesinin tanimin yazi-
nin en sonunda yapacagiz.

[k Ozellikler. Her seyden 6nce S, dogal sayilar
kiimesinden gene dogal sayilar kiimesine giden bir
fonksiyondur3.

Ayrica, S birebir bir fonksiyondur, yani eger x
ve y dogal sayilari icin, S(x) = S(y) esitligi gecerliy-

se x = vy esitligi de gecerlidir?.
Bir bagka deyisle ardillar esit
olan sayilar esittir.

Peki S, 6rten’ midir, ya-
ni her dogal sayi, bir dogal
saymin ardili midir? Hayir
degildir. 0 sayis1 hi¢bir dogal
saymun ardili degildir. Ama

S fonksiyonu neredeyse or-
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ten... Orten olmasina ramak
kalmig: 0 disinda her sayinin bir 6ncesi vardir ve
0 disinda her say1 kendisinden hemen once gelen
sayinin ardilidir... Yani S fonksiyonu N kiimesin-
den N\ {0} kiimesine giden birebir ve orten bir

fonksiyondur.

Ikinci Ozellik. S fonksiyonunun bir baska
onemli ozelligi daha var. O da su: A, dogal sayi-
lar kiimesi N’nin bir altkiimesi olsun. Eger 0,
A’nin bir 6gesiyse ve A’daki her x sayis1 i¢in x’in
ardili olan S(x) sayis1 da A’daysa o zaman A =
N’dir. Bir baska deyisle, N’nin, 0’1 igeren ve
icerdigi her sayinin ardilini da igeren her altkiime-
si N’ye esittir. Yani,

(1)0 € A, ve

(ii) her x € A i¢in, S(x) € A
ise 0 zaman A = N’dir. Nitekim, bu iki kogulu sag-
layan bir A kiimesi alalim. 0’in A’da oldugunu
(i)’den dolay: biliyoruz. (ii)’de x ye-
rine 0 alirsak, 0 € A oldugundan,
0’in ardili olan §(0) sayisinin, yani

1 Godel her geyi kanitlayamayacagimizi 1931°de kanitlamistir.
Bunu bir bagka sayimizda daha ayrinuili goriliir.

Buradaki S, “sonraki” anlamina gelen Ingilizce “successor”
ve Fransizca “successeur” sozciiklerinin bag harfidir, Turk-
ce “sonraki” sozcugiinin degil!
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Daha dogal sayilar kiimesi N’yi tanimlamadik. Bunu daha
sonraki yazilarda yapacagiz. Simdilik, N diye bir kiimemiz
oldugunu varsayip sezgisel takiliyoruz. Yani diisiiniiyoruz.
Yazinin sonunda N’nin ne olmasi gerektigini gorecegiz.
N’nin ne olmast gerektigini gordiikten sonra N’nin varhigimi
kanitlamaliyiz. Bunu da bir sonraki yazida yapacagz.
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T’in de A’da oldugunu anlariz.
Ikinci 6nermede bu kez x yerine 1
alalim; demek ki 1’in ardili §(1), yani 2 de A’da.
Simdi, ikinci 6nermede x yerine 2 alalim, boylece
3’tin de A’da oldugunu goriirtiz. Bunu boyle siir-

4 Egerx+1=1y+1isex =y esitligi de dogrudur, bunu herkes
bilir!

5 2003-Ide 6rten bir fonksiyonun tanimi yapilmisti. Animsa-
talim: f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her y € Yicin f(x)
= y esitligini saglayan bir x € X varsa, f fonksiyonuna or-
ten denir.
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dirtirsek, 4, 5, 6, ... her dogal sayinin N’de oldu-
gunu anlariz.

Yukarda verdigimiz bir kanit degildir, sadece
okuru ikna etmeye yarayan bir akil yirtutmedir.
Cunkii dogal sayilari matematiksel olarak heniiz
tammlamadik.

Bu iki ozelligin dogal sayilari, toplamayi, ¢arp-
mayi, us almayi, esitsizligi anlamamiz icin yeterli
oldugu varsayilir.

Simdi dogal sayilar kiimesinin matematikgiler
tarafindan genel kabul goren tanimini verelim.

Verelim ama dogal sayilar kiimesi sadece bir
kiime degildir ki... Tanimda N adi verilen bir kii-
me vardir, ama ayrica 0 adi verilen bir 6ge ve S adi
verilen bir fonksiyon da vardir. Yani aslinda “do-
gal sayilar kiimesi” N degil, dogal sayilar yapist
(N, 0, S) tanimlanir.

Dogal sayilar yapisi, hemen asagida agiklaya-
cagimiz Ozellikleri saglayan bir (N, 0, S) ticlusiidiir.
Buradaki N bir kiimedir. 0, N’nin bir 6gesidir. S,
N’den N’ye giden bir fonksiyondur. Bu kiime-oge-
fonksiyon ugliisii Peano belitleri adi verilen su iki
ozelligi saglamalidir:

P1. S birebir bir fonksiyondur ve S(N) = N\ {0}
esitligi gecerlidir.

P2. A, dogal sayilar kiimesi N’nin,

(1)0 € A, ve

(i1) x € Aise S(x) € A
ozelliklerini saglayan bir altkiimesiyse o zaman A
= N’dir.

Bu iki 6zellik dogal sayilar hakkinda merak et-
tigimiz ozelliklerin ¢ok biiyiik bir ¢ogunlugunu ka-
nitlamaya yeterlidir. Nerden biliyoruz bunu? De-
neyimle...

Yukardaki 6zellikleri saglayan bir (N, 0, S) ya-
pisinda toplama, carpma ve s alma gibi islemler
tanimlanabilir ve bu iglemler tahmin edilen 6zellik-
leri saglarlar. Ayrica boyle bir yapida bir esitsizlik
de tanimlayabiliriz. Biitiin bunlari daha sonra ya-
pacagiz. Ama once ¢cok onemli bir soru soralim:
Yukardaki P1 ve P2 ozelliklerini saglayan (N, 0, S)
uglusi var midir?

Evet vardir! Istenirse (ama ancak istenirse) bu-
lunur.

Vardir da nerdedir?

Bundan sonraki yazilarda bunun oykisiini
okuyacaksiniz. Dogal sayilar yapisinin var oldu-
gunu hep birlikte gorecegiz. Sabirla. Once sezgisel
kiimeler kurami gorecegiz (sayfa 17-26). Daha
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sonra Russell paradoksunu agiklayarak sezgisel
kimeler kuramindaki eksikligi gorecegiz (sayfa
27-32). Bunun lizerine dogal olarak belitsel kiime-
ler kuramina yonelecegiz (sayfa 33-40). Biitiin
bunlari sadece ve sadece P1 ve P2 ozelliklerini sag-
layan bir (N, 0, S) tiglisii bulmak i¢in yapacagiz.
Uclityii sayfa 41-44’te Dogal Sayilar Kiimesi
Nihayet! yazisinda bulacagiz. Ardindan, toplama-
y1, ¢arpmayi, siralamayi tanimlayip bunlarin ¢ok
bilinen temel ozellikleri sagladigini kanitlayacagiz
(sayfa 45-47). Cok onemli yazilar okuyacaksiniz.
Kolay gele! &
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Giuseppe Peano. Bugiin ilkokulda bile 6g-
retilen U, N, c, €, I gibi simgeleri bor¢lu oldu-
gumuz Giuseppe Peano bir iftci ailesinin ¢ocu-
guydu. Giuseppe 6nce koy okuluna gitti. Sonra
her giin 5 + 5 = 10 km’lik yolu goze alarak ka-
saba okuluna devam etti. Avukat ve papaz olan
agabeyi (daha ¢ok koylerde gecerli olan Katolik
gelenegine gore en buyiik kardes papaz olmak
zorundadir) kardeginin yetenegini goriince onu
lise sinavlarina soktu. Sinavi kazanip liseden
sonra Torino Universitesi’nde (daha sonra mii-
hendislige gecmek iizere) matematik okuyan
Peano, ugtunci yilinda sinifinin  birincisiydi,
clinkii sinifta bagka 6grenci yoktu, digerleri ma-
tematigi birakip mihendislige ge¢mislerdi! Ca-
ginin ¢ok ilerisinde bir matematik anlayisina sa-
hipti Giuseppe Peano. Gelismis analitik yetene-
giyle digerlerinin makalelerinde yanlis bulma-
siyla tinliiydii. Analizden mantiga bir¢ok onem-
li buluglar1 olmustur. Bir¢ok tarihgi tarafindan
matematiksel mantigin kurucusu olarak kabul
edilir.

Peano’nun okul arkadaglarinin adlarini bu-
gun kimse bilmez!




