
Bir önceki yaz›da, do¤al say›-

larda toplamay›, çarpmay›, üs almay› ve eflit-

sizli¤i anlayabilmek için

x a x + 1

olarak tan›mlanan “art› bir” ya da “ard›l›” ifllemi-

ni anlamam›z›n yeterli oldu¤unu gördük. 

Burada, flu soruyu sorup yan›tlayaca¤›z:

“Ard›l›” iflleminin nesini bilmeliyiz ki do¤al say›-

larla ilgili anlamak istedi¤imiz “her fleyi” anlaya-

l›m1? Bu soruyu ilk Giuseppe Peano adl› ‹talyan

matematikçi sormufl ve yan›tlam›flt›r. Peano Belit-

leri (Aksiyomlar›) ad› verilen bu özellikleri bu yaz›-

da iffla edece¤iz!

Bundan böyle x + 1 yerine S(x) yazal›m2, ki x

+ 1 iflleminin 1’le ilgili bir ifllem oldu¤u gibi asl›n-

da pek de yanl›fl olmayan ama bizi yanl›fl yönlendi-

rebilecek bir fikre saplanmayal›m. S(x)’e x’in ard›-

l› ad›n› verece¤iz.

Afla¤›da do¤al say›lar kümesi N’nin ne oldu¤u-

nu bildi¤imizi varsay›p, S fonksiyonunun önemli

özelliklerini bulaca¤›z. N kümesinin tan›m›n› yaz›-

n›n en sonunda yapaca¤›z.

‹lk Özellikler. Her fleyden önce S, do¤al say›lar

kümesinden gene do¤al say›lar kümesine giden bir

fonksiyondur3.

Ayr›ca, S birebir bir fonksiyondur, yani e¤er x

ve y do¤al say›lar› için, S(x) = S(y) eflitli¤i geçerliy-

se x = y eflitli¤i de geçerlidir4.

Bir baflka deyiflle ard›llar› eflit

olan say›lar eflittir.

Peki S, örten5 midir, ya-

ni her do¤al say›, bir do¤al

say›n›n ard›l› m›d›r? Hay›r

de¤ildir. 0 say›s› hiçbir do¤al

say›n›n ard›l› de¤ildir. Ama

S fonksiyonu neredeyse ör-

ten... Örten olmas›na ramak

kalm›fl: 0 d›fl›nda her say›n›n bir öncesi vard›r ve

0 d›fl›nda her say› kendisinden hemen önce gelen

say›n›n ard›l›d›r... Yani S fonksiyonu N kümesin-

den N \ {0} kümesine giden birebir ve örten bir

fonksiyondur.

‹kinci Özellik. S fonksiyonunun bir baflka

önemli özelli¤i daha var. O da flu: A, do¤al say›-

lar kümesi N’nin bir altkümesi olsun. E¤er 0,

A’n›n bir ö¤esiyse ve A’daki her x say›s› için x’in

ard›l› olan S(x) say›s› da A’daysa o zaman A =

N’dir. Bir baflka deyiflle, N’nin, 0’› içeren ve

içerdi¤i her say›n›n ard›l›n› da içeren her altküme-

si N’ye eflittir. Yani,

(i) 0 ∈ A, ve

(ii) her x ∈ A için, S(x) ∈ A

ise o zaman A = N’dir. Nitekim, bu iki koflulu sa¤-

layan bir A kümesi alal›m. 0’›n A’da oldu¤unu

(i)’den dolay› biliyoruz. (ii)’de x ye-

rine 0 al›rsak, 0 ∈ A oldu¤undan,

0’›n ard›l› olan S(0) say›s›n›n, yani

1’in de A’da oldu¤unu anlar›z.

‹kinci önermede bu kez x yerine 1

alal›m; demek ki 1’in ard›l› S(1), yani 2 de A’da.

fiimdi, ikinci önermede x yerine 2 alal›m, böylece

3’ün de A’da oldu¤unu görürüz. Bunu böyle sür-
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1    Gödel her fleyi kan›tlayamayaca¤›m›z› 1931’de kan›tlam›flt›r. 

Bunu bir baflka say›m›zda daha ayr›nt›l› görülür.

2 Buradaki S, “sonraki” anlam›na gelen ‹ngilizce “successor”

ve Frans›zca “successeur” sözcüklerinin bafl harfidir, Türk-

çe “sonraki” sözcü¤ünün de¤il!

3 Daha do¤al say›lar kümesi N’yi tan›mlamad›k. Bunu daha

sonraki yaz›larda yapaca¤›z. fiimdilik, N diye bir kümemiz

oldu¤unu varsay›p sezgisel tak›l›yoruz. Yani düflünüyoruz.

Yaz›n›n sonunda N’nin ne olmas› gerekti¤ini görece¤iz.

N’nin ne olmas› gerekti¤ini gördükten sonra N’nin varl›¤›n›

kan›tlamal›y›z. Bunu da bir sonraki yaz›da yapaca¤›z.

4   E¤er x + 1 = y + 1 ise x = y eflitli¤i de do¤rudur, bunu herkes 

bilir!

5   2003-I’de örten bir fonksiyonun tan›m› yap›lm›flt›. An›msa-

tal›m: � : X → Y bir fonksiyon olsun. E¤er her y ∈ Y için �(x)

= y eflitli¤ini sa¤layan bir x ∈ X varsa, � fonksiyonuna ör-

ten denir.

Kapak Konusu: 2 × 2 = 4



dürürsek, 4, 5, 6, ... her do¤al say›n›n N’de oldu-

¤unu anlar›z.

Yukarda verdi¤imiz bir kan›t de¤ildir, sadece

okuru ikna etmeye yarayan bir ak›l yürütmedir.

Çünkü do¤al say›lar› matematiksel olarak henüz

tan›mlamad›k.

Bu iki özelli¤in do¤al say›lar›, toplamay›, çarp-

may›, üs almay›, eflitsizli¤i anlamam›z için yeterli

oldu¤u varsay›l›r.

fiimdi do¤al say›lar kümesinin matematikçiler

taraf›ndan genel kabul gören tan›m›n› verelim.

Verelim ama do¤al say›lar kümesi sadece bir

küme de¤ildir ki... Tan›mda N ad› verilen bir kü-

me vard›r, ama ayr›ca 0 ad› verilen bir ö¤e ve S ad›

verilen bir fonksiyon da vard›r. Yani asl›nda “do-

¤al say›lar kümesi” N de¤il, do¤al say›lar yap›s›

(N, 0, S) tan›mlan›r.

Do¤al say›lar yap›s›, hemen afla¤›da aç›klaya-

ca¤›m›z özellikleri sa¤layan bir (N, 0, S) üçlüsüdür.

Buradaki N bir kümedir. 0, N’nin bir ö¤esidir. S,

N’den N’ye giden bir fonksiyondur. Bu küme-ö¤e-

fonksiyon üçlüsü Peano belitleri ad› verilen flu iki

özelli¤i sa¤lamal›d›r:

P1. S birebir bir fonksiyondur ve S(N) = N \ {0}

eflitli¤i geçerlidir.

P2. A, do¤al say›lar kümesi N’nin,

(i) 0 ∈ A, ve

(ii) x ∈ A ise S(x) ∈ A

özelliklerini sa¤layan bir altkümesiyse o zaman A

= N’dir.

Bu iki özellik do¤al say›lar hakk›nda merak et-

ti¤imiz özelliklerin çok büyük bir ço¤unlu¤unu ka-

n›tlamaya yeterlidir. Nerden biliyoruz bunu? De-

neyimle... 

Yukardaki özellikleri sa¤layan bir (N, 0, S) ya-

p›s›nda toplama, çarpma ve üs alma gibi ifllemler

tan›mlanabilir ve bu ifllemler tahmin edilen özellik-

leri sa¤larlar. Ayr›ca böyle bir yap›da bir eflitsizlik

de tan›mlayabiliriz. Bütün bunlar› daha sonra ya-

paca¤›z. Ama önce çok önemli bir soru soral›m:

Yukardaki P1 ve P2 özelliklerini sa¤layan (N, 0, S)

üçlüsü var m›d›r?

Evet vard›r! ‹stenirse (ama ancak istenirse) bu-

lunur.

Vard›r da nerdedir?

Bundan sonraki yaz›larda bunun öyküsünü

okuyacaks›n›z. Do¤al say›lar yap›s›n›n var oldu-

¤unu hep birlikte görece¤iz. Sab›rla. Önce sezgisel

kümeler kuram› görece¤iz (sayfa 17-26). Daha

sonra Russell paradoksunu aç›klayarak sezgisel

kümeler kuram›ndaki eksikli¤i görece¤iz (sayfa

27-32). Bunun üzerine do¤al olarak belitsel küme-

ler kuram›na yönelece¤iz (sayfa 33-40). Bütün

bunlar› sadece ve sadece P1 ve P2 özelliklerini sa¤-

layan bir (N, 0, S) üçlüsü bulmak için yapaca¤›z.

Üçlüyü sayfa 41-44’te Do¤al Say›lar Kümesi

Nihayet! yaz›s›nda bulaca¤›z. Ard›ndan, toplama-

y›, çarpmay›, s›ralamay› tan›mlay›p bunlar›n çok

bilinen temel özellikleri sa¤lad›¤›n› kan›tlayaca¤›z

(sayfa 45-47). Çok önemli yaz›lar okuyacaks›n›z.

Kolay gele! ♣
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Giuseppe Peano. Bugün ilkokulda bile ö¤-

retilen ∪, ∩, ⊂, ∈, ∅ gibi simgeleri borçlu oldu-

¤umuz Giuseppe Peano bir çiftçi ailesinin çocu-

¤uydu. Giuseppe önce köy okuluna gitti. Sonra

her gün 5 + 5 = 10 km’lik yolu göze alarak ka-

saba okuluna devam etti. Avukat ve papaz olan

a¤abeyi (daha çok köylerde geçerli olan Katolik

gelene¤ine göre en büyük kardefl papaz olmak

zorundad›r) kardeflinin yetene¤ini görünce onu

lise s›navlar›na soktu. S›nav› kazan›p liseden

sonra Torino Üniversitesi’nde (daha sonra mü-

hendisli¤e geçmek üzere) matematik okuyan

Peano, üçüncü y›l›nda s›n›f›n›n birincisiydi,

çünkü s›n›fta baflka ö¤renci yoktu, di¤erleri ma-

temati¤i b›rak›p mühendisli¤e geçmifllerdi! Ça-

¤›n›n çok ilerisinde bir matematik anlay›fl›na sa-

hipti Giuseppe Peano. Geliflmifl analitik yetene-

¤iyle di¤erlerinin makalelerinde yanl›fl bulma-

s›yla ünlüydü. Analizden mant›¤a birçok önem-

li bulufllar› olmufltur. Birçok tarihçi taraf›ndan

matematiksel mant›¤›n kurucusu olarak kabul

edilir. 

Peano’nun okul arkadafllar›n›n adlar›n› bu-

gün kimse bilmez!


