
Boflküme. Hiç ö¤esi olma-

yan kümeye boflküme denir. Boflkümenin

bitanecik bile ö¤esi yoktur ve bu küme ∅ simgesiy-

le gösterilir. Demek ki, x ne olursa olsun, x ∉ ∅.

Boflküme var m›d›r ya da olmal› m›d›r? Elbet-

te olmal›d›r. Örne¤in her fleyi bilen insanlar küme-

si boflkümedir, 2003 y›l›na kadar Türkiye cum-

hurbaflkan› olmufl kad›nlar›n kü-

mesi boflkümedir. Boflkümeden

bol ne var!

Ancak bir tane boflküme var-

d›r! Bunu hemen kan›tlayabiliriz.

Diyelim iki tane boflküme var,

yani iki hiç ö¤esi olmayan küme

var. Hiç ö¤esi olmayan bu iki kü-

meye x ve y diyelim. x = y eflitli-

¤ini kan›tlayaca¤›z. Kan›tlaya-

l›m. Diyelim, x ve y birbirine eflit de¤il. O zaman

ikisinden birinde di¤erinde olmayan bir ö¤e olma-

l›, çünkü her ikisinin de ayn› ö¤eleri olsayd› küme

eflitli¤inin tan›m›ndan dolay› (sayfa 17) x ve y bir-

birine eflit olurdu. Ama bu kümelerin hiç ö¤esi

yok ki ikisinden birinde di¤erinde olmayan bir ö¤e

olsun!.. Demek ki bu iki küme birbirine eflitmifl... 

Boflkümeden sadece bir tane oldu¤undan ona

boflküme ad›n› verme ve onu ∅ simgesiyle göster-

me hakk›n› kendimizde buluyoruz. ‹ki tane olsayd›

örne¤in, birine ∅1, di¤erine ∅2 olarak göstermek

zorunda kal›rd›k.

fiimdi birçok kifliye tuhaf gelebilecek bir te-

orem kan›tlayal›m: Boflkümenin her ö¤esi 1’e eflit-

tir! Kan›t›n püf noktas› boflkümenin hiç ö¤e içer-

memesidir. Tan›m› gere¤i hiç ö¤e içermeyen bofl-

kümenin her ö¤esi 1’e eflittir! Bunu kan›tlayal›m.

Diyelim ki sav›m›z yanl›fl, yani boflkümenin her

ö¤esi 1’e eflit de¤il... O zaman boflkümede 1’e eflit

olmayan bir ö¤e vard›r. Ama hani

boflkümede hiç ö¤e yoktu? Hiç

ö¤esi olmayan boflkümede 1’e eflit

olmayan bir ö¤e olabilir mi? El-

bette olamaz. Demek ki boflkü-

menin her ö¤esi 1’e eflit!

Yukardaki kan›t›n bir benze-

ri, boflkümenin her ö¤esinin 2’ye

eflit oldu¤unu da kan›tlar. Yani

boflkümenin her ö¤esi hem 1’e

hem de 2’ye eflittir, hatta hatta π’ye ve √2’ye de

eflittir... Neyse ki boflkümenin hiç ö¤esi yok... Ol-

sayd›, 1 = 2 gibi saçmasapan bir eflitlik kan›tlam›fl

olacakt›k!

Boflkümenin her ö¤esi istedi¤imiz tüm özellik-

leri sa¤lar. Boflkümenin her ö¤esi sar›d›r, yeflildir,

uzundur, ayn› zamanda k›sad›r da. Hiç ö¤esi olma-

yan boflkümenin tüm ö¤eleri tüm özellikleri ve eflit-

likleri sa¤larlar. Bunu boflkümenin hiç ö¤esi olma-

mas›na borçluyuz.

Boflkümeyi bofllamayal›m! En önemli bir iki

kümeden biridir boflküme. Bir ö¤eli çok küme var-

d›r, ama s›f›r ö¤eli tek bir küme vard›r: boflküme.

Sadece bu özellik boflkümeyi di¤er kümelerden ay›-

r›r, onu ayr›cal›kl› k›lar.

Altküme.  E¤er x kümesinin tüm ö¤eleri ayn›

zamanda y kümesinin ö¤eleriyse, o zaman, tan›m

gere¤i, x kümesi y kümesinin bir altkümesidir. Bu-

nu x ⊆ y olarak gösteririz. Dilersek y’ye x’in üstkü-

mesi ad›n› verebiliriz ama bu terim matematikte

pek az kullan›l›r.

Örne¤in, çift do¤al say›lar kümesi {0, 2, 4, 6, ...}

do¤al say›lar kümesinin bir altkümesidir. Bir baflka

örnek: {0, 2} kümesi {0, 1, 2, 3} kümesinin bir altkü-
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Kapak Konusu: 2 × 2 = 4 Sezgisel Kümeler Kuram› II

Boflküme, Altküme ve

Altkümeler Kümesi

Daha do¤mam›fl eflekler kümesi nas›l bir kü-

medir? Daha do¤mam›fl eflekler oldu¤undan, da-

ha do¤mam›fl eflekler kümesi boflküme olamaz.

Ama daha do¤mam›fl eflekler kümesinin bir tek

ö¤esini gösteremezsiniz. Bundan da flu anlafl›l›-

yor: Bir kümenin var olmas› için illa o kümenin

bütün ö¤elerini bilmemiz gerekmiyor. Bu, fluna

benzer: ‹kinci Dünya Savafl›’nda ölen Frans›zla-

r›n say›s› belli bir do¤al say›d›r. Bu say›y› tam

olarak bilmememiz böyle bir say›n›n olmad›¤›

anlam›na gelmez.



mesidir. {0, 2, 3} kümesi de {0, 1, 2, 3} kümesinin bir

altkümesidir.

x hangi küme olursa olsun, x, x’in bir altküme-

sidir, yani x ⊆ x iliflkisi her x kümesi için geçerli-

dir, çünkü x’in her ö¤esi x’in bir ö¤esidir, kuflku

mu var?..

Bir kümenin altkümesiyle o kümenin ö¤ele-

rini birbirine kar›flt›rmamak gerekir. Örne¤in,

sesli harfle bafllayan flehirlerimizden oluflan kü-

me, Türkiye’nin flehirleri kümesinin bir altküme-

sidir ama bir ö¤esi de¤ildir, çünkü sesli harfle

bafllayan flehirler kümesi bir flehir de¤ildir. Bir

s›n›f›n k›z ö¤rencilerinden oluflan küme, bir s›n›-

f›n ö¤rencilerinden oluflan kümenin altkümesi-

dir ama kesinlikle ö¤esi de¤ildir, s›n›fta bir tek

k›z olsa bile... Ancak kimileyin, bir küme, bir

baflka kümenin hem ö¤esi hem de altkümesi ola-

bilir. Örne¤in {0, 1} kümesi, {0, 1, {0, 1}}

kümesinin hem ö¤esi hem de altkümesidir,

yukardaki flekilde görüldü¤ü gibi.

Boflküme her kümenin altkümesidir. Bu-

nu da kan›tlayabiliriz. x herhangi bir küme

olsun. Boflkümenin x’in bir altkümesi oldu-

¤unu kan›tlamak istiyoruz. Yani boflküme-

nin her ö¤esinin x’in bir ö¤esi oldu¤unu kan›tla-

mak istiyoruz. Diyelim ki bu do¤ru de¤il, yani

diyelim ki boflkümede x’te olmayan bir ö¤e var.

Ama hani boflkümede hiç ö¤e yoktu! Hiç ö¤esi

olmayan boflkümede x’te olmayan bir ö¤e olabi-

lir mi? Olamaz elbet. Demek ki boflkümenin her

ö¤esi x’in bir ö¤esiymifl, yani boflküme x’in bir

altkümesiymifl... Kan›t›m›z bitmifltir!

{0, 1, 2} kümesinin altkümelerini teker teker

yazal›m, tam sekiz tane var:

0 ö¤esi olanlar 1 tane: ∅
1 ö¤esi olanlar 3 tane: {0}, {1}, {2}

2 ö¤esi olanlar 3 tane: {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}

3 ö¤esi olanlar 1 tane: {0, 1, 2}

Sadece {0, 1, 2} kümesinin de¤il, üç ö¤esi olan

her kümenin sekiz tane altkümesi vard›r. 

Genel olarak, n ö¤esi olan bir kümenin 2n alt-

kümesi vard›r. Bunun kan›t›n› okura b›rak›yoruz.

Örne¤in 0 tane ö¤esi olan boflkümenin 20 tane,

yani 1 tane altkümesi vard›r, o altküme de boflkü-

medir.

Tek ö¤eli {∅} kümesinin iki altkümesi vard›r,

∅ ve {∅}.

‹ki ö¤eli {∅, {∅}} kümesinin dört altkümesi

vard›r: ∅, {∅}, {{∅}} ve {∅, {∅}}.

Altkümeler Kümesi. Bir kümenin tüm altkü-

melerini ö¤e olarak içeren ve bunlardan baflka hiç-

bir ö¤e içermeyen bir küme vard›r. 

Örne¤in e¤er x = {0, 1} ise, x’in altkümelerin-

den oluflan küme,

{∅, {0}, {1}, {0, 1}}

kümesidir.

E¤er x = {0, 1, 2} ise, x’in altkümelerinden olu-

flan küme,

{∅, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}}

kümesidir.

E¤er x bir kümeyse, x’in altkümelerinden olu-

flan küme ℘(x) olarak yaz›l›r. Demek ki,

Elbette, e¤er x bir kümeyse, ∅ ∈ ℘(x) ve x ∈
℘(x).

Ayr›ca, e¤er a ∈ x, ise {a} ∈ ℘(x) dir. Demek

ki x’in bir a ö¤esini ℘(x)’in {a} ö¤esine götüren

fonksiyon x’ten ℘(x)’e giden birebir bir fonksi-

yondur. Öte yandan x’ten ℘(x)’e giden örten bir

fonksiyon, sayfa MD-2003-I, sayfa 10’da görüldü-

¤ü üzere, yoktur.

Al›flt›rmalar.

1. x ⊆ y ⇔℘(x) ⊆ ℘(y) iliflkisini kan›tlay›n.

2. Her x kümesi için, ℘0(x) = x ve her n ∈ N

için, ℘n+1(x) = ℘(℘n(x)) olsun. Her x için,

{{∅ y {{x}} ∈ pn(x)

iliflkisini sa¤layan en küçük n’yi bulun. ♣
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{0, 1}
0 1

{0, 1} kümesi, {0, 1, {0, 1}} kümesinin hem bir

öğesi hem de bir altkümesidir.

℘({0, 1}) = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}

℘({0, 1, 2}) = {∅, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}}

℘(∅) = {∅}

℘(℘(∅)) = ℘({∅}) = {∅, {∅}}

℘(℘(℘(∅))) = ℘({∅, {∅}}) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}.


