Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Kapak Konusu: 2 x 2 = 4

Sezgisel Kiimeler Kurami II

Boskiime, Altkiime ve
Altkiimeler Kiimesi
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Boskiime. Hi¢ 6gesi olma-

yan kiimeye bogkiime denir. Bogkiimenin

L

bitanecik bile 6gesi yoktur ve bu kiime & simgesiy-

le gosterilir. Demek ki, x ne olursa olsun, x ¢ J.

Bogkiime var midir ya da olmali midir? Elbet-
te olmalidir. Ornegin her seyi bilen insanlar kiime-
si boskiimedir, 2003 yilina kadar Turkiye cum-
hurbagkani olmus kadinlarin kii-
mesi boskiimedir. Boskiimeden
bol ne var!

Ancak bir tane bogkiime var-
dir! Bunu hemen kanitlayabiliriz.
Diyelim iki tane boskiime var,
yani iki hi¢ 6gesi olmayan kiime
var. Hig¢ 6gesi olmayan bu iki k-
meye x ve y diyelim. x = y esitli-
gini kanitlayacagiz. Kanitlaya-
lim. Diyelim, x ve y birbirine esit degil. O zaman
ikisinden birinde digerinde olmayan bir 6ge olma-
li, ¢tinki her ikisinin de ayn1 6geleri olsaydi kiime
esitliginin tanimindan dolayi (sayfa 17) x ve y bir-
birine esgit olurdu. Ama bu kumelerin hi¢ 6gesi
yok ki ikisinden birinde digerinde olmayan bir 6ge
olsun!.. Demek ki bu iki kiime birbirine esitmis...

Bosktiimeden sadece bir tane oldugundan ona
bogkiime adini verme ve onu & simgesiyle goster-
me hakkini kendimizde buluyoruz. ki tane olsayd:
ornegin, birine &y, digerine &, olarak gostermek
zorunda kalirdik.

Daha dogmamus esekler kiimesi nasil bir kii-
medir? Daha dogmamug esekler oldugundan, da-
ha dogmamis esekler kiimesi bogkiime olamaz.
Ama daha dogmamis esekler kiimesinin bir tek
Ogesini gosteremezsiniz. Bundan da su anlagili-
yor: Bir kiimenin var olmast i¢in illa o kiimenin
buitiin 6gelerini bilmemiz gerekmiyor. Bu, suna
benzer: Ikinci Diinya Savasi’nda olen Fransizla-
rin sayist belli bir dogal sayidir. Bu sayiy1 tam
olarak bilmememiz boyle bir sayimnin olmadig:
anlamina gelmez.

*sarist bos yarust
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Simdi bir¢ok kigiye tuhaf gelebilecek bir te-
orem kanitlayalim: Bogkiimenin her 6gesi 1’e esit-
tir! Kanitin pif noktasi bogkiimenin hi¢ 6ge icer-
memesidir. Tanimi geregi hi¢ 6ge igermeyen bos-
kiimenin her 6gesi 1’e esittir! Bunu kanitlayalim.
Diyelim ki savimiz yanls, yani bogkiimenin her
Ogesi 1’e egit degil... O zaman bogkiimede 1’e esit
olmayan bir 6ge vardir. Ama hani
bogkiimede hi¢ 6ge yoktu? Hig
0gesi olmayan boskliimede 1’e esit
olmayan bir 6ge olabilir mi? El-
bette olamaz. Demek ki bogkii-
menin her 6gesi 1’e esit!

Yukardaki kanitin bir benze-
. ri, bogkiimenin her 6gesinin 2’ye
dolu kiime £.— esit oldugunu da kanitlar. Yani
bogkiimenin her 6gesi hem 1’e
hem de 2’ye esittir, hatta hatta w’ye ve V2’ye de
esittir... Neyse ki bogkiimenin hi¢ 6gesi yok... Ol-
saydi, 1 = 2 gibi sagmasapan bir egitlik kanitlamig
olacaktik!

Bogkiimenin her 6gesi istedigimiz tim 6zellik-
leri saglar. Boskiimenin her 6gesi saridir, yesildir,
uzundur, ayni zamanda kisadir da. Hig 6gesi olma-
yan bogkiimenin tiim 6geleri tim o6zellikleri ve esit-
likleri saglarlar. Bunu boskiimenin hi¢ 6gesi olma-
masina bor¢luyuz.

Boskiimeyi boglamayalim! En 6nemli bir iki
kiimeden biridir bogktime. Bir 6geli cok kiime var-
dir, ama sifir 6geli tek bir kiime vardir: bogkiime.
Sadece bu 6zellik bogsktimeyi diger kiimelerden ayi-
rir, onu ayricalikli kilar.

Altkiime. Eger x kiimesinin tim 6geleri aym
zamanda y kiimesinin 6geleriyse, 0 zaman, tanim
geregi, x kiimesi y kiimesinin bir altkiimesidir. Bu-
nu x C y olarak gosteririz. Dilersek y’ye x’in iistkii-
mesi adini verebiliriz ama bu terim matematikte
pek az kullanilir.

Ornegin, cift dogal sayilar kiimesi {0, 2, 4, 6, ...}
dogal sayilar kiimesinin bir altkiimesidir. Bir bagka
ornek: {0, 2} kiimesi {0, 1, 2, 3} kiimesinin bir altku-
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{0, 1} kdimesi, {0, 1, {0, 1}} kiimesinin hem bir
6gesi hem de bir altkimesidir.

mesidir. {0, 2, 3} kiimesi de {0, 1, 2, 3} kiimesinin bir
altkimesidir.

x hangi kiime olursa olsun, x, x’in bir altkiime-
sidir, yani x < x iligkisi her x kiimesi i¢in gecerli-
dir, ¢iinkii x’in her 6gesi x’in bir 6gesidir, kugku
mu var?..

Bir kiimenin altkiimesiyle o kiimenin 6gele-
rini birbirine karistirmamak gerekir. Ornegin,
sesli harfle baglayan sehirlerimizden olusan kii-
me, Turkiye’nin sehirleri kiimesinin bir altkiime-
sidir ama bir 6gesi degildir, ¢linkii sesli harfle
baslayan sehirler kiimesi bir sehir degildir. Bir
sinifin kiz 6grencilerinden olusan kiime, bir sini-
fin 6grencilerinden olugsan kiimenin altkiimesi-
dir ama kesinlikle 6gesi degildir, sinifta bir tek
kiz olsa bile... Ancak kimileyin, bir kiime, bir
bagka kiimenin hem 6gesi hem de altkiimesi ola-

Sadece {0, 1, 2} kiimesinin degil, ti¢ 6gesi olan
her kiimenin sekiz tane altkiimesi vardir.

Genel olarak, # 6gesi olan bir kiimenin 27 alt-
kiimesi vardir. Bunun kanitin1 okura birakiyoruz.

Ornegin 0 tane 6gesi olan boskiimenin 20 tane,
yani 1 tane altkimesi vardir, o altkiime de bogkii-
medir.

Tek 6geli {J} kumesinin iki altkiimesi vardir,
D ve ().

Iki 6geli {&, {D}} kiimesinin dort altkiimesi
vardir: &, {3}, ({D})]} ve (D, {D}}.

Altkiimeler Kiimesi. Bir kiimenin tim altki-
melerini 6ge olarak iceren ve bunlardan bagka hic-
bir 6ge igermeyen bir kiime vardir.

Ornegin eger x = {0, 1} ise, x’in altkiimelerin-
den olusan kiime,

{<, {0}, {1}, {0, 1}}
kiimesidir.

Eger x = {0, 1, 2} ise, x’in altkiimelerinden olu-
san kiime,

{2, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}}
ktimesidir.

Eger x bir kiimeyse, x’in altkiimelerinden olu-
san kiime @ (x) olarak yazilir. Demek ki,

Elbette, eger x bir kiimeyse, & € g (x) ve x €

o (x).

bilir. Ornegin {0, 1} kiimesi, {0, 1, {0, 1}}
kimesinin hem 6gesi hem de altkiimesidir,
yukardaki sekilde gortldigu gibi.

Bogkiime her kiimenin altkiimesidir. Bu-
nu da kanitlayabiliriz. x herhangi bir kiime
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olsun. Bogkiimenin x’in bir altkiimesi oldu-
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gunu kanitlamak istiyoruz. Yani boskiime-
nin her 6gesinin x’in bir 6gesi oldugunu kanitla-
mak istiyoruz. Diyelim ki bu dogru degil, yani
diyelim ki bogskiimede x’te olmayan bir 6ge var.
Ama hani bogkiimede hi¢ 6ge yoktu! Hi¢ 6gesi
olmayan boskiimede x’te olmayan bir 6ge olabi-
lir mi? Olamaz elbet. Demek ki bogkiimenin her
Ogesi x’in bir 6gesiymis, yani bogkiime x’in bir
altkiimesiymis... Kanitimiz bitmistir!

{0, 1, 2} kiimesinin altkiimelerini teker teker
yazalim, tam sekiz tane var:

0 6gesi olanlar 1 tane: &

1 0gesi olanlar 3 tane: {0}, {1}, {2}

2 6gesi olanlar 3 tane: {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}

3 ogesi olanlar 1 tane: {0, 1, 2}

20

Ayrica, eger a € x, ise {a} € p(x) dir. Demek
ki x’in bir a 0gesini g (x)’in {a} Ogesine gotiiren
fonksiyon x’ten g (x)’e giden birebir bir fonksi-
yondur. Ote yandan x’ten g (x)’e giden orten bir
fonksiyon, sayfa MD-2003-L, sayfa 10’da goruldi-
gu uzere, yoktur.

Alistirmalar.
l.xcye px) c @y iliskisini kanitlayin.
2. Her x kiimesi icin, 09(x) = x ve her n € N
icin, p"*1(x) = ¢ (p"(x)) olsun. Her x icin,
{{Dy {{x}} e p™(x)

iligkisini saglayan en kii¢iik #’yi bulun. #




