
Ço¤umuzun matematikle ilgi-

si aritmetikle bafllam›flt›r. Kimimiz 1 + 2 + 3 +

4 = 10 eflitli¤inden, kimimiz 32 + 42 = 52 eflitli¤in-

den, kimimiz de,

1 =  1 = 12

1 + 3 =  4 = 22

1 + 3 + 5    =  9 = 32

1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 42

eflitliklerinden büyülenmiflizdir. Say›lar kuram›nda

her yafla, her zevke göre büyü vard›r.

Yukardaki eflitlikler raslant›sal de¤ildir: ‹lk n

tek say›n›n toplam› her zaman bir karedir1. ‹lk n

tek say› 1, 3, 5, ..., 2n – 1 oldu¤undan,

1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1) = n2

dir. Bu eflitlik, say›lar kuram›nda tümevar›m ad›

verilen bir yöntemle kan›tlanabilir. 

Matematikte ve say›lar kuram›nda çok s›k kul-

lan›lan bu yöntemde, kan›tlanmak istenen n do¤al

say›s›yla ilgili bir önerme, eflitlik, teorem, önsav,

her neyse, önce 1 say›s› için kan›tlan›r. Sonra,

önermenin 1’den büyükeflit bir n do¤al say›s› için

geçerli oldu¤u varsay›larak, önerme bir sonraki sa-

y› olan n + 1 say›s› için kan›tlan›r. Böylece, öner-

menin tüm say›lar için geçerli oldu¤u anlafl›l›r.

Çünkü, önerme 1 için do¤rudur, 1 için do¤ru oldu-

¤undan 2 için de do¤rudur, 2 için do¤ru oldu¤un-

dan 3 için de do¤rudur2... 

Önermenin n = 1 için kan›tlanmas›na “birinci

ad›m” denir. Daha sonra, önermenin n için do¤ru

oldu¤unu varsay›p n+1 için kan›tlanmas›na “tüme-

var›m ad›m›” denir.

Tümevar›mla kan›ta örnek olarak yukardaki

eflitli¤i kan›tlayal›m. 

Teorem 1. Her n say›s› için, ilk n tek say›n›n

toplam› n2’dir.

Kan›t: ‹lk n tek say›n›n toplam›na T(n) ad› ve-

relim. Yani,

T(n) = 1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1)

olsun. T(n) = n2 eflitli¤ini kan›tlamak istiyoruz.

Birinci Ad›m. Önce T(1) = 12 eflitli¤inin do¤ru

olup olmad›¤›na bakal›m. T(1), 1’den 1’e kadar

olan tek say›lar›n toplam›d›r. Demek ki T(1) = 1 =

12 eflitlikleri geçerli ve T(n) = n2 eflitli¤imiz n = 1

için do¤ru.

Tümevar›m Ad›m›. fiimdi, T(n) = n2 eflitli¤ini

do¤ru varsay›p, T(n + 1) = (n + 1)2 eflitli¤ini kan›t-

layal›m. T(n + 1) say›s› ilk n + 1 tek say›n›n topla-

m›, yani 1’den 2n + 1’e kadar olan tek say›lar›n

toplam›. ‹lk n tek say›n›n toplam› T(n)’dir ve var-

say›m›m›za göre bu T(n) say›s› n2’ye eflit. Bir son-

raki n + 1’inci tek say›ysa 2n + 1. Demek ki,

T(n + 1) = ‹lk n + 1 tek say›n›n toplam›

= (‹lk n tek say›n›n toplam›) + 

(n+1’inci tek say›)

= T(n) + (2n + 1) = n2 + (2n + 1)

= (n + 1)2

ve T(n + 1) = (n + 1)2. 

Demek ki T(n) = n2 eflitli¤i do¤ruysa, T(n+1) =

(n+1)2 eflitli¤i de do¤rudur.

Daha önce T(1) = 12 eflitli¤inin de do¤ru oldu-

¤unu kan›tlam›flt›k.

Böylece her n say›s› için T(n) = n2 eflitli¤i kan›t-

lanm›fl oldu. ■■

Tümevar›mla kan›t›n bir zay›f yan›, kan›tlanan

önermenin neden do¤ru oldu¤unun pek iyi anlafl›la-

mamas›d›r. Önsezi kaybolmakta, mekanik bir kan›t

verilmektedir. Ne demek istedi¤imi gene bir örnekle

anlatay›m. Yukardaki T(n) = n2 eflitli¤inin neden

do¤ru oldu¤unu baflka türlü göstereyim. Bir kenar›

n uzunlu¤unda olan bir kare alal›m. Bu karenin ala-

n› n2’dir. Kareyi n2 tane küçük kareye bölelim. fiim-

di kareleri flöyle sayal›m. (Afla¤›daki flekle bak›n.)

Sol alt köflede 1 kare var. Bu kareye 3 kare dokunur:

biri sa¤›ndan, biri tepesinden, öbürü de sa¤ üst kö-

flesinden (yani çapraz›ndan.) Bu yeni kareye 5 yeni
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Tümevar›mla Kan›t

1 Yaz›n›n ilk k›sm›nda “say›” sözcü¤ünü 1 ve 1’den büyük tam-

say›lar için kullanaca¤›z, yani 1, 2, 3, 4, ... say›lar› için.

2 Sayfa 44 ve 48-49’da tümevar›mla kan›t›n neden geçerli ol-

du¤unu kan›tlayaca¤›z.



kare dokunur: ikisi sa¤›ndan, ikisi tepesinden, biri

de çapraz›ndan. Sonra 7 yeni kare... ‹flte resim:

1, 3, 5, 7, ... Bunlar›n toplam› küçük karelerin sa-

y›s›na, yani n2’ye eflit. Görüldü¤ü gibi ilk n tek say›-

n›n toplam› n2’dir. Yukardaki önermenin neden do¤-

ru oldu¤u birden gün gibi ortaya ç›kt›. Ama matema-

tiksel de¤il kan›t›m›z. Görme duyusuna dayan›yor. 

Yukarda, tümevar›mla kan›t› 1’den bafllatt›k.

Bir baflka say›dan, örne¤in 0’dan da bafllatabilir-

dik. O zaman önerme önce 0 say›s› için kan›tlan›r

(birinci ad›m), ard›ndan, n ≥ 0 için geçerli oldu¤u

varsay›l›p bir sonraki say› olan n + 1 için kan›tla-

n›r (tümevar›m ad›m›).

Afla¤›daki teoremi iki de¤iflik yöntemle kan›t-

layaca¤›z.

Teorem 2. m ö¤eli bir kümenin altküme say›s›

2m dir.

Kan›ta bafllamadan önce okurun birkaç deney

yapmas›nda yarar vard›r. Örne¤in, dört ö¤eli {0, 1,

2, 3} kümesinin teoreme göre 24, yani 16 altküme-

si olmal›. Okur bunlar› teker teker bulmal›, s›f›r

ö¤esi olan boflkümeyi unutmadan...

Teorem 2’nin Birinci Kan›t›: x, n ö¤eli bir kü-

me olsun. x’in altküme say›s›n› hesaplayaca¤›z.

x’in bir altkümesi, her küme gibi, elbette ö¤eleri

taraf›ndan belirlenir. Demek ki x’in bir altkümesi-

ni belirlemek için x’in hangi ö¤elerinin o altküme-

de oldu¤unu, hangilerinin olmad›¤›n› söylememiz

gerekiyor, yani x’in her ö¤esi için “evet, bu ö¤e o

altkümede” ya da “hay›r, bu ö¤e o altkümede de-

¤il” diye iki karardan birini vermemiz gerekiyor.

x’in bir altkümesini belirlemek için x’in her n ö¤e-

si için bu “evet” ya da “hay›r” kararlar›ndan biri-

ni verece¤iz.

Örne¤in x = {0, 1, 2, 3, 4, 5} ise ve

0 için “evet” karar›

1 için “hay›r” karar›

2 için “evet” karar›

3 için “evet” karar›

4 için “evet” karar›

5 için “hay›r” karar›

vermiflsek, x’in {0, 2, 3, 4} altkümesini elde ederiz.

x’in bir altkümesini belirlemek için, n kez iki

karardan birini verece¤iz. Demek ki x’in altküme

say›s› 2 × 2 × ... × 2 (n defa) dir, yani 2n dir. ■■

Teorem 2’nin ‹kinci Kan›t›: Teoremi n üzerine

tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. 

Birinci Ad›m. E¤er n = 0 ise, yani kümenin hiç

ö¤esi yoksa, yani küme boflkümeyse, o zaman, kü-

menin sadece 1 tane altkümesi vard›r, o da boflkü-

medir. 1 = 20 = 2n oldu¤undan bu durumda teore-

mimiz kan›tlanm›flt›r.

Tümevar›m Ad›m›. fiimdi teoremin ö¤esi olan

kümeler için kan›tland›¤›n› varsay›p (tümevar›m

varsay›m›), teoremi n+1 ö¤esi olan kümeler için

kan›tlayal›m.

n+1 ö¤eli kümemize x diyelim. Kümenin ö¤e-

leri a1, ..., an+1 olsun:

x = {a1, ..., an+1}.

Ayr›ca y = {a1, ..., an} olsun. Tümevar›m varsay›m›

y’nin 2n tane altkümesi oldu¤unu söylüyor.

x’in iki türlü altkümesi vard›r: an+1’i içerenler

ve içermeyenler. an+1’i içermeyenler ayn› zamanda

y’nin de altkümesi olduklar›ndan, tümevar›m var-

say›m›na göre, bu tür altkümelerden 2n tane oldu-

¤unu biliyoruz. an+1’i içermeyen bu 2n altkümeye

an+1’i de eklersek tam tam›na x’in an+1’i içeren alt-

kümelerini elde ederiz, ne bir fazla ne bir eksik... 

Demek ki x’in, an+1 ö¤esini içermeyen 2n tane

ve an+1 ö¤esini içeren gene 2n tane altkümesi var-

d›r. Demek ki x’in toplam 2n + 2n, yani 2n+1 tane

altkümesi vard›r. ■■

fiimdi, n ö¤eli bir kümenin kaç tane k ö¤eli alt-

kümesi vard›r sorusunu sorup yan›tlamak istiyo-

ruz. Ama bu soruyu yan›tlamadan önce baflka so-

rular soraca¤›z.

Soru 1. A, B ve C harflerinin herbirini birer kez

kullanarak anlaml› ya da anlams›z kaç sözcük ya-

zabiliriz?

Teker teker s›ralayabiliriz sözcükleri: ABC, ACB,

BAC, BCA, CAB, CBA. Demek ki 6 tane yazabiliyoruz.
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Soru 2. A, B, C ve D harflerinin herbirini birer

kez kullanarak anlaml› ya da anlams›z kaç sözcük

yazabiliriz?

Sözcükleri gene teker teker s›ralayabiliriz. Yu-

kardaki gibi alfabetik s›raya dizmenin sonsuz ya-

rarlar› vard›r. Yan›t 24’tür. ■■

Soru 3. A1, A2, ..., An birbirinden de¤iflik harf-

ler olsunlar. Bu harflerin herbirini birer kez kulla-

narak kaç sözcük yazabiliriz?

Yukarda 3 için 6, 4 için 24 yan›t›n› bulduk.

Okur herhalde 6 = 1 × 2 × 3 = 3! ve 24 = 1 × 2 ×
3 × 4 = 4! eflitliklerinin fark›na varm›flt›r.

Yan›t n! dir elbet. Ama neden?..

Birinci harf için n seçene¤imiz var. Birinci har-

fi seçtikten sonra ikinci harf için geriye n − 1 seçe-

nek kal›yor. ‹kinci harfi de seçtikten sonra geriye n

− 2 seçenek kal›yor... Böylece n, n−1, n−2,... der-

ken, en son harf için de 1 seçenek kal›yor. Demek

ki toplam sözcük say›s› n × (n − 1) × (n − 2) × ... ×
1 dir, yani n! dir. ■■

Bu sorunun tümevar›mla kan›t›n› okur verebilir. 

Not: E¤er n = 0 ise, 0! say›s› 1 olarak tan›mla-

n›r. Yukarda buldu¤umuz yan›t n = 0 için de geçer-

lidir, yani 0 harfle tek bir sözcük yaz›labilir, o da

hiç harfi olmayan boflsözcüktür. Harfsiz boflsözcü-

¤ü harfleriyle yazamayaca¤›m›zdan, boflsözcük

harfsiz olarak 〈 〉 biçiminde yaz›l›r.

Soru 4. A, B, C, D, E, F harflerini birer kez

kullanarak anlaml› ya da anlams›z dört harfli kaç

sözcük yazabiliriz?

Teker teker alfabetik s›raya dizebiliriz e¤er ye-

terince sabr›m›z varsa, ancak matematikle daha ça-

buk bulunabilir sözcük say›s›, ne de olsa sözcükle-

rin kendisi de¤il, sözcüklerin say›s› isteniyor sade-

ce. Birinci harf için 6 seçene¤imiz var. Birinci harfi

seçtikten sonra ikinci harf için geriye 5 seçenek ka-

l›yor. ‹lk iki harfi seçtikten sonra geriye 4 seçenek

kal›yor. ‹lk üç harfi seçtikten sonra geriye dördün-

cü harf olarak 3 seçenek kal›yor. Demek ki do¤ru

yan›t 6 × 5 × 4 × 3 = 360’d›r. ■■

Soru 5. A1, A2, ..., An birbirinden de¤iflik harf-

ler olsunlar. Bu harflerin herbirini birer kez kulla-

narak k harfli kaç sözcük yazabiliriz?

Birinci harf için n seçene¤imiz var. Birinci har-

fi seçtikten sonra ikinci harf için geriye n − 1 seçe-

nek kal›yor. ‹lk iki harfi seçtikten sonra geriye n −

2 seçenek kal›yor. ‹lk üç harfi seçtikten sonra dör-

düncü harf için geriye n − 3 seçenek kal›yor. Bu

böylecene k’ye kadar devam eder. En sonuncu kin-

ci harf için geriye n − k + 1 seçenek kal›yor. Demek

ki, toplam n(n−1)(n−2)(n−3) ... (n − k + 1) seçenek

var. Bu say› da 

say›s›na eflittir. Demek ki n de¤iflik harften

n!/(n − k)!

tane k harfli sözcük yazabiliriz. ■■

Bir önceki soruda oldu¤u gibi n = 6, k = 4 ise,

daha önce buldu¤umuz

yan›t›n› buluruz.

Not: k = 0 al›rsak, yukardaki yan›ttan, n de¤i-

flik harften bir tane s›f›r harfli sözcük yazaca¤›m›z›

buluruz, ki bu da do¤rudur: S›f›r harfli sadece bofl-

sözcük vard›r.

fiimdi as›l sormak istedi¤imiz soruyu soral›m:

n ö¤eli bir kümenin k ö¤eli kaç altkümesi vard›r?

E¤er k > n ise hiç yoktur, yani yan›t 0’d›r. Ama

e¤er 0 ≤ k ≤ n ise mutlaka n ö¤eli en az bir küme

vard›r.

Kümenin n ö¤esine a1, a2, ..., an ad›n› verelim.

Yukardaki soruda bu n ö¤eden n!/(n − k)! tane k

harfli sözcük elde edece¤imizi gördük. Her k harfli

sözcü¤ün harfleri k ö¤eli bir altküme oluflturur; an-

cak ayn› harflerle yaz›lm›fl sözcüklerin harfleri ayn›

altkümeyi olufltururlar. Örne¤in

a1a2a3a4 ve a3a2a4a1

sözcükleri {a1, a2, a3, a4} altkümesini olufltururlar.

Kaç sözcük ayn› altkümeyi oluflturur, yani {a1, ...,

ak} altkümesini kaç de¤iflik sözcükten oluflturabili-

riz? Bu harflerle kaç sözcük yaz›l›yorsa o kadar! Ya-

ni a1, ..., ak harfleriyle yaz›lan her k! sözcük ayn› alt-

kümeyi, {a1, ..., ak} altkümesini oluflturur.

k harfli n!/(n − k)! sözcük oldu¤undan ve bun-

lardan k! tanesi ayn› altkümeyi oluflturdu¤undan,

k ö¤eli altküme say›s›n› bulmak için n!/(n − k)! sa-

y›s›n› k! say›s›na bölmemiz gerekir, demek ki k

ö¤eli tane altküme varm›fl.

say›s›n› e¤er 0 ≤ k ≤ n ise n!/k!(n − k)! ola-

rak, di¤er fl›klarda da 0 olarak tan›mlaya-
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l›m:

Bu say› n’nin k’lisi olarak okunur. Yukarda

bulduklar›m›zdan flu ç›kar:

Teorem 3. n ö¤eli bir kümenin tane k ö¤e-

li altkümesi vard›r. ■■

Teorem 3’ün bir baflka kan›t›: Ayn› teoremi n

üzerinden tümevar›mla da kan›tlayabiliriz. n do¤al

say›s› verilmifl olsun. Ve k = 0, 1, ..., n olsun. 

Önce n = 0 için kan›tlayal›m teoremi. n = 0 ise

k = 0 olmal›. 0 ö¤eli bir kümenin 0 ö¤eli tek bir alt-

kümesi vard›r, o da boflkümedir. 

oldu¤undan, teorem n = 0 için do¤ru.

fiimdi teoremin n için do¤ru oldu¤unu varsay›p

teoremi n + 1 için kan›tlayal›m. x, n + 1 ö¤eli bir

küme olsun. k = 0, 1, ..., n + 1 olsun. 

E¤er k = n + 1 ise, x’in n+1 ö¤eli bir tek x alt-

kümesi oldu¤undan yan›t 1’dir. Öte yandan,

oldu¤undan teorem k = n + 1 için do¤ru.  

Bundan böyle 1 ≤ k ≤ n eflitsizliklerini varsaya-

ca¤›z. a ∈ x, sabit bir ö¤e olsun. y = x \ {a} olsun.

Demek ki y’nin n ö¤esi var. x’in k ö¤eli iki türlü

altkümesi vard›r: a’y› içerenler ve içermeyenler.

(Bu dedi¤imiz k = 0 ise de geçerlidir!) a’y› içerme-

yenler ayn› zamanda y’nin de (k ö¤eli) bir altküme-

sidir. x’in a’y› içeren k ö¤eli altkümelerinden a’y›

atarsak, geriye y’nin k−1 ö¤eli altkümeleri kal›r.

Tümevar›m varsay›m›na göre y’nin k ö¤eli

tane, k − 1 ö¤eli tane altkümesi vard›r.

Demek ki x’in k ö¤eli 

tane altkümesi vard›r. Teoremin kan›tlanmas› için,
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