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Kapak Konusu: 2 x 2 = 4

Sezgisel Kiimeler Kurami III

Tumevarimla Kanit

Cogumuzun matematikle ilgi-

si aritmetikle baglamigtir. Kimimiz 1 + 2 + 3 +

4 = 10 esitliginden, kimimiz 32 + 42 = 52 egitligin-
den, kimimiz de,

1 =1=12
1+3 = 4=22
1+3+5 = 9=32
1+3+5+7 =16=42

esitliklerinden biiyiilenmigizdir. Sayilar kuraminda
her yasa, her zevke gore buiyli vardir.

Yukardaki esitlikler raslantisal degildir: Ik 7
tek sayinin toplami her zaman bir karedir!. Ik »
tek say1 1, 3, 5, ..., 2n — 1 oldugundan,

1+3+5+..+2n-1)=n2
dir. Bu esitlik, sayillar kuraminda tiimevarim adi
verilen bir yontemle kanitlanabilir.

Matematikte ve sayilar kuraminda ¢ok sik kul-
lanilan bu yontemde, kanitlanmak istenen 7 dogal
sayisiyla ilgili bir 6nerme, esitlik, teorem, Onsav,
her neyse, once 1 sayist igin kanitlanir. Sonra,
onermenin 1’den biiyiikesit bir 7z dogal sayisi icin
gegerli oldugu varsayilarak, onerme bir sonraki sa-
yt olan 7z + 1 sayist igin kanitlanir. Boylece, 6ner-
menin tum sayilar i¢in gegerli oldugu anlagilir.
Ciinki, 6nerme 1 icin dogrudur, 1 i¢in dogru oldu-
gundan 2 i¢in de dogrudur, 2 i¢in dogru oldugun-
dan 3 icin de dogrudur?...

Onermenin 7 = 1 i¢in kanitlanmasia “birinci
adim” denir. Daha sonra, 6nermenin 7 icin dogru
oldugunu varsayip n+1 i¢in kanitlanmasina “tiime-
varim adimi” denir.

Tumevarimla kanita 6rnek olarak yukardaki
esitligi kanitlayalim.

Teorem 1. Her n sayist icin, ilk n tek saymin
toplami n2°dir.

1 Yazinin ilk kisminda “say1” sozciiginii 1 ve 1’den biiyiik tam-
sayilar i¢in kullanacagiz, yani 1, 2, 3, 4, ... sayilari igin.
Sayfa 44 ve 48-49°da tiimevarimla kanitin neden gecerli ol-
dugunu kanitlayacagiz.
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Kant: Ilk 7 tek sayinin toplamina T(#) ad ve-
relim. Yani,

Tn)=1+3+5+...+2n-1)
olsun. T(n) = n? esitligini kanitlamak istiyoruz.

Birinci Adim. Once T(1) = 12 esitliginin dogru
olup olmadigina bakalim. T(1), 1’den 1’e kadar
olan tek sayilarin toplamidir. Demek ki T(1) = 1 =
12 esitlikleri gecerli ve T(n) = 12 esitligimiz 7 = 1
icin dogru.

Tiimevarim Adimi. Simdi, T(n) = #2 esitligini
dogru varsayip, T(n + 1) = (n + 1) esitligini kanit-
layalim. T(# + 1) sayis1 ilk 7z + 1 tek sayinn topla-
mi, yani 1’den 27z + 1’e kadar olan tek sayilarin
toplamu. Ilk 7 tek saymnin toplami T(n)’dir ve var-
sayimimiza gore bu T(n) sayis1 #2’ye esit. Bir son-
raki 7 + 1’inci tek sayiysa 2x + 1. Demek ki,

T(n+ 1) =1k 7 + 1 tek saymnin toplami

= (Ilk 7 tek saymnin toplami) +
(n+71’inci tek say1)
=Tn)+2n+1)=n?+ (2n+ 1)
= (n+1)2
ve T(n+ 1) = (n + 1)2.

Demek ki T(n) = n2 esitligi dogruysa, T(n+1) =
(n+1)2 esitligi de dogrudur.

Daha 6nce T(1) = 12 esitliginin de dogru oldu-
gunu kanitlamistik.

Boylece her 7 sayist igin T(n) = n2 esitligi kanit-
lanmig oldu. O

Tiimevarimla kanitin bir zayif yani, kanitlanan
6nermenin neden dogru oldugunun pek iyi anlagila-
mamasidir. Onsezi kaybolmakta, mekanik bir kanit
verilmektedir. Ne demek istedigimi gene bir 6rnekle
anlatayim. Yukardaki T(n)
dogru oldugunu bagka tiirlii gostereyim. Bir kenari

n2 esitliginin neden
n uzunlugunda olan bir kare alalim. Bu karenin ala-
n1 #2°dir. Kareyi 72 tane kiigiik kareye bolelim. Sim-
di kareleri soyle sayalim. (Asagidaki sekle bakin.)
Sol alt kosede 1 kare var. Bu kareye 3 kare dokunur:
biri sagindan, biri tepesinden, obiirti de sag tist ko-
sesinden (yani ¢aprazindan.) Bu yeni kareye § yeni
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kare dokunur: ikisi sagindan, ikisi tepesinden, biri
de caprazindan. Sonra 7 yeni kare... Iste resim:

7 6 S 4
8 4 3 3
3 2 2 2
1 1 1 2

1,3,35,7,... Bunlarin toplami kiigiik karelerin sa-
yisina, yani #2’ye esit. Goriildiigii gibi ilk 7 tek sayi-
min toplami #2’dir. Yukardaki 6nermenin neden dog-
ru oldugu birden giin gibi ortaya ¢ikti. Ama matema-
tiksel degil kanitimiz. Gorme duyusuna dayaniyor.

Yukarda, timevarimla kaniti 1’den baslattik.
Bir bagka sayidan, ornegin 0’dan da baslatabilir-
dik. O zaman 6nerme 6nce 0 sayist i¢in kanitlanir
(birinci adim), ardindan, 7 > 0 i¢in gecerli oldugu
varsayilip bir sonraki say1 olan 7 + 1 igin kanitla-
nir (timevarim adimi).

Asagidaki teoremi iki degisik yontemle kanit-
layacagiz.

Teorem 2. m 6geli bir kiimenin altkiime sayist
2m dir,

Kanita baglamadan 6nce okurun birkag deney
yapmasinda yarar vardir. Ornegin, dort 6geli {0, 1,
2, 3} kiimesinin teoreme gore 24, yani 16 altkiime-
si olmali. Okur bunlar teker teker bulmali, sifir
Ogesi olan bogkiimeyi unutmadan...

Teorem 2’nin Birinci Kanite: x, 7 6geli bir ku-
me olsun. x’in altkiime sayisin1 hesaplayacagiz.
x’in bir altkiimesi, her kiime gibi, elbette 6geleri
tarafindan belirlenir. Demek ki x’in bir altkiimesi-
ni belirlemek i¢in x’in hangi 6gelerinin o altkiime-
de oldugunu, hangilerinin olmadigini soylememiz
gerekiyor, yani x’in her 6gesi icin “evet, bu 6ge o
altkimede” ya da “hayir, bu 6ge o altkiimede de-
gil” diye iki karardan birini vermemiz gerekiyor.
x’in bir altkiimesini belirlemek i¢in x’in her 7 6ge-
si i¢in bu “evet” ya da “hayir” kararlarindan biri-
ni verecegiz.

Ornegin x = {0, 1, 2, 3, 4, 5} ise ve
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0 i¢in “evet” karari

1 i¢in “hayir” kararn
2 igin “evet” karari
3 igin “evet” karari
4 igin “evet” karari
5 igin “hayir” karari
vermigsek, x’in {0, 2, 3, 4} altkiimesini elde ederiz.
x’in bir altkiimesini belirlemek icin, 7 kez iki
karardan birini verecegiz. Demek ki x’in altkiime
sayis1 2 x 2 x ... x 2 (n defa) dir, yani 27 dir. O

Teorem 2’nin Ikinci Kaniti: Teoremi 7 iizerine
tumevarimla kanitlayacagiz.

Birinci Adim. Eger # = 0 ise, yani kiimenin hig¢
Ogesi yoksa, yani kiime bogkiimeyse, o zaman, kii-
menin sadece 1 tane altkiimesi vardir, o da bogkii-
medir. 1 = 20 = 27 oldugundan bu durumda teore-
mimiz kanitlanmugtir.

Timevarim Adimi. Simdi teoremin 6gesi olan
kiimeler i¢in kanitlandigini varsayip (timevarim
varsayimi), teoremi n+1 Ogesi olan kimeler icin
kanitlayalim.

n+1 ogeli kimemize x diyelim. Kiimenin 6ge-
leri aq, ..., a,,,1 olsun:

X ={aqy ey dyiq}
Ayrica y = {ay, ..., a,,} olsun. Timevarim varsayimi
y’nin 27 tane altkiimesi oldugunu soyliiyor.

x’in iki tirlt altktimesi vardir: a,,, 1’1 icerenler
ve icermeyenler. a,,, 1’1 icermeyenler ayni zamanda
y’nin de altkimesi olduklarindan, tiimevarim var-
sayimina gore, bu tiir altkiimelerden 27 tane oldu-
gunu biliyoruz. a,,, 1’1 icermeyen bu 27 altkiimeye
a,,1’1 de eklersek tam tamina x’in a,,,{’i iceren alt-
kiimelerini elde ederiz, ne bir fazla ne bir eksik...

Demek ki x’in, a,,,1 O6gesini icermeyen 2" tane
ve a,,1 Ogesini iceren gene 2” tane altkiimesi var-
dir. Demek ki x’in toplam 27 + 27 yani 27+1 tane
altkiimesi vardir. i

Simdi, 7 6geli bir kiimenin kag tane k 6geli alt-
kiimesi vardir sorusunu sorup yanitlamak istiyo-
ruz. Ama bu soruyu yanitlamadan once bagka so-

rular soracagiz.

Soru 1. A, B ve C harflerinin berbirini birer kez
kullanarak anlamli ya da anlamsiz ka¢ sozciik ya-
zabiliriz?

Teker teker siralayabiliriz sozciikleri: ABC, ACB,
BAC, BCA, CAB, CBA. Demek ki 6 tane yazabiliyoruz.
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Soru 2. A, B, C ve D harflerinin herbirini birer
kez kullanarak anlamls ya da anlamsiz kac sozciik
yazabiliriz?

Sozciikleri gene teker teker siralayabiliriz. Yu-
kardaki gibi alfabetik siraya dizmenin sonsuz ya-
rarlart vardir. Yanmit 24°tir. O

Soru 3. Ay, Ay, ..., A, birbirinden degisik harf-
ler olsunlar. Bu harflerin herbirini birer kez kulla-
narak kag sozciik yazabiliriz?

Yukarda 3 igin 6, 4 igin 24 yamitim1 bulduk.
Okur herhalde 6 =1 x2x3=3've24=1x2 x
3 x 4 = 4! esitliklerinin farkina varmigtir.

Yanit n! dir elbet. Ama neden?..

Birinci harf i¢in # secenegimiz var. Birinci har-
fi sectikten sonra ikinci harf igin geriye 7 — 1 sege-
nek kalyor. Ikinci harfi de sectikten sonra geriye »
— 2 segenek kaliyor... Boylece n, n—1, n-2,... der-
ken, en son harf igin de 1 segenek kaliyor. Demek
X
O

ki toplam sozciik sayisi 7 x (n— 1) x (n —2) x ...
1 dir, yani n! dir.

Bu sorunun tiimevarimla kanitini okur verebilir.

Not: Eger 7 = 0 ise, 0! sayisi 1 olarak tanimla-
nir. Yukarda buldugumuz yanit 7z = 0 i¢in de geger-
lidir, yani O harfle tek bir sozciik yazilabilir, o da
hi¢ harfi olmayan bogsozciiktiir. Harfsiz bogsozcii-
gu harfleriyle yazamayacagimizdan, bogsozciik
harfsiz olarak () bi¢iminde yazilir.

Soru 4. A, B, C, D, E, F harflerini birer kez
kullanarak anlamls ya da anlamsiz dore harfli kag
sozcitk yazabiliriz?

Teker teker alfabetik siraya dizebiliriz eger ye-
terince sabrimiz varsa, ancak matematikle daha ca-
buk bulunabilir s6zciik sayisi, ne de olsa sozciikle-
rin kendisi degil, sozciiklerin sayisi isteniyor sade-
ce. Birinci harf i¢in 6 segenegimiz var. Birinci harfi
segtikten sonra ikinci harf icin geriye 5 segenek ka-
liyor. Ilk iki harfi sectikten sonra geriye 4 secenek
kaliyor. Ilk ii¢ harfi sectikten sonra geriye dordiin-
cit harf olarak 3 secenek kaliyor. Demek ki dogru
yanit 6 x 5 x 4 x 3 = 360°dur. O

Soru 5. Ay, Ay, ..., A, birbirinden degisik harf-
ler olsunlar. Bu harflerin herbirini birer kez kulla-
narak k harfli ka¢ sozciik yazabiliriz?

Birinci harf i¢in # secenegimiz var. Birinci har-
fi sectikten sonra ikinci harf igin geriye 7 — 1 sege-
nek kaliyor. Ilk iki harfi sectikten sonra geriye 7 —

23

2 secenek kaliyor. Ilk ii¢ harfi sectikten sonra dor-
dinci harf icin geriye n — 3 secenek kaliyor. Bu
boylecene k’ye kadar devam eder. En sonuncu kin-
ci harf igin geriye 7 — k + 1 secenek kaliyor. Demek
ki, toplam n(n—1)(n-2)(n-3) ... (n — k + 1) segenek

var. Bu say1 da
n!

(n—k)!

sayisina esittir. Demek ki 7 degisik harften
n!/(n — k)!
tane k harfli sozciik yazabiliriz. m
Bir onceki soruda oldugu gibi 7 = 6, k = 4 ise,
daha 6nce buldugumuz

6! 6!
6 4)'=z:6><5><4><3=360

yanitim buluruz.

Not: k = 0 alirsak, yukardaki yanittan, 7 degi-
sik harften bir tane sifir harfli s6zciik yazacagimizi
buluruz, ki bu da dogrudur: Sifir harfli sadece bos-
sozcuk vardir.

Simdi asil sormak istedigimiz soruyu soralim:
n ogeli bir kiimenin k 6geli kag altkiimesi vardir?

Eger k > n ise hig yoktur, yani yamit 0°dir. Ama
eger 0 < k < n ise mutlaka 7 6geli en az bir kiime
vardir.

Kiimenin 7 6gesine aq, ay, ..., a,, adint verelim.
Yukardaki soruda bu 7 6geden n!/(n — k)! tane k
harfli sozciik elde edecegimizi gordik. Her k harfli
sozcugiin harfleri k 6geli bir altkiime olusturur; an-
cak ayni harflerle yazilmig sozciiklerin harfleri ayni
altkiimeyi olustururlar. Ornegin

a1a,a3a4 Ve a3a,dsaq
sozcikleri {aq, ay, a3, a4} altkiimesini olustururlar.
Kag sozcik ayni altkiimeyi olugturur, yani {aq, ...,
a} altkimesini kag degisik sozcitkten olusturabili-
riz? Bu harflerle kag¢ sozciik yaziliyorsa o kadar! Ya-
nidy, ..., a harfleriyle yazilan her k! stzciik ayni alt-
kiimeyi, {aq, ..., a3} altkiimesini olugturur.

k harfli n!/(n — k)! sozciik oldugundan ve bun-
lardan k! tanesi ayni altkiimeyi olusturdugundan,
k ogeli altkiime sayisin1 bulmak igin 72!/(n2 — k)! sa-

yisin1 k! sayisina bolmemiz gerekir, demek ki k
n!

(11— k)1k!

ogeli tane altkiime varmis.

n
[k] sayisini eger 0 < k < n ise n!/k!(n — k)! ola-
rak, diger siklarda da 0 olarak tanimlaya-



Matematik Diinyasi, 2003 Kis

lim:

n o eger 0 < k < nise
= k!(n —k)!

0 eger n< k yada k<0 ise.

Bu say1 #’nin k’lisi olarak okunur. Yukarda
bulduklarimizdan su ¢ikar:
n
Teorem 3. n 6geli bir kiimenin | | tane k 6ge-

li altkiimesi vardir. O

Teorem 3’iin bir bagka kaniti: Ayni teoremi 7
tizerinden tiimevarimla da kanitlayabiliriz. # dogal
sayis1 verilmis olsun. Ve k = 0, 1, ..., # olsun.

Once 7 = 0 icin kanitlayalim teoremi. z = 0 ise
k = 0 olmali. 0 6geli bir kiimenin 0 6geli tek bir alt-
kiimesi vardir, o da bogkiimedir.

0 0!
(0] S 0m—0p

oldugundan, teorem # = 0 icin dogru.

Simdi teoremin 7 i¢in dogru oldugunu varsayip
teoremi 7 + 1 i¢in kanitlayalim. x, # + 1 6geli bir
kiime olsun. k =0, 1, ..., 7 + 1 olsun.

Eger k = n + 1 ise, x’in n+1 6geli bir tek x alt-
kiimesi oldugundan yanit 1°dir. Ote yandan,

n+1 .
n+l)

oldugundan teorem k = n + 1 i¢in dogru.
Bundan boyle 1 < k < esitsizliklerini varsaya-

cagiz. a € x, sabit bir 6ge olsun. y = x \ {a} olsun.
Demek ki y’nin #n 6gesi var. x’in k 6geli iki turla
altkimesi vardir: a@’y1 icerenler ve icermeyenler.
(Bu dedigimiz k = 0 ise de gecerlidir!) a’y1 igerme-
yenler ayni zamanda y’nin de (k 6geli) bir altkiime-
sidir. x’in @’y1 igeren k Ogeli altkiimelerinden a’y1
atarsak, geriye y’nin k—1 ogeli altkiimeleri kalir.
Timevarim varsayimina gore y’nin k 6geli

n n

[k] tane, k — 1 6geli [k - 1] tane altkiimesi vardir.
Demek ki x’in k 6geli

o

tane altkiimesi vardir. Teoremin kanitlanmasi igin,
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