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Kapak Konusu: 2 x 2 = 4

Russell Paradoksu
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Son dort yazida yaptiklarimiza sezgisel kiimeler kurami denir. Sezgisel kiimeler kuramin-
da sayilar tanimlanmadan kabul edilir. 2 + 2 = 4 esitligi sezgisel kiimeler kuraminda kanita gerek kal-
mayacak kadar agiktir. Daha vahimi, sezgisel kiimeler kuraminda her tiirli topluluk tartigilmadan
kiime olarak kabul edilir. 20. ytizyilin baslarinda boyle bir yaklasimin ¢ok tehlikeli oldugu ve para-
dokslara neden oldugu anlasildi. Her topluluk kiime olamaz, her topluluk kiime olmamali, olama-
mali. Clink her topluluk kiime olursa, 0 = 1 gibi sagmasapan bir esitligi kanitlayabiliriz, yani bir ge-
ligki elde ederiz. Oysa matematikte celiski hic istemedigimiz bir sey. Onca giivendigimiz matematik
de celigkiliyse, o da fos cikarsa, biz neye giivenecegiz?

Once yirminci yiizyilin basinda Bertrand Russell tarafindan bulunan paradoksu ele alacagiz. Ar-
dindan bu paradoksun giderilmesi i¢in alinan onlemlere deginecegiz. Gorecegiz ki her topluluk kiime
olamiyor, kiime olmay1 haketmek, kiime olmaya hak kazanmak gerekiyor.

Bugiin matematikgilerin ¢cok buiyiik bir ¢ogunlugu tarafindan kabul edilen ve biiyiik oranda Zer-
melo tarafindan gelistirilen ve ZFC olarak kisaltilan Zermelo-Fraenkel-Se¢im belitsel sistemini kis-
men aciklayacagiz. Bu sistemi kullanarak dogal sayilari ve toplamayi tanimlayacagiz.

Amacimiz kiimeler kurami degil; amacimiz Peano Belitleri yazisinda agiklanan (N, S, 0) dogal sa-
yilar yapisini bulmak, boyle bir yapinin varligini kanitlamak. Kiimeler kuramini igte bu yapinin var-
ligin1 kanitlamak icin ne kadar gerekliyse o kadar aciklayacagiz. Son derece ilging bir konu olan kii-
meler kuramini bir bagka sayida ele aliriz.

I. Giris. Bu yazida, gegen ylizyil baginda mate-
matigi sarsan, hatta derin bir krize sokan bir para-
dokstan sozedecegiz. Ama once paradokslara genel
bir bakig atacagiz. Bilinen paradokslara bulunan ¢6-
ziimlerden sozedecegiz.

Matematigin temellerinin degismesine neden
olan paradoksu iinlii Ingiliz filozof Bertrand Russell
(1858-1932) bulmustur. Rus-
sell paradoksunu paradoks ol-
maktan kurtaran kiimeler ku-
ramini daha sonraki yazilarda
kismen de olsa aciklayacagz.

II. Yamyam Paradoksu
(Catigkis1). Bilinen bilmece-

dir. Yamyamlar bir mantik¢
i yakalarlar. Mantik¢iya soyle

Betrand Russell

derler:

* Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii. Yazarin Mate-
matik ve Korku adli kitabindaki bir yazisindan derlenmistir.
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— Biz her yakaladigimiz yabanciyi yeriz. Kimi-
ni haglayip kimini kizartip yeriz. Avimiza bir soru
sorariz. Avimiz soruyu dogru yamitlarsa haglariz,
yanlig yanitlarsa kizartiriz.

Dedikleri gibi de yaparlar. Mantik¢iya bir soru
sorarlar. Mantik¢i bir stire diisundiikten sonra so-
ruyu yanitlar. Yaniti duyan yamyamlar ne yapa-
caklarini sagirirlar. Yanit oylesine akilli bir yanittir
ki, yamyamlar mantik¢iy: ne haslar ne de kizarta-
bilirler. Yamyamlar mantik¢iya ne sormuglardir,
mantik¢i soruyu nasil yanitlamigtir?

Yamyamlar mantik¢iya su soruyu sormuglardir:

— Seni haglayip mi, yoksa kizartip mu yiyecegiz?

Mantik¢r soyle yanitlamigtir:

- Kizartacaksiniz!

Bu soru ve yanitla, mantik¢i ne haglanir, ne de ki-
zartilir.

Bir an, mantik¢inin kizartilacagini varsayalim.
O zaman mantik¢inin yaniti dogru olur. Ama ya-
nit dogru oldugundan — yamyamlarin kendi kural-



Matematik Diinyasi, 2003 Kis

larina gore — mantikginin haglanmasi gerekmekte-
dir. Demek mantik¢i kizartilamaz.

Simdi de mantik¢inin haglanacagini varsaya-
lim. O zaman mantik¢inin yaniti yanhs olacak. Ya-
nit yanlig oldugundan da mantik¢inin kizartilmasi
gerekmektedir. Demek mantik¢i haglanamaz.

Kizartilacak Yanit dogru

A y

Yanit yanlis Haglanacak

Yamyamlar tam bir kisir dongtiye girmislerdir.
Kizartsalar haglamalar1 gerekecek, haslasalar ki-
zartmalari!

Sonug olarak mantik¢ kurtulurl.

Bu gibi durumlar “paradoksal” olarak nitelen-
dirilir. “Sa¢gma” bir durumdur. Cunkii mantik¢i ya
kizartilacaktir ya haglanacaktir; bunu 6nceden bi-
liyoruz. Ayrica yamyamlarin sordugu soruya yanit
olarak iki segenek vardir: Sorunun yaniti ya dogru
ya yanlis olmalidir, bunu da biliyoruz. Oysa yu-
kardaki sorunun yaniti ne dogru ne yanlistir; daha
dogrusu yanit dogruysa yanls, yanligsa dogrudur.
Yani yanitin dogrulugu ya da yanlighgt yanitin
yanlighg ya da dogruluguna baglhidir!

Bu paradoks nasil ¢ozu-
lir, yani celigki nasil gideri-
lir? Soyle: Oykiide anlatildig
gibi bir boy yoktur. Yani,
yakaladiklar1 her yabanciy:
yiyen ve yukardaki yontemle
yiyen bir boy yoktur.

Bu ¢oziime kimi okur

karsi ¢ikabilir. Matematikgi-
leri elindeki oyuncagi sevme-

Bertrand Russell, 50
yildir Gyesi oldugu in-
giliz Isci Partisi kartini
basin 6nunde yirtar-
ken. Parti Vietham sa-

yip kiran, bilmecesini ¢oze-
meyip yirtan mizik¢l ¢ocuk-
lara benzetebilir. Ama bu,

haksizlik

olur. Soyle dusiinelim: Bil-

matematikcilere
vasini destekliyordu.

mecede su su Ozelliklere sahip bir boy vardir diyo-
ruz. Oyle bir boyun olabileceginden ilk basta kus-

ku duymayabiliriz, ancak goriyoruz ki boyle bir
boyun varhig bizi celiskiye goturiiyor. Dolayisiyla
boyle bir boy olamaz.

III. Berber Paradoksu. Yu-
kardaki paradoksa benzer para-
doks ¢oktur. Iste bir tane daha:

Koyun birinde bir berber
varmis. Bu berber, o koyde ken-
dini trag etmeyen herkesi tras
edermis, kendini trag edenleriyse
tras etmezmis. Soru su: bu ber-

ber kendini trag eder mi, etmez
mi? Kendini tras etmezse, kendini tras etmeyen
herkesi tras ettiginden, kendini trag etmeli. Kendi-
ni trag ederse, kendini tras edenleri tras etmedigin-
den, kendini trag etmemeli.

Cozum yukardaki gibi: Boyle bir berber ola-
maz.

IV. Kataloglar Paradoksu. Bu yiizyilin baginda
matematikgileri derin diigtincelere salan paradoksa
gecmeden Once, o paradoksun bir benzerinden s6-
zedelim.

Matbaanin bulunusundan sonra kitap sayist
cogald1 dogal olarak. Ilk kez ne zaman kataloglara
gereksinildigini bilmiyorum, ama birgiin gereksi-
nildi. Kitaplar cogalinca, kataloglar da cogald:.
Kataloglar ¢ogalinca kataloglarin da kataloglar:
yapilmaya baslandi.

Bazi kitap kataloglart kendi adlarini dizelgele-
rine (listelerine) almazlar, baz1 kataloglarsa alirlar
(katalog da bir kitap degil midir!) Ornegin kirmizi
kapakl kitaplar katalogunun kapagi kirmizi ola-
caksa katalog kendi adini dizelgeye alir, yoksa
almaz. 200 sayfadan az kitaplar katalogu 200 say-
fadan az olacaksa katalog kendi adimi kataloga
alir, yoksa almaz?. Bir yaymcinin aklina “kendi
adin1 icermeyen kataloglar katalogu” yapmak ge-
lir. Bir sorun ¢ikar ortaya. Bu hazirlanmakta olan
katalog kendi adini icermeli midir, icermemeli mi-
dir? Kendi adini igerse, katalogun tiirinden dolay1
(kendi adini icermeyen kataloglar katalogu), adint
icermemesi gerekir. Kendi adini igermese, yine ka-
talogun tiriinden dolay1 (kendi adini igermeyen
kataloglar katalogu), kendi adini igermesi gerekir.

1 Eger mantik¢l, “haslayacaksiniz,” diye yanitlasaydi, yamyam-
lar mantikeiyr istedikleri gibi yiyebilirlerdi, ister haglar, ister kizar-
tirlardi ve bir ¢eligki dogmazdi.

28

2 Katalog kendi adini aldigindan dolayi sayfa sayist artip 200 say-
fay1 agarsa ve kendi adin1 almadig: takdirde 200 sayfay: asmi-
yorsa ne olacak?!
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Bir paradoks daha!
Nasil ¢ozecegiz? Hazir-
lanmas: bitmemis bir ka-
talogun katalog sayilama-
yacagim Onermek bir ¢6-
Degildir
(ama c¢oziime yaklagir),

zim  midir?
cunki hazirlanmakta

olan katalogun adin:
“kendi adini igermeyen,
yayimlanmis ya da hazir-
lanmakta olan kataloglar
katalogu” diye degistirir-
sek paradoks ortadan

kalkmis olmaz.

karikat(r.)

Inang ve sezgilerle

| matematigin  celismesi,
; guniimiizde kullanilan an-
lamiyla, matematikte bir
celigki degildir. Bugtinkii
anlamiyla matematikte
celigki, matematiksel bir
timcenin hem dogrulugu-
nun hem de yanlighgimnin
kanitlanmasidir. Ornegin

bugiin matematikte kabul

e

“&LL EFCHT! FOE THI LEST TRIPE SHld THl bhiind §DEMS Texdp-

- Son defa soruyorum: Bunun arkasindaki beyin
kim? (Eyltl 1961°de Russell'in bir haftalik hapis ce-
zas! Uzerine Evening Standard gazetesinde ¢ikan

edilen belit (aksiyom) ve
kanitlama yontemleriyle 2
# 2 tliimcesini kanitlayabi-
lirseniz 0 zaman bir celis-

Biz su ¢6ziimii 6nere-
cegiz: Boyle bir katalog yapilamaz. Yukardaki ¢o-
ziimlerde de oldugu gibi tanimlanan nesnenin ola-
mayacagini 6ne siirdiik3.

Boyle bir sey yapilabilir, ama yapilan bu sey
bir katalog degil, olsa olsa bir matalog olur.

V. Matematikte Celiski. “Matematikte celigki”
kavramu tarih boyunca degismistir. Yunanlilar, V2
sayisinin kesirli say1 olmadigini anlayinca, 6nce ge-
ligkinin dogada var oldugunu sanmuglar, daha son-
ra omuz silkip kesirli olmayan sayilarin varhigin
kabul etmek zorunda kalmiglardir.

Dinsel ve felsefi inanglarin da matematikgileri
celiskide biraktig1 olmustur. Ornegin, sonsuz kav-
rami bircok matematikgiyi “celiskiye” dustirmiis-
tiir. Zenon’un iinlii paradokslarinin® herbiri “son-
suz” kavramindan kaynaklanmugtir.

“Diuinyanin En Gizel Kataloglar1” adinda bir katalog var!
ABD’de ¢ikan bu katalogun varligini rahmetli Prof. Dr. Na-
zif Tepedelenlioglu’ndan 6grendim.

MD 2003-111, sayfa 89-91.

Matematikte ¢eliski nasil giderilir? Matematigi degistirerek!
Yani matematikte kabul edilen belitleri (aksiyomlari) ve ge-
rekirse kanit yontemlerini degistirerek.

Aslinda matematikte ilk ciddi geligkiyi bulan Bertrand Rus-
sell degildi. 1897°da Burali-Forti (1861-1931) adinda bir
Italyan matematik¢i Russell paradoksunun bir benzerini
bulmustu [BF]. Burali-Forti paradoksundan Russell’in habe-
ri vardi. Hatta 1903’te Russell bu paradoksu ortadan kaldir-
digin1 sanmigti yanhghkla [R1, sayfa 43]. Bu yayinindan iki
yil sonra, Russell, Burali-Forti paradoksunun kolay kolay
giderilmeyecek 6nemli bir paradoks oldugunu kavramis ve
[R2]°de paradoksu ortadan kaldirmanin yollarini aramistir.
Russell ¢oziime tipler kuramini bularak ulagmugtir [R3].
Neden bugiin Burali-Forti paradoksunun Russell paradok-
su kadar taninmis olmadigini bilmiyorum. Belki de Russell
paradoksunun daha kolay anlagilir oldugundandir.
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ki elde etmis olursunuz
(ctinkii “2 = 2” tiimcesi matematikte bilinen bir te-
oremdir!)

Matematikte celigki var midir? Bu soru mate-
matikgileri uzun yillar zorlamustir. 1931°de Kurt
Godel matematikte celiskinin olmadigini kanitlama-
muzin olanaksiz oldugunu kanitlamigtir. Godel’in bu
teoreminden matema-
tikte celigki olmadig
sonucu ¢tkmaz. Godel
yalnizca matematigin
celigkisiz  oldugunun
kanitlanamayacagini
kanitlamistirS. Yazi-
muzin geri kalan boli-
miinde — sonradan gi-
derilen — matematiksel
bir ¢eligkiyi (paradok- §

su) konu edecegiz.

Godel ve Einstein

VI. Russell Paradoksunun Tarihgesi. Yukarda
soziinl ettigimiz paradokslarin bir benzerini inla
matematik¢i ve filozof Bertrand Russell 1901°de,
daha heniiz 28 yasindayken bulmustur [R1, sayfa
101-107]. O giiniin matematiginin ¢eliskiden yok-
sun olmadigini gosteren bu paradoks tahmin edile-
cegi gibi matematigi ve matematikgileri sarsmig ve
onlari matematigin temelleri tizerine daha derin
diisiinmeye zorlamistir6.

Russell paradoksunun ortaya ¢ikisi oldukc¢a
trajiktir. Yazmadan edemeyecegim. Modern man-
tigin kurucularindan sayilan Alman matematikgi
ve mantik¢l Frege 1893’te Aritmetigin Temelleri
adli tnlit yapitinin birinci cildini [Frel] yayimla-



Matematik Diinyasi, 2003 Kis

mustir. Bu yapitinda Frege aritmetigi saglam te-
mellere dayanan bir kiimeler kuramina indirge-
mek istemistir. Ikinci cildin [Fre2] yazilmasi ol-
dukc¢a zaman alir. Belki de bu gecikmenin nedeni,
matematikgilerin aligik olmadiklar: bir dilde yazi-
lan birinci cildin Frege’nin umdugu ve gormesi ge-
reken ilgiyi gormemesidir. 1902’de yapitin ikinci
cildinin yazilmasi tamamlanmis ve baskiya veril-
me asamasina gecilmigtir, hatta belki baskiya da
verilmistir. Iste tam bu sirada, 54 yasindaki Frege,
30 yagindaki Russell’dan “Sevgili Meslektas” diye
baslayan 16 Haziran 1902 tarihli bir mektup alir
[H, sayfa 124-5]. Bu mektupta Russell, Aritmeti-
gin Temelleri’nin birinci cildini okudugunu, ¢ok
yararlandigini, ¢cok sevdigini belirtir, Frege’yi gok-
lere cikarr, ikinci cildi dort gozle bekledigini soy-
ler. Mektubun ortalarinda da buldugu paradoksu
aciklar. Frege mektubu okudugunda ugradig: dus-
kirtkliginin boyutunu tahmin etmek zor olmasa
gerek. Cok emek verdigi yapiti ve yagsamini adadi-
g1, temelini kurdugunu sandigi bilim birden yoko-
lup gitmistir. Kitapta temel degisiklikler yapmasi
icin cok gectir. Bir sonsoz yazmakla yetinmek zo-
runda kalir. Frege, Russell’in mektubunu 22 Hazi-
ran 1902 giinii yanitlar, yani Russell’mn mektubu-
nu yazdigi giinden tam alt1 giin sonra [H, sayfa
127-8]. Bu ¢ok ilging mektuptan alintilar sunmak
istiyorum:

Sevgili Meslekias,

16 Hagziran taribli ilging
mektubunuz icin ¢ok tesek-
o kiir ederim. Benimle cogu
d konuda aym diisiincede ol-
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¥ ynaniza ve calismami ayrinti-
| Jariyla tartismak istemenize

4 sevindim. Isteginiz iizerine
" Gottob Frege  asagida adlarmi bulacagimiz

yaymlarumi yolluyorum.

[-.]

Sizin elinizle yazildigimi sandigim bos bir zarf
geldi postadan. Galiba bana bir sey gondermek is-
temistiniz ve o sey yanhshkla kayboldu. Eger kug-
kum dogruysa inceliginiz icin tesekkiir ederim.

7 [Frel, Fre2].

8 Mektubun ash Almanca. Yukardaki cevirim [H]’deki Ingi-
lizce geviriden. Son tiimce Ingilizce’ye soyle cevrilmis: “If
only I had the right point of view for that!” Tam ne anlama
geldiginden emin degilim bu tiimcenin. Iki anlama gelebilir:
Ya Frege kitabini yazarken Russell paradoksunu diisiineme-
digine hayiflaniyor ya da ek olarak ne yazacagin bilmiyor.
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Zarfm on yiigiini mektubuma
ilistiriyorum.

[...]

Buldugunuz celiski beni cok
biiyiik saskinliga — belki biiyiik
siztintiiye demek daha dogru olur
— ugratti, ctinkii, aritmetik kura-
munmi dayandirdigim temeli sarst.
Bana 6yle geliyor ki [...] besinci
kuralim yanlhs (20. boliim, sayfa
36), 31. boliimde sundugum
aciklamalar [yeterli degil]. Du-

rum Oylesine ciddi ki, 5. kuralin
yanlishg, salt one siirdiigiim te-
meli sarsmakla kalmuyor, galiba

aymi zamanda aritmetigin saglam
bir temele dayandirilamayacagin da gosteriyor.

[...]

Her durumda bulusunuz cok énemli ve — sim-
dilik bir miijde niteligini tasimasa da — ilerde man-
tikta biiyiik ilerlemelere neden olabilir.

[...]

Grundgesetze'nin’ ikinci cildi yakinda cika-
cak. Kitabin sonuna buldugunuz celiskiden soze-
den bir ek yazacagim elbet. Keske dogru bakis agi-
sma sahip olsaydims.

Saygilarimla,
G. Frege

Frege kitabinin sonsoziiniin basinda soyle ya-
zar:

Bir biliminsani icin, yapit1 biter bitmez temel-
lerinin yikilmasindan daha korkung bisey diistinii-
lemez. Yapit tam baskiya hazirlamirken Bay Bert-
rand Russelldan aldigim bir mektup beni iste bu
duruma soktu.

VIL Russell Paradoksu: Yazinin bundan sonra-
sinda Russell’in bu paradoksunu agiklamaya ¢ali-
sacagiz’.

Kime kavrami, Yunanlilardan beri asag
yukari biliniyordu. Daha sonra Alman Matematik-
¢i Georg Cantor (1845-1918) kiime kuramini ma-
tematiksel olarak ortaya atti. O zamanlar bir nes-

9 Russell paradoksu, Russell’dan bagimsiz olarak Zermelo
(1871-1953) tarafindan da asag1 yukari ayni tarihlerde bulun-
mugtur. 1908’de yayimlanan bir yazisina [Z1] Zermelo soyle
bir dipnot diigmustiir: “Bu paradoksu ben de Russell’den ba-
gimsiz olarak bulmug ve 1903’te aralarinda Profesor Hil-
bert’in de bulundugu birka¢ matematikgiye bildirmigtim.”
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nenin kiime olabilmesi igin
birtakim kosullarin gerektigi
daha bilinmiyordu. Akla ge-
lebilecek tiim nesnelerin bir
kiime olusturabilecegi sanili-
yordu. Hele kiime gibi ¢cok
“dogal” bir kavramin gintin
birinde matematigi celigskiye

diistirecegi akillara hig gelmi-

Georg Cantor

yordu. 19. yuzyilin sonuna
dek, matematikgiler gordiikleri, diistinebildikleri
her matematiksel nesne topluluguna kiime adini
vermekten ¢ekinmediler. Tam sayilar kiimesi, cift
sayilar kiimesi, bir diizlemin noktalar1 kiimesi, bir
diizlemin egrileri kiimesi, bir diizlemin dikdortgen-
ler kiimesi, bu kiimelerin bilesimi, bir kiimenin alt-
kiimeleri kiimesi... Her topluluk bir kiime olustu-
rabilirdi. Hatta tum kimeler toplulugu bile... Kii-
me kavrami o zamanlarin matematikgileri i¢in sez-
gisel bir kavramdi. Yillar boyunca matematikgiler
bir kiimenin olugmasi igin kisitlayici kosullara ge-
rek gormediler. Biz de, simdilik, kiimeyi bu anlam-
da alalim: Herhangi bir 6geler topluluguna kiime
adi verilir. Bakalim bagimiza neler gelecek.

Eger x bir kiimeyse, x kiimesinin belli bir 6zel-
lige sahip ogeleri bir bagka kiime olustururlar. x
kiimesinin bir altkiimesidir bu yeni kiime. Orne-
gin, dogal sayilar kiimesi N’nin “cift olma” ozelli-
gini tagtyan o6geleri, 2N olarak simgelenen ¢ift do-
gal sayilar kiimesini olustururlar.

Tum kiimelerin bir kiime olusturdugunu var-
sayalim. Bu kiimeye x adini verelim!0. x kiimesi
“evrendeki” tum kimeleri igeriyor. Yukardaki N
kumesini de, 2N kiimesini de... Yani N € x ve 2N
€ x matematiksel timceleri dogru timcelerdir. Da-
ha genel olarak, eger ¢ herhangi bir kiimeyse, “¢
x” matematiksel tiimcesi dogrudur. x de bir kiime
oldugundan, “x € x” matematiksel tiimcesi de
dogrudur. Demek, x kendi kendisinin bir 6gesi.
Ote yandan, N kiimesi kendi kendisinin bir &gesi
degil, ¢iinkit N kiimesinin 6geleri dogal sayilar ve
N bir dogal say1 degil. Demek ki “N € N” mate-
matiksel tiimcesi yanlis ve “N ¢ N” matematiksel
tiumcesi dogru.

Simdi x kiimesinin “kendini igermez” ozelligi-
ni tagtyan O0gelerinden olusan altkiimeyi ele alalim.

10 Kataloglar katalogu gibi, x de kiimeler kiimesi.
11 y kiimesi, kendi adin1 igermeyen kataloglar katalogu gibi, ken-
di kendini 6ge olarak icermeyen kiimeler kiimesi.
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Bu kiimeye y adini verirsek, y, kendini iermeyen
kiimeler kiimesidir!l. Yani y’nin 6geleri kendini
oge olarak icermeyen kiimeler. Ornegin, yukarda-
ki paragrafa gore, x ¢ y, ama N € y.

Matematiksel olarak y’nin tanimi goyle verilir:

y={zex:z ¢z
Yani her z igin,
ZEYSIEXVETER
onermesi dogrudur. Eger z’nin bir kiime oldugu bi-
liniyorsa, sagdaki z € x kosulu kaldirabiliriz. De-
mek ki her z kiimesi igin,
TeEYySTER
onermesi dogrudur. Burada z yerine y alalim, y bir
kiime oldugundan buna hakkimiz var:
yeyeyey

onermesini elde ederiz. Bu, bariz bir ¢eligkidir.

Matematik yerine edebiyati tercih edenler icin:
Sorumuz su: y kiimesi, y’nin bir 6gesi midir? Yani
y kiimesi kendisinin bir 6gesi midir?> Once y’nin
kendi kendisinin bir 6gesi oldugunu, yani “y € y”
matematiksel tiimcesinin dogru oldugunu varsaya-
lim. Eger y, y’nin bir 6gesiyse, o zaman y, y’nin bir
Ogesi olmamali, ¢inkii y, bu tir kumeleri, yani
kendisinin 6gesi olan kiimeleri icermiyor. Simdi de
y’nin kendi kendisinin 6gesi olmadigini, yani “y ¢
y” matematiksel tiimcesinin dogru oldugunu var-
sayalim. O zaman (y kiimesinin tanimina gore) v,
y’nin bir 6gesi olmali. Her iki durumda da bir ge-
ligki elde ettik.

Iste Bertrand Russell’n paradoksu.

VIII. Celigski Nasil Giderildi? Bu paradoks, ku-
meler kuraminin 6biir paradokslari gibi, bugiin or-
tadan kalkmigtir. Kiimeler kuramini degistirmek,
daha saglam temellere oturtmak gerekmistir bunun
icin. Bertrand Russell, paradoksunu ortadan kaldir-
mak amaciyla, 1908°de tipler kurami adi1 verilen bir
kuram ortaya atmusti12. Tipler kurami kiimeleri de-
recelendirir. Ornegin, dérdiincii dereceden bir kii-
meyi tanimlamak i¢in ancak birinci, ikinci ve ticiin-
cii dereceden kiimeler kullanilabilir. Boylece yukar-
da x adim1 verdigimiz, “tiim kiimeler kiimesi” diye
bir kiime matematikte yasaklanmis olur ve Rus-
sell’in paradoksu paradoks olmaktan ¢ikar. Yani
Russell akla gelen her nesnenin kiime olmasini ya-

12 [R3]. Tipler kuramina benzer bir kuram [R1]’de de vardir. An-
cak Russell bu konuda diigiincelerini bir siire terkedip, [R2]’de
paradoksu ¢ézmenin (ya da yok etmenin) bagka yollarini ara-
mugtir.
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tematigi degistir-
(simdilik)
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mistir.
tik¢isi  Poinca-
rénin de dedigi
gibi, kurtlardan
korumak icin si-
riiniin ¢evresine
bir ¢it ¢ekilmigtir,
) ancak, birazdan

da gorecegimiz gi-
bi, citin ig¢inde kurt olup olmadigini bilmiyoruz.
Russell'in tipler kuraminda ¢alismak matema-
tikgilere zor gelmistir. Ornegin bu kuramda iki kii-
menin esit oldugunu kanitlamak igin bin dereden su
getirmek gerekir. Matematikgiler zor olan higbir se-
yi sevmediklerinden, tipler kuramini daha basit bir
kuramla degistirmislerdir!3.

IX. Matematikte Celigki Var mudir? Daha once
de belirttigimiz gibi bugiinkii matematik sisteminde
celiski olmadigini kanitlayamayizl4. Godel kanit-
ladi bu olanaksizligi. Peki, matematikte bir giin ge-
ligki bulunursa ne olur? Celiskisine bagh elbet...
Ama matematikgilerin genel kanist su: Gelecekte
bir giin matematikte bir celiski bulunursa, bu ¢elis-
ki belitlerde ufak tefek bir iki degisiklikle giderilebi-
lir; olasi bir ¢eliski Matematik’i yikamayacag: gibi,
sarsamaz bile, olsa olsa sOyle biraz titretir. &

13 Kiimeler kuraminin belitlerine kapsama diizenlemesi (compre-
hension scheme) adi verilen bir belit eklenerek yapilmugtir bu de-
gisiklik. Bu belite gore, eger C bir kiimeyse ve @(x) bir formiil-
se, Cnin ¢ ozelligini tastyan dgeleri de bir kiime olustururlar.
Burada 6nemli olan ¢ 6zelligini tagiyan “evrendeki” tim 6ge-
lerin degil, yalmz C’dekilerin bir kiime olugturmasidir. Yukar-
daki x nesnesi bu belite gore olusturulmadigindan, x’in kiime
olup olmadigindan hemen emin olamayiz ve bugiiniin matema-
tigi eger celigkisizse x bir kiime olamaz elbet, yoksa Russell pa-
radoksuyla bir celigki elde ederdik.

“Bugtinkii matematik sistemi” demekle giinimiiz matema-
tikgilerinin bityiik ¢ogunlugunun kabul ettigi kiimeler kura-
mi demek istiyorum. ZFC adi verilen bu kuramin ilk belitle-
ri 1908’de Zermelo (ZFC’nin Z’si) tarafindan bulunmustur
[Z2]. 1920’lerde Fraenkel [Fra] (ZFC’nin F’si), Skolem [S]
ve Mirimanov [M] birbirinden bagimsiz, yerlestirme beliti
(axiom of replacement) adi verilen bir belitin eklenmesini
onermiglerdir. ZFC’nin C’siyse segim beliti (axiom of cho-
ice) adi verilen ve yiizyilmizin baginda biiyiik kavgalara ne-
den olan ¢ok ozel bir beliti simgeler. MD-I, sayfa 29-31.
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flx) ¢ x
x herhangi bir kiime olsun.
flx)={yex:yey
olsun. Russell paradoksundan esinlenerek, f(x)’in
x’in bir 6gesi olamayacagini kanitlayacagz.
Tanimdan dolayi her y i¢in su 6nerme dogrudur:
ye flx) &yexvey & y.
Her vy icin dogru olan bu 6nerme, y = f(x) icin de
dogrudur elbet, yani
f(x) € flx) & f(x) € x ve f(x) ¢ flx).
Dolayisiyla eger belli bir x kiimesi i¢in f(x) € x dog-
ru olsaydi, o zaman,
flx) € flx) = f(x) & f(x)
onermesi de dogru olurdu, ki bu besbelli bir ¢eligki-
dir. Demek ki her x i¢in f(x) & x.




