
I. Girifl. Bu yaz›da, geçen yüzy›l bafl›nda mate-

mati¤i sarsan, hatta derin bir krize sokan bir para-

dokstan sözedece¤iz. Ama önce paradokslara genel

bir bak›fl ataca¤›z. Bilinen paradokslara bulunan çö-

zümlerden sözedece¤iz.

Matemati¤in temellerinin de¤iflmesine neden

olan paradoksu ünlü ‹ngiliz filozof Bertrand Russell

(1858-1932) bulmufltur. Rus-

sell paradoksunu paradoks ol-

maktan kurtaran kümeler ku-

ram›n› daha sonraki yaz›larda

k›smen de olsa aç›klayaca¤›z.

II. Yamyam Paradoksu

(Çat›flk›s›). Bilinen bilmece-

dir. Yamyamlar bir mant›kç›

yakalarlar. Mant›kç›ya flöyle

derler: 

– Biz her yakalad›¤›m›z yabanc›y› yeriz. Kimi-

ni hafllay›p kimini k›zart›p yeriz. Av›m›za bir soru

sorar›z. Av›m›z soruyu do¤ru yan›tlarsa hafllar›z,

yanl›fl yan›tlarsa k›zart›r›z.

Dedikleri gibi de yaparlar. Mant›kç›ya bir soru

sorarlar. Mant›kç› bir süre düflündükten sonra so-

ruyu yan›tlar. Yan›t› duyan yamyamlar ne yapa-

caklar›n› flafl›r›rlar. Yan›t öylesine ak›ll› bir yan›tt›r

ki, yamyamlar mant›kç›y› ne hafllar ne de k›zarta-

bilirler. Yamyamlar mant›kç›ya ne sormufllard›r,

mant›kç› soruyu nas›l yan›tlam›flt›r?

Yamyamlar mant›kç›ya flu soruyu sormufllard›r:

– Seni hafllay›p m›, yoksa k›zart›p m› yiyece¤iz?

Mant›kç› flöyle yan›tlam›flt›r:

– K›zartacaks›n›z!

Bu soru ve yan›tla, mant›kç› ne hafllan›r, ne de k›-

zart›l›r.

Bir an, mant›kç›n›n k›zart›laca¤›n› varsayal›m.

O zaman mant›kç›n›n yan›t› do¤ru olur. Ama ya-

n›t do¤ru oldu¤undan – yamyamlar›n kendi kural-
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Son dört yaz›da yapt›klar›m›za sezgisel kümeler kuram› denir. Sezgisel kümeler kuram›n-

da say›lar tan›mlanmadan kabul edilir. 2 + 2 = 4 eflitli¤i sezgisel kümeler kuram›nda kan›ta gerek kal-

mayacak kadar aç›kt›r. Daha vahimi, sezgisel kümeler kuram›nda her türlü topluluk tart›fl›lmadan

küme olarak kabul edilir. 20. yüzy›l›n bafllar›nda böyle bir yaklafl›m›n çok tehlikeli oldu¤u ve para-

dokslara neden oldu¤u anlafl›ld›. Her topluluk küme olamaz, her topluluk küme olmamal›, olama-

mal›. Çünkü her topluluk küme olursa, 0 = 1 gibi saçmasapan bir eflitli¤i kan›tlayabiliriz, yani bir çe-

liflki elde ederiz. Oysa matematikte çeliflki hiç istemedi¤imiz bir fley. Onca güvendi¤imiz matematik

de çeliflkiliyse, o da fos ç›karsa, biz neye güvenece¤iz? 

Önce yirminci yüzy›l›n bafl›nda Bertrand Russell taraf›ndan bulunan paradoksu ele alaca¤›z. Ar-

d›ndan bu paradoksun giderilmesi için al›nan önlemlere de¤inece¤iz. Görece¤iz ki her topluluk küme

olam›yor, küme olmay› haketmek, küme olmaya hak kazanmak gerekiyor.

Bugün matematikçilerin çok büyük bir ço¤unlu¤u taraf›ndan kabul edilen ve büyük oranda Zer-

melo taraf›ndan gelifltirilen ve ZFC olarak k›salt›lan Zermelo-Fraenkel-Seçim belitsel sistemini k›s-

men aç›klayaca¤›z. Bu sistemi kullanarak do¤al say›lar› ve toplamay› tan›mlayaca¤›z.

Amac›m›z kümeler kuram› de¤il; amac›m›z Peano Belitleri yaz›s›nda aç›klanan (N, S, 0) do¤al sa-

y›lar yap›s›n› bulmak, böyle bir yap›n›n varl›¤›n› kan›tlamak. Kümeler kuram›n› iflte bu yap›n›n var-

l›¤›n› kan›tlamak için ne kadar gerekliyse o kadar aç›klayaca¤›z. Son derece ilginç bir konu olan kü-

meler kuram›n› bir baflka say›da ele al›r›z.

Russell Paradoksu
Ali Nesin* / anesin@bilgi.edu.tr

Betrand Russell

Kapak Konusu: 2 × 2 = 4

* ‹stanbul Bilgi Üniversitesi Matematik Bölümü. Yazar›n Mate-

matik ve Korku adl› kitab›ndaki bir yaz›s›ndan derlenmifltir.



lar›na göre – mant›kç›n›n hafllanmas› gerekmekte-

dir. Demek mant›kç› k›zart›lamaz.

fiimdi de mant›kç›n›n hafllanaca¤›n› varsaya-

l›m. O zaman mant›kç›n›n yan›t› yanl›fl olacak. Ya-

n›t yanl›fl oldu¤undan da mant›kç›n›n k›zart›lmas›

gerekmektedir. Demek mant›kç› hafllanamaz.

Yamyamlar tam bir k›s›r döngüye girmifllerdir.

K›zartsalar hafllamalar› gerekecek, hafllasalar k›-

zartmalar›!

Sonuç olarak mant›kç› kurtulur1.

Bu gibi durumlar “paradoksal” olarak nitelen-

dirilir. “Saçma” bir durumdur. Çünkü mant›kç› ya

k›zart›lacakt›r ya hafllanacakt›r; bunu önceden bi-

liyoruz. Ayr›ca yamyamlar›n sordu¤u soruya yan›t

olarak iki seçenek vard›r: Sorunun yan›t› ya do¤ru

ya yanl›fl olmal›d›r, bunu da biliyoruz. Oysa yu-

kardaki sorunun yan›t› ne do¤ru ne yanl›flt›r; daha

do¤rusu yan›t do¤ruysa yanl›fl, yanl›flsa do¤rudur.

Yani yan›t›n do¤rulu¤u ya da yanl›fll›¤› yan›t›n

yanl›fll›¤› ya da do¤rulu¤una ba¤l›d›r!

Bu paradoks nas›l çözü-

lür, yani çeliflki nas›l gideri-

lir? fiöyle: Öyküde anlat›ld›¤›

gibi bir boy yoktur. Yani,

yakalad›klar› her yabanc›y›

yiyen ve yukardaki yöntemle

yiyen bir boy yoktur.

Bu çözüme kimi okur

karfl› ç›kabilir. Matematikçi-

leri elindeki oyunca¤› sevme-

yip k›ran, bilmecesini çöze-

meyip y›rtan m›z›kç› çocuk-

lara benzetebilir. Ama bu,

matematikçilere haks›zl›k

olur. fiöyle düflünelim: Bil-

mecede flu flu özelliklere sahip bir boy vard›r diyo-

ruz. Öyle bir boyun olabilece¤inden ilk baflta kufl-

ku duymayabiliriz, ancak görüyoruz ki böyle bir

boyun varl›¤› bizi çeliflkiye götürüyor. Dolay›s›yla

böyle bir boy olamaz.

III. Berber Paradoksu. Yu-

kardaki paradoksa benzer para-

doks çoktur. ‹flte bir tane daha: 

Köyün birinde bir berber

varm›fl. Bu berber, o köyde ken-

dini trafl etmeyen herkesi trafl

edermifl, kendini trafl edenleriyse

trafl etmezmifl. Soru flu: bu ber-

ber kendini trafl eder mi, etmez

mi? Kendini trafl etmezse, kendini trafl etmeyen

herkesi trafl etti¤inden, kendini trafl etmeli. Kendi-

ni trafl ederse, kendini trafl edenleri trafl etmedi¤in-

den, kendini trafl etmemeli.

Çözüm yukardaki gibi: Böyle bir berber ola-

maz.

IV. Kataloglar Paradoksu. Bu yüzy›l›n bafl›nda

matematikçileri derin düflüncelere salan paradoksa

geçmeden önce, o paradoksun bir benzerinden sö-

zedelim.

Matbaan›n bulunuflundan sonra kitap say›s›

ço¤ald› do¤al olarak. ‹lk kez ne zaman kataloglara

gereksinildi¤ini bilmiyorum, ama birgün gereksi-

nildi. Kitaplar ço¤al›nca, kataloglar da ço¤ald›.

Kataloglar ço¤al›nca kataloglar›n da kataloglar›

yap›lmaya baflland›.

Baz› kitap kataloglar› kendi adlar›n› dizelgele-

rine (listelerine) almazlar, baz› kataloglarsa al›rlar

(katalog da bir kitap de¤il midir!) Örne¤in k›rm›z›

kapakl› kitaplar katalogunun kapa¤› k›rm›z› ola-

caksa katalog kendi ad›n› dizelgeye al›r, yoksa

almaz. 200 sayfadan az kitaplar katalogu 200 say-

fadan az olacaksa katalog kendi ad›n› kataloga

al›r, yoksa almaz2. Bir yay›nc›n›n akl›na “kendi

ad›n› içermeyen kataloglar katalogu” yapmak ge-

lir. Bir sorun ç›kar ortaya. Bu haz›rlanmakta olan

katalog kendi ad›n› içermeli midir, içermemeli mi-

dir? Kendi ad›n› içerse, katalogun türünden dolay›

(kendi ad›n› içermeyen kataloglar katalogu), ad›n›

içermemesi gerekir. Kendi ad›n› içermese, yine ka-

talogun türünden dolay› (kendi ad›n› içermeyen

kataloglar katalogu), kendi ad›n› içermesi gerekir.
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2 Katalog kendi ad›n› ald›¤›ndan dolay› sayfa say›s› art›p 200 say-

fay› aflarsa ve kendi ad›n› almad›¤› takdirde 200 sayfay› aflm›-

yorsa ne olacak?!

Bertrand Russell, 50
yıldır üyesi olduğu İn-
giliz İşçi Partisi kartını
basın önünde yırtar-
ken. Parti Vietnam sa-
vaşını destekliyordu.

K›zart›lacak

Yan›t yanl›fl

Yan›t do¤ru

Hafllanacak

1 E¤er mant›kç›, “hafllayacaks›n›z,” diye yan›tlasayd›, yamyam-

lar mant›kç›y› istedikleri gibi yiyebilirlerdi, ister hafllar, ister k›zar-

t›rlard› ve bir çeliflki do¤mazd›.



Bir paradoks daha!

Nas›l çözece¤iz? Haz›r-

lanmas› bitmemifl bir ka-

talogun katalog say›lama-

yaca¤›n› önermek bir çö-

züm müdür? De¤ildir

(ama çözüme yaklafl›r),

çünkü haz›rlanmakta

olan katalogun ad›n›

“kendi ad›n› içermeyen,

yay›mlanm›fl ya da haz›r-

lanmakta olan kataloglar

katalogu” diye de¤ifltirir-

sek paradoks ortadan

kalkm›fl olmaz.

Biz flu çözümü önere-

ce¤iz: Böyle bir katalog yap›lamaz. Yukardaki ço-

zümlerde de oldu¤u gibi tan›mlanan nesnenin ola-

mayaca¤›n› öne sürdük3.

Böyle bir fley yap›labilir, ama yap›lan bu fley

bir katalog de¤il, olsa olsa bir matalog olur.

V. Matematikte Çeliflki. “Matematikte çeliflki”

kavram› tarih boyunca de¤iflmifltir. Yunanl›lar, √2

say›s›n›n kesirli say› olmad›¤›n› anlay›nca, önce çe-

liflkinin do¤ada var oldu¤unu sanm›fllar, daha son-

ra omuz silkip kesirli olmayan say›lar›n varl›¤›n›

kabul etmek zorunda kalm›fllard›r.

Dinsel ve felsefi inançlar›n da matematikçileri

çeliflkide b›rakt›¤› olmufltur. Örne¤in, sonsuz kav-

ram› birçok matematikçiyi “çeliflkiye” düflürmüfl-

tür. Zenon’un ünlü paradokslar›n›n4 herbiri “son-

suz” kavram›ndan kaynaklanm›flt›r.

‹nanç ve sezgilerle

matemati¤in çeliflmesi,

günümüzde kullan›lan an-

lam›yla, matematikte bir

çeliflki de¤ildir. Bugünkü

anlam›yla matematikte

çeliflki, matematiksel bir

tümcenin hem do¤rulu¤u-

nun hem de yanl›fll›¤›n›n

kan›tlanmas›d›r. Örne¤in

bugün matematikte kabul

edilen belit (aksiyom) ve

kan›tlama yöntemleriyle 2

≠ 2 tümcesini kan›tlayabi-

lirseniz o zaman bir çelifl-

ki elde etmifl olursunuz

(çünkü “2 = 2” tümcesi matematikte bilinen bir te-

oremdir!)

Matematikte çeliflki var m›d›r? Bu soru mate-

matikçileri uzun y›llar zorlam›flt›r. 1931’de Kurt

Gödel matematikte çeliflkinin olmad›¤›n› kan›tlama-

m›z›n olanaks›z oldu¤unu kan›tlam›flt›r. Gödel’in bu

teoreminden matema-

tikte çeliflki olmad›¤›

sonucu ç›kmaz. Gödel

yaln›zca matemati¤in

çeliflkisiz oldu¤unun

kan›tlanamayaca¤›n›

kan›tlam›flt›r5. Yaz›-

m›z›n geri kalan bölü-

münde – sonradan gi-

derilen – matematiksel

bir çeliflkiyi (paradok-

su) konu edece¤iz.

VI. Russell Paradoksunun Tarihçesi. Yukarda

sözünü etti¤imiz paradokslar›n bir benzerini ünlü

matematikçi ve filozof Bertrand Russell 1901’de,

daha henüz 28 yafl›ndayken bulmufltur [R1, sayfa

101–107]. O günün matemati¤inin çeliflkiden yok-

sun olmad›¤›n› gösteren bu paradoks tahmin edile-

ce¤i gibi matemati¤i ve matematikçileri sarsm›fl ve

onlar› matemati¤in temelleri üzerine daha derin

düflünmeye zorlam›flt›r6. 

Russell paradoksunun ortaya ç›k›fl› oldukça

trajiktir. Yazmadan edemeyece¤im. Modern man-

t›¤›n kurucular›ndan say›lan Alman matematikçi

ve mant›kç› Frege 1893’te Aritmeti¤in Temelleri

adl› ünlü yap›t›n›n birinci cildini [Fre1] yay›mla-
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3 “Dünyan›n En Güzel Kataloglar›” ad›nda bir katalog var! 

ABD’de ç›kan bu katalogun varl›¤›n› rahmetli Prof. Dr. Na-

zif Tepedelenlio¤lu’ndan ö¤rendim. 

4 MD 2003-III, sayfa 89-91.

5 Matematikte çeliflki nas›l giderilir? Matemati¤i de¤ifltirerek!

Yani matematikte kabul edilen belitleri (aksiyomlar›) ve ge-

rekirse kan›t yöntemlerini de¤ifltirerek.

6 Asl›nda matematikte ilk ciddi çeliflkiyi bulan Bertrand Rus-

sell de¤ildi. 1897’da Burali-Forti (1861–1931) ad›nda bir

‹talyan matematikçi Russell paradoksunun bir benzerini

bulmufltu [BF]. Burali-Forti paradoksundan Russell’›n habe-

ri vard›. Hatta 1903’te Russell bu paradoksu ortadan kald›r-

d›¤›n› sanm›flt› yanl›fll›kla [R1, sayfa 43]. Bu yay›n›ndan iki

y›l sonra, Russell, Burali–Forti paradoksunun kolay kolay

giderilmeyecek önemli bir paradoks oldu¤unu kavram›fl ve

[R2]’de paradoksu ortadan kald›rman›n yollar›n› aram›flt›r.

Russell çözüme tipler kuram›n› bularak ulaflm›flt›r [R3]. 

Neden bugün Burali–Forti paradoksunun Russell paradok-

su kadar tan›nm›fl olmad›¤›n› bilmiyorum. Belki de Russell

paradoksunun daha kolay anlafl›l›r oldu¤undand›r.

- Son defa soruyorum: Bunun arkasındaki beyin
kim? (Eylül 1961’de Russell’ın bir haftalık hapis ce-
zası üzerine Evening Standard gazetesinde çıkan
karikatür.)

Gödel ve Einstein



m›flt›r. Bu yap›t›nda Frege aritmeti¤i sa¤lam te-

mellere dayanan bir kümeler kuram›na indirge-

mek istemifltir. ‹kinci cildin [Fre2] yaz›lmas› ol-

dukça zaman al›r. Belki de bu gecikmenin nedeni,

matematikçilerin al›fl›k olmad›klar› bir dilde yaz›-

lan birinci cildin Frege’nin umdu¤u ve görmesi ge-

reken ilgiyi görmemesidir. 1902’de yap›t›n ikinci

cildinin yaz›lmas› tamamlanm›fl ve bask›ya veril-

me aflamas›na geçilmifltir, hatta belki bask›ya da

verilmifltir. ‹flte tam bu s›rada, 54 yafl›ndaki Frege,

30 yafl›ndaki Russell’dan “Sevgili Meslektafl” diye

bafllayan 16 Haziran 1902 tarihli bir mektup al›r

[H, sayfa 124–5]. Bu mektupta Russell, Aritmeti-

¤in Temelleri’nin birinci cildini okudu¤unu, çok

yararland›¤›n›, çok sevdi¤ini belirtir, Frege’yi gök-

lere ç›kar›r, ikinci cildi dört gözle bekledi¤ini söy-

ler. Mektubun ortalar›nda da buldu¤u paradoksu

aç›klar. Frege mektubu okudu¤unda u¤rad›¤› düfl-

k›r›kl›¤›n›n boyutunu tahmin etmek zor olmasa

gerek. Çok emek verdi¤i yap›t› ve yaflam›n› adad›-

¤›, temelini kurdu¤unu sand›¤› bilim birden yoko-

lup gitmifltir. Kitapta temel de¤ifliklikler yapmas›

için çok geçtir. Bir sonsöz yazmakla yetinmek zo-

runda kal›r. Frege, Russell’›n mektubunu 22 Hazi-

ran 1902 günü yan›tlar, yani Russell’›n mektubu-

nu yazd›¤› günden tam alt› gün sonra [H, sayfa

127–8]. Bu çok ilginç mektuptan al›nt›lar sunmak

istiyorum:

Sevgili Meslektafl,

16 Haziran tarihli ilginç

mektubunuz için çok teflek-

kür ederim. Benimle ço¤u

konuda ayn› düflüncede ol-

man›za ve çal›flmam› ayr›nt›-

lar›yla tart›flmak istemenize

sevindim. ‹ste¤iniz üzerine

afla¤›da adlar›n› bulaca¤›n›z

yay›nlar›m› yolluyorum.

[...]

Sizin elinizle yaz›ld›¤›n› sand›¤›m bofl bir zarf

geldi postadan. Galiba bana bir fley göndermek is-

temifltiniz ve o fley yanl›fll›kla kayboldu. E¤er kufl-

kum do¤ruysa inceli¤iniz için teflekkür ederim.

Zarf›n ön yüzünü mektubuma

ilifltiriyorum.

[...]

Buldu¤unuz çeliflki beni çok

büyük flaflk›nl›¤a − belki büyük

üzüntüye demek daha do¤ru olur

− u¤ratt›, çünkü, aritmetik kura-

m›n› dayand›rd›¤›m temeli sarst›.

Bana öyle geliyor ki [...] beflinci

kural›m yanl›fl (20. bölüm, sayfa

36), 31. bölümde sundu¤um

aç›klamalar [yeterli de¤il]. Du-

rum öylesine ciddi ki, 5. kural›n

yanl›fll›¤›, salt öne sürdü¤üm te-

meli sarsmakla kalm›yor, galiba

ayn› zamanda aritmeti¤in sa¤lam

bir temele dayand›r›lamayaca¤›n› da gösteriyor.

[...]

Her durumda buluflunuz çok önemli ve – flim-

dilik bir müjde niteli¤ini tafl›masa da – ilerde man-

t›kta büyük ilerlemelere neden olabilir.

[...]

Grundgesetze’nin7 ikinci cildi yak›nda ç›ka-

cak. Kitab›n sonuna buldu¤unuz çeliflkiden söze-

den bir ek yazaca¤›m elbet. Keflke do¤ru bak›fl aç›-

s›na sahip olsayd›m8.

Sayg›lar›mla,

G. Frege

Frege kitab›n›n sonsözünün bafl›nda flöyle ya-

zar:

Bir biliminsan› için, yap›t› biter bitmez temel-

lerinin y›k›lmas›ndan daha korkunç bifley düflünü-

lemez. Yap›t tam bask›ya haz›rlan›rken Bay Bert-

rand Russell’dan ald›¤›m bir mektup beni iflte bu

duruma soktu.

VII. Russell Paradoksu: Yaz›n›n bundan sonra-

s›nda Russell’›n bu paradoksunu aç›klamaya çal›-

flaca¤›z9.

Küme kavram›, Yunanl›lardan beri afla¤›

yukar› biliniyordu. Daha sonra Alman Matematik-

çi Georg Cantor (1845–1918) küme kuram›n› ma-

tematiksel olarak ortaya att›. O zamanlar bir nes-
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7 [Fre1, Fre2]. 

8 Mektubun asl› Almanca. Yukardaki çevirim [H]’deki ‹ngi-

lizce çeviriden. Son tümce ‹ngilizce’ye flöyle çevrilmifl: “If

only I had the right point of view for that!” Tam ne anlama

geldi¤inden emin de¤ilim bu tümcenin. ‹ki anlama gelebilir:

Ya Frege kitab›n› yazarken Russell paradoksunu düflüneme-

di¤ine hay›flan›yor ya da ek olarak ne yazaca¤›n› bilmiyor. 

9 Russell paradoksu, Russell’dan ba¤›ms›z olarak Zermelo 

(1871–1953) taraf›ndan da afla¤› yukar› ayn› tarihlerde bulun-

mufltur. 1908’de yay›mlanan bir yaz›s›na [Z1] Zermelo flöyle

bir dipnot düflmüfltür: “Bu paradoksu ben de Russell’den ba-

¤›ms›z olarak bulmufl ve 1903’te aralar›nda Profesör Hil-

bert’in de bulundu¤u birkaç matematikçiye bildirmifltim.” 

Gottob Frege



nenin küme olabilmesi için

birtak›m koflullar›n gerekti¤i

daha bilinmiyordu. Akla ge-

lebilecek tüm nesnelerin bir

küme oluflturabilece¤i san›l›-

yordu. Hele küme gibi çok

“do¤al” bir kavram›n günün

birinde matemati¤i çeliflkiye

düflürece¤i ak›llara hiç gelmi-

yordu. 19. yüzy›l›n sonuna

dek, matematikçiler gördükleri, düflünebildikleri

her matematiksel nesne toplulu¤una küme ad›n›

vermekten çekinmediler. Tam say›lar kümesi, çift

say›lar kümesi, bir düzlemin noktalar› kümesi, bir

düzlemin e¤rileri kümesi, bir düzlemin dikdörtgen-

ler kümesi, bu kümelerin bileflimi, bir kümenin alt-

kümeleri kümesi… Her topluluk bir küme olufltu-

rabilirdi. Hatta tüm kümeler toplulu¤u bile... Kü-

me kavram› o zamanlar›n matematikçileri için sez-

gisel bir kavramd›. Y›llar boyunca matematikçiler

bir kümenin oluflmas› için k›s›tlay›c› koflullara ge-

rek görmediler. Biz de, flimdilik, kümeyi bu anlam-

da alal›m: Herhangi bir ö¤eler toplulu¤una küme

ad› verilir. Bakal›m bafl›m›za neler gelecek.

E¤er x bir kümeyse, x kümesinin belli bir özel-

li¤e sahip ö¤eleri bir baflka küme olufltururlar. x

kümesinin bir altkümesidir bu yeni küme. Örne-

¤in, do¤al say›lar kümesi N’nin “çift olma” özelli-

¤ini tafl›yan ö¤eleri, 2N olarak simgelenen çift do-

¤al say›lar kümesini olufltururlar.

Tüm kümelerin bir küme oluflturdu¤unu var-

sayal›m. Bu kümeye x ad›n› verelim10. x kümesi

“evrendeki” tüm kümeleri içeriyor. Yukardaki N

kümesini de, 2N kümesini de... Yani N ∈ x ve 2N

∈ x matematiksel tümceleri do¤ru tümcelerdir. Da-

ha genel olarak, e¤er t herhangi bir kümeyse, “t ∈
x” matematiksel tümcesi do¤rudur. x de bir küme

oldu¤undan, “x ∈ x” matematiksel tümcesi de

do¤rudur. Demek, x kendi kendisinin bir ö¤esi.

Öte yandan, N kümesi kendi kendisinin bir ö¤esi

de¤il, çünkü N kümesinin ö¤eleri do¤al say›lar ve

N bir do¤al say› de¤il. Demek ki “N ∈ N” mate-

matiksel tümcesi yanl›fl ve “N ∉ N” matematiksel

tümcesi do¤ru.

fiimdi x kümesinin “kendini içermez” özelli¤i-

ni tafl›yan ö¤elerinden oluflan altkümeyi ele alal›m.

Bu kümeye y ad›n› verirsek, y, kendini içermeyen

kümeler kümesidir11. Yani y’nin ö¤eleri kendini

ö¤e olarak içermeyen kümeler. Örne¤in, yukarda-

ki paragrafa göre, x ∉ y, ama N ∈ y.

Matematiksel olarak y’nin tan›m› flöyle verilir: 

y = {z ∈ x : z ∉ z}.

Yani her z için,

z ∈ y ⇔ z ∈ x ve z ∉ z

önermesi do¤rudur. E¤er z’nin bir küme oldu¤u bi-

liniyorsa, sa¤daki z ∈ x koflulu kald›rabiliriz. De-

mek ki her z kümesi için,

z ∈ y ⇔ z ∉ z

önermesi do¤rudur. Burada z yerine y alal›m, y bir

küme oldu¤undan buna hakk›m›z var: 

y ∈ y ⇔ y ∉ y

önermesini elde ederiz. Bu, bariz bir çeliflkidir.

Matematik yerine edebiyat› tercih edenler için:

Sorumuz flu: y kümesi, y’nin bir ö¤esi midir? Yani

y kümesi kendisinin bir ö¤esi midir? Önce y’nin

kendi kendisinin bir ö¤esi oldu¤unu, yani “y ∈ y”

matematiksel tümcesinin do¤ru oldu¤unu varsaya-

l›m. E¤er y, y’nin bir ö¤esiyse, o zaman y, y’nin bir

ö¤esi olmamal›, çünkü y, bu tür kümeleri, yani

kendisinin ö¤esi olan kümeleri içermiyor. fiimdi de

y’nin kendi kendisinin ö¤esi olmad›¤›n›, yani “y ∉
y” matematiksel tümcesinin do¤ru oldu¤unu var-

sayal›m. O zaman (y kümesinin tan›m›na göre) y,

y’nin bir ö¤esi olmal›. Her iki durumda da bir çe-

liflki elde ettik.

‹flte Bertrand Russell’›n paradoksu.

VIII. Çeliflki Nas›l Giderildi? Bu paradoks, kü-

meler kuram›n›n öbür paradokslar› gibi, bugün or-

tadan kalkm›flt›r. Kümeler kuram›n› de¤ifltirmek,

daha sa¤lam temellere oturtmak gerekmifltir bunun

için. Bertrand Russell, paradoksunu ortadan kald›r-

mak amac›yla, 1908’de tipler kuram› ad› verilen bir

kuram ortaya atm›flt›12. Tipler kuram› kümeleri de-

recelendirir. Örne¤in, dördüncü dereceden bir kü-

meyi tan›mlamak için ancak birinci, ikinci ve üçün-

cü dereceden kümeler kullan›labilir. Böylece yukar-

da x ad›n› verdi¤imiz, “tüm kümeler kümesi” diye

bir küme matematikte yasaklanm›fl olur ve Rus-

sell’›n paradoksu paradoks olmaktan ç›kar. Yani

Russell akla gelen her nesnenin küme olmas›n› ya-
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10 Kataloglar katalogu gibi, x de kümeler kümesi.

11 y kümesi, kendi ad›n› içermeyen kataloglar katalogu gibi, ken-

di kendini ö¤e olarak içermeyen kümeler kümesi.

12 [R3]. Tipler kuram›na benzer bir kuram [R1]’de de vard›r. An-

cak Russell bu konuda düflüncelerini bir süre terkedip, [R2]’de

paradoksu çözmenin (ya da yok etmenin) baflka yollar›n› ara-

m›flt›r.

Georg Cantor



saklayarak, ma-

temati¤i de¤ifltir-

mifl, (flimdilik)

çeliflkisiz bir ma-

tematik yarat-

m›flt›r. Ünlü

Frans›z matema-

tikçisi Poinca-

ré’nin de dedi¤i

gibi, kurtlardan

korumak için sü-

rünün çevresine

bir çit çekilmifltir,

ancak, birazdan

da görece¤imiz gi-

bi, çitin içinde kurt olup olmad›¤›n› bilmiyoruz.

Russell’›n tipler kuram›nda çal›flmak matema-

tikçilere zor gelmifltir. Örne¤in bu kuramda iki kü-

menin eflit oldu¤unu kan›tlamak için bin dereden su

getirmek gerekir. Matematikçiler zor olan hiçbir fle-

yi sevmediklerinden, tipler kuram›n› daha basit bir

kuramla de¤ifltirmifllerdir13.

IX. Matematikte Çeliflki Var m›d›r? Daha önce

de belirtti¤imiz gibi bugünkü matematik sisteminde

çeliflki olmad›¤›n› kan›tlayamay›z14.  Gödel kan›t-

lad› bu olanaks›zl›¤›. Peki, matematikte bir gün çe-

liflki bulunursa ne olur? Çeliflkisine ba¤l› elbet...

Ama matematikçilerin genel kan›s› flu: Gelecekte

bir gün matematikte bir çeliflki bulunursa, bu çelifl-

ki belitlerde ufak tefek bir iki de¤ifliklikle giderilebi-

lir; olas› bir çeliflki Matematik’i y›kamayaca¤› gibi,

sarsamaz bile, olsa olsa flöyle biraz titretir. ♣
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13 Kümeler kuram›n›n belitlerine kapsama düzenlemesi (compre-

hension scheme) ad› verilen bir belit eklenerek yap›lm›flt›r bu de-

¤ifliklik. Bu belite göre, e¤er C bir kümeyse ve ϕ(x) bir formül-

se, C’nin ϕ özelli¤ini tafl›yan ö¤eleri de bir küme olufltururlar.

Burada önemli olan ϕ özelli¤ini tafl›yan “evrendeki” tüm ö¤e-

lerin de¤il, yaln›z C’dekilerin bir küme oluflturmas›d›r. Yukar-

daki x nesnesi bu belite göre oluflturulmad›¤›ndan, x’in küme

olup olmad›¤›ndan hemen emin olamay›z ve bugünün matema-

ti¤i e¤er çeliflkisizse x bir küme olamaz elbet, yoksa Russell pa-

radoksuyla bir çeliflki elde ederdik.

14 “Bugünkü matematik sistemi” demekle günümüz matema-

tikçilerinin büyük ço¤unlu¤unun kabul etti¤i kümeler kura-

m› demek istiyorum. ZFC ad› verilen bu kuram›n ilk belitle-

ri 1908’de Zermelo (ZFC’nin Z’si) taraf›ndan bulunmufltur

[Z2]. 1920’lerde Fraenkel [Fra] (ZFC’nin F’si), Skolem [S]

ve Mirimanov [M] birbirinden ba¤›ms›z, yerlefltirme beliti

(axiom of replacement) ad› verilen bir belitin eklenmesini

önermifllerdir. ZFC’nin C’siyse seçim beliti (axiom of cho-

ice) ad› verilen ve yüzy›l›m›z›n bafl›nda büyük kavgalara ne-

den olan çok özel bir beliti simgeler. MD-I, sayfa 29-31.

�(x) ∉ x
x herhangi bir küme olsun.

�(x) = {y ∈ x : y ∉ y}

olsun. Russell paradoksundan esinlenerek, �(x)’in

x’in bir ö¤esi olamayaca¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Tan›mdan dolay› her y için flu önerme do¤rudur:

y ∈ �(x) ⇔ y ∈ x ve y ∉ y.

Her y için do¤ru olan bu önerme, y = �(x) için de

do¤rudur elbet, yani

�(x) ∈ �(x) ⇔ �(x) ∈ x ve �(x) ∉ �(x).

Dolay›s›yla e¤er belli bir x kümesi için �(x) ∈ x do¤-

ru olsayd›, o zaman,

�(x) ∈ �(x) ⇔ �(x) ∉ �(x)

önermesi de do¤ru olurdu, ki bu besbelli bir çeliflki-

dir. Demek ki her x için �(x) ∉ x.


