
Geçen yaz›da her toplulu¤u küme

sanman›n ne kadar kötü sonuçlar do¤urdu¤u-

nu gördük. Demek ki daha dikkatli olmal›y›z, önü-

müze ç›kan her toplulu¤a küme dememeliyiz. Ne-

yin küme oldu¤una belitlerle (aksiyomlarla) karar

verece¤iz. Bu yaz›da kümeler kuram›n›n kolay bir-

kaç belitini (aksiyomunu) sunaca¤›z. 

As›l amac›m›z kümeler kuram› de¤il. As›l ama-

c›m›z do¤al say›lar. Do¤al say›lar› matematiksel

olarak tan›mlamak istiyoruz. Bu ve sonraki yaz›-

larda, do¤al say›lar› tan›mlamak için ne kadar kü-

meler kuram› gerekiyorsa o kadar kümeler kuram›

sunaca¤›z. Ama gene de oldukça derin kümeler ku-

ram› yapaca¤›z. 

Do¤al say›lar d›fl›nda ayr›ca toplamay› ve çarp-

may› tan›mlay›p 2 + 2 = 4 ve 2 × 2 = 4 eflitliklerini

kan›tlayaca¤›z. 

Bafll›yoruz... Matemati¤in daha en bafl›nda-

y›z... Elimizde hiç küme yok... Kümeleri yavafl ya-

vafl var edece¤iz.

Kümeler nas›l var olacaklar? Kümelere “var

olun!” diyece¤iz ve kümeler var olacaklar. Küme-

lere “var olun!” emrini belitlerle (aksiyomlarla) ve-

rece¤iz. Ama bunu yaparken bütün kümeleri içeren

bir kümenin de var olmamas›na dikkat edece¤iz,

çünkü böyle bir kümenin bizi çeliflkiye (paradoksa)

götürdü¤ünü geçen yaz›da gördük.

‹flte ilk emir:

1. Boflküme Beliti. Hiç ö¤esi olmayan bir kü-

me vard›r.

Yukardaki beliti okuyan okur, “ö¤e” ne de-

mektir, “ö¤esi var ya da yok” ne demektir, “kü-

me” ne demektir diye sorabilir... Herkes istedi¤i

soruyu sormakta özgürdür. Demokrasi var ülkede!

Ama bu sorular sorulabilecek sorular olsa da ya-

n›tlanamayacak sorulard›r. “Küme” ve “ö¤esi ol-

mak” kavramlar›n› tan›mlamayaca¤›z. Bu kavram-

lar› tan›mlamadan kabul edece¤iz. Matematikte

mutlaka tan›mlanmam›fl kavramlar olmal›d›r. ‹flte

“küme” ve “ö¤esi olmak” kavramlar› matemati¤in

tan›mlanmayan iki kavram›d›r. Di¤er tüm kavram-

lar› tan›mlayaca¤›z.

“Küme” ad›n› verece¤imiz baz› soyut, anlam-

s›z ve tan›mlanmam›fl nesnelerin “ö¤eleri” olacak. 

Okurun flafl›raca¤›n› sand›¤›m›z bir fley söyleye-

lim flimdi: Ö¤eler de bir küme olacaklar1. Her fley

küme olacak... Ö¤eler de, 0, 1, 2, √2, π gibi say›lar

da, fonksiyonlar da, toplama ve çarpma da, ≤ iliflki-

si de... Kümeler kuram›n›n tüm nesneleri kümedir.

Baz› kümeler baz› kümelerin ö¤eleri olacaklar,

“ö¤esi olmak” ne demekse... 

E¤er x ve y kümeyseler ve y kümesi x kümesi-

nin bir ö¤esiyse, o zaman bunu 

y ∈ x

yaz›l›m›yla gösteririz. E¤er, tam tersine, y kümesi x

kümesinin bir ö¤esi de¤ilse bunu,

y ∉ x

olarak gösteririz.

“Küme” ve “ö¤esi olmak” kavramlar›n›n hiç-

bir anlam› olmayacak ama

bu kavramlar› siz gene de

sezgisel olarak istedi-

¤iniz gibi yorumla-

yabilirsiniz. Yorum

serbest... ‹sterseniz

“ö¤esi olmak”› “ço-

cu¤u olmak” olarak yorumla-

y›n, yani “y ∈ x” tümcesini “y,

x’in çocu¤u” olarak yorumlay›n,

bu size kalm›fl bir fley... Biz yorum

yapm›yoruz.

Bütün bunlar› yaz›yoruz ama,

daha elimizde bir tek küme var, o

kümenin de hiç ö¤esi yok… fiimdilik

baflka küme var m› yok mu bilmiyo-

ruz. Bir tek küme üzerine, üstelik

hiç ö¤esi olmayan bir küme üzerine

koca bir sayfa yazd›k...
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Kapak Konusu: 2 × 2 = 4

Biraz Kümeler Kuram› ve

Birkaç Do¤al Say›

1 ‹lk ve orta ö¤retimde ö¤elerin de küme olduklar› ö¤retilmez. 

Ama öyledir. Kümeler kuram›n›n tüm nesneleri kümedir. 



Yukardaki belit, hiç ö¤esi olmayan bir küme-

nin varl›¤›n› söylüyor. Yani öyle bir x kümesi var-

d›r ki, y hangi küme olursa olsun, y ∉ x diyor...

fiimdi soru flu: Hiç ö¤esi olmayan kaç küme

vard›r? Bir? ‹ki? Üç? Sonsuz tane? Ya da böyle bir

soru sormaya hakk›m›z var m›? Hiç ö¤esi olmayan

kümelerden bir ya da birkaç tane olmas› bizim eli-

mizde mi? Yoksa bu do¤an›n bir gere¤i mi?

Hiç ö¤esi olmayan tek bir küme oldu¤unu ka-

n›tlamaya çal›flal›m, bakal›m baflaracak m›y›z?

Bence baflaramayaca¤›z2... Deneyelim ama:

2. Teorem. Hiç ö¤esi olmayan tek bir küme

vard›r.

Kan›t: x ve x1 hiç ö¤esi olmayan iki küme ol-

sun. x’in x1’e eflit oldu¤unu göstermek istiyoruz... 

Ama flimdiye kadar iki kümenin ne zaman bir-

birine eflit olduklar›na dair herhangi bir fley söyle-

medik... Kümenin ne demek oldu¤unu bilmiyoruz

ki iki kümenin eflitli¤i hakk›nda bir fley bilebilelim... 

E¤er iki küme birbirine eflitse o iki kümenin

ayn› ö¤eleri vard›r, yani birinde olan bir ö¤e di¤e-

rinindedir de; yani, her x, x1 ve y kümesi için,

x = x1 ⇒ (y ∈ x ⇔ y ∈ x1)

önermesi do¤rudur. Bu, matemati¤in dayana¤› ve

temeli olan matematiksel mant›¤›n kolay bir sonu-

cudur: x = x1 ise, x’le ilgili her do¤ru önerme (ör-

ne¤imizde y ∈ x önermesi) x yerine x1 al›rsak da

do¤rudur (örne¤imizde y ∈ x1 önermesi). 

Bir sonraki belit eflitlik için gerekli olan bu ko-

flulun ayn› zamanda yeterli oldu¤unu söylüyor:

3. Eflitlik Beliti. Ayn› ö¤eleri olan iki küme bir-

birine eflittir.

Bu, her x, x1 ve y kümesi için,

(y ∈ x ⇔ y ∈ x1) ⇒ x = x1

demektedir.

fiimdi Teorem 2’nin kan›t›na devam edebiliriz:

Teorem 2’nin kan›t›n›n devam›: Hiç ö¤esi ol-

mayan iki küme ald›k, x ve x1. Bu iki kümenin bir-

birine eflit olduklar›n› kan›tlamak istiyoruz. Belit

2’ye göre her ikisinin de ayn› ö¤elere sahip olduk-

lar›n› göstermek gerekiyor, yani birinin ö¤esinin

di¤erinde de oldu¤unu göstermeliyiz. Bu do¤ru ol-

masayd›, yani iki kümeden birinde di¤erinde olma-

yan bir ö¤e olsayd›, o zaman iki kümeden birinde

bir ö¤e olacakt›. Oysa kümelerde ö¤e yok… Bir çe-

liflki elde ettik. Demek ki hiç ö¤esi olmayan tek bir

küme var. ■■

Madem ki hiç ö¤esi olmayan tek bir küme var,

o zaman bu kümeye bir ad verebiliriz. Hiç ö¤esi ol-

mayan kümeye boflküme ad›n› verelim. Boflküme

∅ simgesiyle gösterilir.

Buraya kadar sadece bir tek kümenin varl›¤›n›

gösterebildik, ∅, onu da bir belitin yard›m›yla yap-

t›k. Baflka kümeler de vard›r belki evrende, ama

bundan flimdilik hiçbir biçimde emin olamay›z. 

fiimdi 0’› tan›mlayal›m:

4. Tan›m. 0 = ∅.

Bu tan›mlad›¤›m›z 0 matematiksel 0’d›r, gün-

lük yaflamda kulland›¤›m›z 0 de¤il. Örne¤in, “0’›n

s›f›r ö¤esi vard›r” tümcesindeki birinci 0 matema-

tiksel 0’d›r, ikincisiyse Türkçe s›f›r’d›r.

1’i {0} olarak tan›mlamak istiyoruz ama böyle

bir kümenin varl›¤›ndan emin de¤iliz. Hemen bu

sorunumuzu halledelim:

5. ‹ki Ö¤eli Küme Beliti. E¤er x ve y birer kü-

meyse, ö¤e olarak sadece x ve y’yi içeren bir küme

vard›r.

Ö¤e olarak sadece x ve y’yi içeren kümeyi

{x, y}

olarak yazar›z. E¤er x = y ise, {x, y} yerine {x} yaza-

r›z, iki defa x yazman›n ne anlam› olabilir ki?

Yukar›daki belitte x

= y = 0 al›rsak, {0} küme-

sinin varl›¤›n› göstermifl

oluruz ve böylece 1’i de

{0} kümesi olarak tan›m-

lama hakk›n› elde ederiz.

6. Tan›m. 1 = {0}.

E¤er x = 0, y = 1 al›rsak, o zaman Belit 5’ten {0,

1} kümesinin varl›¤› anlafl›l›r ve 2’yi de bu küme

olarak tan›mlayabiliriz.

7. Tan›m. 2 = {0, 1}.
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2 Boflküme ve Altküme yaz›s›nda sayfa 19’da bunu kan›tlama-

y› baflarm›flt›k, ama tabii o yaz›da konuyu sezgisel olarak ele al-

m›flt›k. Burada, ayn› kan›t› daha biçimsel olarak, daha dikkat-

lice sunaca¤›z.

x
y



Ayn› belitten {0, 2} ve {1, 2} kümelerinin de

varl›¤› anlafl›l›r. Bundan da {{0, 2}, {1, 2}} kümesi-

nin varl›¤› ç›kar. Bu belit sayesinde 1 ve 2 ö¤eli

sonsuz say›da küme yaratabiliriz.

Daha önce {{0, 2}, {1, 2}} diye bir fley vard›,

yok de¤ildi, ama ad›na küme denmeye hak kazan-

mam›flt›. Belit 3 bu fleye küme payesini veriyor.

Kolay de¤ildir küme olmak.

0’›n s›f›r, 1’in de bir ö¤esi oldu¤undan, 0 ≠ 1.

Ne mutlu bize! Dolay›s›yla 2’nin iki ö¤esi var ve 

0 ≠ 2, 1 ≠ 2.

Belit 5 yoluyla elde edilecek tüm kümelerin en

fazla iki ö¤esi oldu¤undan, yukarda verdi¤imiz üç

belit {0, 1, 2} kümesinin varl›¤›n› kan›tlamaya ye-

terli de¤ildir. Böyle bir kümenin varl›¤›n› kan›tla-

mak için yeni bir belite ihtiyac›m›z var. Ama önce

biraz edebiyat yapal›m.

“Bileflim, Kesiflim, Fark” adl› yaz›da iki ya da

daha çok kümenin bileflimini almay› ö¤rendik. Yal-

n›z kümelerinin bileflimini al›rken dikkatli olmak ge-

rekir, yanl›fl bir bileflim bizi çeliflkiye götürebilir.

Genellikle, bileflim al›rken s›n›ftaki ö¤retmenin

ve sokaktaki adam›n gözden kaç›rd›¤› ince bir

nokta vard›r: Kümelerin bilefliminin bir küme ol-

mas› için bileflimi al›nacak kümelerin bir küme

oluflturmas› gerekmektedir, yoksa bileflim küme ol-

mayabilir. Örne¤in x, y, z kümelerinin bileflimin-

den bir küme olarak söz edebilmek için {x, y, z} di-

ye bir küme olmal›d›r. E¤er {x, y, z} diye bir küme

yoksa, x ∪ y ∪ z bir küme olmayabilir, bir fley olur

ama bu fley baflka bir fley olabilir, küme ad›n› al-

maya daha hak kazanmam›fl bir fley olur. E¤er bi-

leflimi dikkatsizce al›rsak bir çeliflki elde ederiz ve

matematikte çeliflki hiç arzulanmayan bir fleydir.

Bir sonraki belitle, bir kümenin ö¤elerinin bile-

flimini al›p yeni bir küme elde etmemize olanak

sa¤layaca¤›z. Beliti yazmadan önce tam ne istedi¤i-

mizi biraz daha aç›k bir biçimde aç›klayal›m.

x, afla¤›daki flekildeki gibi bir küme olsun. x’in

birtak›m ö¤eleri var, diyelim x’in üç ö¤esi var: a, b

ve c. Ö¤e say›s› sonsuz da olabilir, biz sadece üç

ö¤eli bir küme ald›k. Her ö¤e gibi bu a, b, c ö¤ele-

ri de birer küme. Afla¤›daki resimde a, b ve c hem

bir ö¤e olarak (bir nokta), hem de bir küme olarak

resmedilmifl (gri yumurtalar). ‹flte bir sonraki belit-

le, x kümesini oluflturan bu a, b, c ö¤elerinin bile-

flimini alarak yeni bir küme elde etmenin yolunu

açaca¤›z. Bu bileflim, x’in ö¤elerinin (a, b ve c’nin)

ö¤elerinden oluflacak.

Yani belit

flunu diyecek: x

hangi küme olur-

sa olsun, öyle bir

y kümesi vard›r

ki, her z kümesi

için, z ∈ y ancak

ve ancak z ∈ t ∈
x koflullar›n› sa¤-

layan bir t varsa.

E¤er bir kü-

menin ö¤elerini

o kümenin çocuklar› olarak yorumlarsak, bir kü-

menin ö¤elerinin bilefliminin ö¤eleri, bileflimi al›-

nan kümenin torunlar› olur. Resimde, a, x’in bir

çocu¤u; z de a’n›n bir çocu¤u. Yani z, x’in bir to-

runu. Bu metaforla, x’in ö¤elerinin bileflimi x’in to-

runlar›ndan oluflan küme demektir.

8. Bileflim Beliti. E¤er x bir kümeyse, sadece ve

sadece x’in ö¤elerinin ö¤elerinden oluflan bir küme

vard›r. 

Bu kümeye x’in bileflimi ad› verilir. x’in bilefli-

mi ∪x ya da

olarak yaz›l›r. Örne¤in,

∪{a, b, c} = a ∪ b ∪ c

∪{{0, 1} {0, 2}, {1, 2}} =

{0, 1} ∪ {0, 2} ∪ {1, 2} = {0, 1, 2}

∪{a} = a

fiimdi, yukardaki belitleri kullanarak {0, 1, 2}

diye bir kümenin varl›¤›n› kan›tlayabiliriz:

i. 0 = ∅ oldu¤undan, 0 bir kümedir.

ii. 1 = {0} oldu¤undan, Belit 5’e ve i’e göre 1 bir

kümedir.

iii. 2 = {0, 1} oldu¤undan, Belit 5’e, i ve ii’ye

göre 2 bir kümedir.

iv. Belit 5’e ve iii’e göre {2} bir kümedir.

v. Belit 5’e ve iii ve iv’e göre {2, {2}} bir kümedir.

vi. Belit 8’e göre, ∪{2, {2}}, yani

2 ∪ {2} = {0, 1} ∪ {2} = {0, 1, 2}

bir kümedir.

Bundan böyle 3’ü {0, 1, 2} kümesi olarak ta-

n›ml›yoruz.

Okur al›flt›rma olarak {0, 1, 2, 3}’ün de bir kü-

me oldu¤unu kan›tlayabilir.
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a

b

c

b
a

z



9. Tan›m. 3 = {0, 1, 2}

10. Tan›m. 4 = {0, 1, 2, 3}

11. Tan›m. 5 = {0, 1, 2, 3, 4}.

Bu tan›mlar› sürdürüp 6’y›, 7’yi, 8’i tan›mlaya-

biliriz. Ama say›lar› tek tek sonsuza dek tan›mlama-

ya zaman›m›z olmad›¤›na göre, bir yerde durup, ge-

nel bir tan›m vermenin yollar›n› aramal›y›z.

Bu tan›mlara bir kez daha dikkatlice bakal›m:

5 (11)= {0, 1, 2, 3, 4} = {0, 1, 2, 3} ∪ {4} (10)= 4 ∪ {4},

4 (10)= {0, 1, 2, 3} = {0, 1, 2} ∪ {3} (9)= 3 ∪ {3},

3 (9)= {0, 1, 2} = {0, 1} ∪ {2} (7)= 2 ∪ {2},

2 (7)= {0, 1} = {0} ∪ {1} (6)= 1 ∪ {1},

1 (6)= {0} = ∅ ∪ {0} (4)= 0 ∪ {0}.

Özetle:

5 = 4 ∪ {4},

4 = 3 ∪ {3},

3 = 2 ∪ {2},

2 = 1 ∪ {1},

1 = 0 ∪ {0}.

Görüldü¤ü gibi “bir say›n›n ard›l›” (her ne de-

mekse!), o say›yla sadece o say›dan oluflan küme-

nin bileflimi. Örne¤in, 5, 4 kümesiyle 4’ten oluflan

{4} kümesinin bileflimi.

Yukardaki yöntemi 5’e uygulay›p 6’y› tan›mla-

yal›m:

12. Tan›m. 6 = 5 ∪ {5}.

Bakal›m, ö¤eleriyle yaz›nca 6 ne oluyor?

6 (12)= 5 ∪ {5} (11) = {0, 1, 2, 3, 4} ∪ {5}

= {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

yani

6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. (12.1).

6 da kendisinden önce gelen say›lar kümesi oldu.

E¤er x bir kümeyse, S(x)’i flöyle tan›mlayal›m:

13. Tan›m. S(x) = x ∪ {x}.

Her fley küme olmak zorunda oldu¤undan, x

bir kümeyse, S(x) de bir küme olmal›. Hemen ka-

n›tlayal›m bunu:

Teorem. x bir kümeyse S(x) de bir kümedir.

Kan›t: Üç ad›mda kan›tlayaca¤›z:

a. x bir küme oldu¤undan Belit 5’e göre {x} bir

kümedir.

b. x ve {x} birer küme oldu¤undan, gene Belit

5’e göre {x, {x}} bir kümedir.

c. Belit 8’e ve (b)’ye göre ∪{x, {x}}, yani x ∪
{x}, yani S(x) bir kümedir. ■■

E¤er n bir “do¤al say›ysa”, S(n)’ye n’nin ard›l›

ad›n› verelim3. Yukarda da görüldü¤ü üzere, 6,

5’in ard›l›.

6’n›n ard›l›, tan›m› gere¤i S(6)’d›r:

S(6) (13)= 6 ∪ {6} (12.1)= {0, 1, 2, 3, 4, 5} ∪ {6} 

= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Bundan böyle S(6)’ya 7 ad›n› verelim.

Görüldü¤ü gibi,

13.1. S(0) = 1,

13.2. S(1) = 2,

13.3. S(2) = 3,

13.4. S(3) = 4,

13.5. S(4) = 5,

13.6. S(5) = 6,

13.7. S(6) = 7.

Dikkat edilirse henüz genel bir do¤al say› kavra-

m› tan›mlamad›k. Bunu daha sonraki yaz›larda ya-

paca¤›z. fiimdilik flu kavramlar› tan›mlad›k: 0, 1, 2,

3, 4, 5, 6, 7, S(x) ve “tan›mlanmam›fl bir do¤al say›-

n›n ard›l›”, do¤al say› kavram›n› tan›mlamadan...

S(n) = n + 1 eflitli¤ini flu anda kan›tlayamay›z.

Çünkü + diye bir ifllem daha tan›mlamad›k. Bu ifl-

lemi hemen tan›mlayal›m. Önce n + 0 ifllemini ta-

n›mlayal›m:

14. Tan›m. n + 0 = n.

Dikkat: Bu tan›mdan 0 + n = n eflitli¤i ç›kmaz.

fiimdilik kan›tlayamay›z bu eflitli¤i. Ama daha son-

ra baflka yaz›larda kan›tlayaca¤›z. Zamanla...

0’la toplamas›n› yukardaki tan›mda ö¤rendik.

Toplamay› tan›mlamaya devam edelim. Bir sonra-

ki tan›mda, n + m iflleminin sonucunu biliyorsak, n

+ S(m) iflleminin sonucunu da bildi¤imizi görece-

¤iz, yani m do¤al say›s›yla toplamas›n› biliyorsak,

m’nin ard›l› olan S(m) ile de toplamas›n› bildi¤imi-

zi görece¤iz:

15. Tan›m. E¤er n + m tan›mlanm›flsa, n +

S(m) = S(n + m).

S(n) = n + 1 eflitli¤ini kan›tlad›¤›m›zda (bir son-

raki teorem), yukardaki tan›m
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3 Do¤al say› kavram›n› daha tan›mlamad›¤›m›za dikkatinizi -

çekerim. Sadece birkaç do¤al say› tan›mlad›k. Do¤al say› kav-

ram›n› ve do¤al say›lar kümesini daha sonra tan›mlayaca¤›z.



n + (m + 1) = (n + m) + 1

anlam›na gelecek.

Yukardaki tan›m› kullanarak art›k birsürü te-

orem kan›tlayabiliriz4:

16. Teorem. S(n) = n + 1.

Kan›t: n + 1 (13.1)= n + S(0)  (15)= S(n + 0) (14)=

S(n). ■■

Yukardaki teoremi 0’a, 1’e, 2’ye ve tan›mlad›-

¤›m›z di¤er say›lara uygularsak (13) eflitliklerinden

flu sonuçlar ç›kar:

16.1. 0 + 1 (16)= S(0) (13.1)= 1

16.2. 1 + 1 (16)= S(1) (13.2)= 2

16.3. 2 + 1 (16)= S(2) (13.3)= 3

16.4. 3 + 1 (16)= S(3) (13.4)= 4

16.5. 4 + 1 (16)= S(4) (13.5)= 5

16.6. 5 + 1 (16)= S(5) (13.6)= 6

16.7. 6 + 1 (16)= S(6) (13.7)= 7

Art›k 2 + 2 = 4 eflitli¤ini kan›tlama zaman› gel-

di:

17. Teorem. 2 + 2 = 4.

Kan›t: 2 + 2 (13.2)= 2 + S(1) (15)= S(2 + 1) (16.3)=

S(3) (13.4)= 4. ■■

fiimdi çarpmaya geçelim. Önce 0’la çarpmay›

ö¤renece¤iz, ard›ndan, m’yle çarpmas›n› ve topla-

may› bildi¤imizi varsayarak, S(m) ile çarpmas›n›

ö¤renece¤iz.

18. Tan›m. n × 0 = 0.

19. Tan›m. E¤er n × m ve n × m + n tan›mlan-

m›flsa, n × S(m) = n × m + n.

Teorem 16 ve yukardaki tan›mdan n × (m + 1)

= n × m + n ç›kar5.

fiimdi n × 1 = n eflitli¤ini kan›tlamaya çal›flal›m:

n × 1 (13.1)= n × S(0) (19)= n × 0 + n (18)= 0 + n = …

Tak›ld›k. Çünkü 0 + n = n eflitli¤ini bilmiyo-

ruz. Bizim bildi¤imiz sadece n + 0 = n eflitli¤i, 0 +

n = n eflitli¤i de¤il. 0 + n = n eflitli¤ini daha sonra

kan›tlayaca¤›z, flimdi kan›tlayamay›z. Bu eflitli¤i

flimdilik kan›tlayamay›z ama, 16.1’den 0 + 1 = 1

eflitli¤ini bildi¤imizden, 1 × 1 = 1 eflitli¤ini kan›tla-

yabiliriz:

20. Teorem. 1 × 1 = 1.

Kan›t: 1 × 1 (13.1)= 1 × S(0) (19)= 1 × 0 + 1 (18)=

0 + 1 (16.1)= 1.

fiimdi 2 × 2 = 4 eflitli¤ini kan›tlamaya çal›flal›m:

2 × 2 (13.2)= 2 × S(1) (19)= 2 × 1 + 2.

Demek ki sonuca ulaflmak için önce 2 × 1 = 2

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Kan›tlayal›m:

2 × 1 (13.1)= 2 × S(0) (19)= 2 × 0 + 2 (18)= 0 + 2.

Demek ki daha önce 0 + 2 = 2 eflitli¤ini kan›t-

lamam›z gerekiyormufl:

0 + 2 (13.2)= 0 + S(1) (15)= S(0 + 1) (16.1)= S(1)
(13.2)= 2.

fiimdi art›k 2 × 2 = 4 eflitli¤i kan›tlanm›flt›r. Te-

oremi ve kan›t›n› (bir defa daha) yazal›m.

21. Teorem. 2 × 2 = 4.

Kan›t: 2 × 2 (13.2)= 2 × S(1) (19)= 2 × 1 + 2
(13.1)= 2 × S(0) + 2 (19)= (2 × 0 + 2) + 2 (18)=

(0 + 2) + 2 (13.2)= (0 + S(1)) + 2 (15)= S(0 + 1) + 2
(16.1)= S(1) + 2 (13.2)= 2 + 2 (17)= 4. ■■

22. Sonuç. Bu yaz›da 0, 1, 2, 3, 4 say›lar›n› ve

+ ve × ifllemlerini tan›mlay›p 2 + 2 = 4 ve 2 × 2 = 4

eflitliklerini kan›tlad›k. Görüldü¤ü gibi tan›mlar›-

m›z›n elmalarla armutlarla, deneyle, d›fl dünyayla

hiçbir ilgisi yok. Her fley zihinsel ve en soyut dü-

zeyde.

Al›flt›rmalar.

1. a1, a2, a3 küme olsunlar. {a1, a2, a3} toplu-

lu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tlay›n. Genel

olarak a1, ..., an kümeyse {a1, ..., an} toplulu¤unun

küme oldu¤unu kan›tlay›n.

2. ∪∅ = ∅ eflitli¤ini kan›tlay›n.

3. 4 + 3 = 7 ve 3 + 4 = 7 eflitliklerini kan›tlay›n.

4. 3 × 2 = 6 ve 2 × 3 = 6 eflitliklerini kan›tlay›n.

5. nm ifllemini ve 8 say›s›n› tan›mlay›p 23 = 8

eflitli¤ini kan›tlay›n.

6*. Buraya kadar verilen belitlerle sonsuz say›-

da ö¤esi olan bir kümenin varl›¤›n›n kan›tlanama-

yaca¤›n› kan›tlay›n. ♣
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4 Yukardaki tan›mda (Tan›m 15’te) bir fley eksiktir. Eksikli¤i bir 

sonraki yaz›da iffla (!) edece¤iz. Tan›m do¤rudur, ancak tan›-

m›n kabul edilebilir bir tan›m olmas› için özellikle gözden

uzak tutmaya çal›flt›¤›m›z bir olgu vard›r ve bu olgu tan›m›n

geçerli oldu¤unun gösterilmesi için kan›tlanmal›d›r. Okur, da-

ha fazla düflünmeden tan›m› kabul etsin ve bir sonraki yaz›ya

kadar sabretsin.

5 Toplama için ç›tlatt›¤›m›z sorun çarpman›n tan›m›nda da var. 

Bu sorunlar› bir sonraki yaz›da ortaya koyup çözece¤iz.


