
Bir önceki yaz›da toplama-

y› flöyle tan›mlam›flt›k:

Tan›m. x + 0 = x.

Tan›m. E¤er x + y biliniyorsa, x + S(y) = S(x + y).

An›msat›r›z: S(x) de x∪ {x} anlam›na geliyordu.

Yukardaki ikinci tan›mda ilk anda dikkat çek-

meyebilecek çok önemli bir sorun var. O da flu: x

ile S(y)’nin toplam›n›n sonucunun S(x + y) olaca¤›-

n› söylüyoruz. Buna hakk›m›z var m›? Olmayabi-

lir... fiöyle bir durum ortaya ç›kabilir:

S(y) = S(z) eflitli¤i geçerli olabilir ve x + y ve x

+ z de biliniyordur, ama 

S(x + y) ≠ S(x + z)

dir. O zaman,

S(x + y) = x + S(y) = x + S(z) = S(x + z)

eflitliklerinden bir çeliflki elde ederiz.

Bir baflka deyiflle, S(y) ile ilgili

x + S(y) = S(x + y)

eflitli¤inin sadece S(y)’ye göre de¤iflmesi gerekir, y

de¤iflti¤inde S(y) de¤iflmiyorsa, x + S(y)’nin öneri-

len tan›m›n›n da, yani S(x+y)’nin de de¤iflmemesi

gerekir. 

Sorun tam anlafl›lamayabilir, çünkü kolay ko-

lay anlafl›lacak bir sorun de¤il parmak bast›¤›m›z

sorun, ama anlafl›ld›¤›nda da boy uzat›r. Bir baflka

yolla anlatmaya çal›flal›m:

Diyelim ki x + β toplam›n› yapmak istiyorsu-

nuz... Düflünüyorsunuz... K›sa bir zaman içinde

β’n›n S(y)’ye eflit oldu¤unu anl›yorsunuz. Hemen

ard›ndan da, tan›mdan, 

x + β = x + S(y) = S(x + y)

eflitliklerini ç›kar›yorsunuz. fiimdi x + y say›s›n› he-

saplaman›z gerekiyor. Diyelim hesaplad›n›z...

Sonra S’nin tan›m›ndan hareketle S(x + y)’yi kolay-

ca (x + y) ∪ {x + y} olarak buluyorsunuz. Her fley

yolunda. fiimdilik...

Ertesi gün bu buluflunuzu bir arkadafl›n›za

göstermek istiyorsunuz. Ne var ki kan›t›n›z›

unutmuflsunuz. Kan›t›n›z› unutmuflsunuz ama

kafan›z yerinde. Gene düflünüyorsunuz. K›sa bir

zaman içinde β’n›n S(z) oldu¤unu anl›yorsunuz.

Bir önceki gün β’n›n S(y) oldu¤unu bulmufltu-

nuz ama bunu unutmuflsunuz, bugün β’y› S(z)

olarak buldunuz... Tabii bunun böyle olmas›

için S(y) = S(z) olmal›. Demek öyle, neden olma-

s›n!.. Aynen bir önceki gün oldu¤u gibi hesapl›-

yorsunuz:

x + β = x + S(z) = S(x + z).

fiimdi x + z say›s›n› hesaplaman›z gerekiyor. Diye-

lim hesaplad›n›z... Ve iflte buldu¤unuz sonuç:

x + β = S(x + z).

Bir önceki gün x + β say›s›n› S(x + y) olarak he-

saplam›flt›n›z, bugünse S(x + z) olarak... Toplam›n

zamanla de¤iflmemesi gerekir elbet, yani S(x + y) =

S(x + z) olmal›. E¤er bu eflitlik do¤ru de¤ilse, top-

laman›n tan›m› yanl›flt›r, böyle bir tan›m olamaz.

‹flte bu yüzden toplaman›n tan›m›n›n geçerli ve

kabul edilebilir bir tan›m olmas› için afla¤›daki te-

oremin kan›tlanmas› gerekmektedir.

Teorem 1. S(y) = S(z) ise S(x + y) = S(x + z).

E¤er y bir do¤al say›ysa1, S(y), y + 1 anlam›na

gelece¤inden, asl›nda S(y) = S(z) eflitli¤inden y = z

eflitli¤inin ç›kmas›n› istiyoruz. Yani asl›nda afla¤›-

daki teoremi kan›tlamak istiyoruz:

Teorem 2. S(y) = S(z) ise y = z.

Teorem 1 elbette Teorem 2’nin bir sonucudur.

Bundan böyle amac›m›z Teorem 2’yi kan›tlamak

olacak.

Teorem 2’yi kan›tlayabilir miyiz? Bunu kan›t-

layamasak da, bu eflitli¤e ne derece yaklaflabiliriz?

Yani S(y) = S(z) ise, y ile z aras›nda nas›l bir iliflki

vard›r? Önce bu soruyu yan›tlayal›m:

Teorem 3. E¤er S(y) = S(z) ise ya y = z dir ya

da y ∈ z ∈ y dir.
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Kapak Konusu: 2 × 2 = 4

Temellendirme Beliti

1 Ki daha do¤al say› kavram›n› tan›mlamad›k. Sadece geçen

say›da 0, 1, 2 gibi birkaç do¤al say›y› tan›mlad›k.



Kan›t: S(y) = S(z) olsun. Demek ki

y ∪ {y} = z ∪ {z}.

fiimdi, y ∈ {y} oldu¤undan, y, bu eflitli¤in so-

lundaki y ∪ {y} kümesinin bir ö¤esi. Demek ki y

sa¤daki z ∪ {z} kümesinin de bir ö¤esi. Dolay›s›yla

ya y ∈ z ya da y ∈ {z}. ‹kinci fl›kta y = z olmak zo-

runda. Sonuç olarak ya y ∈ z ya da y = z. 

Ayn› nedenden2 ya z ∈ y ya da z = y.

Teorem kan›tlanm›flt›r. ■■

fiimdi y ∈ z ∈ y olas›l›¤›n› (bir kümenin kendi-

sinin bir ö¤esinin ö¤esi olma olas›l›¤›n›) ortadan

kald›r›rsak Teorem 3’ten Teorem 2 ç›kar, dolay›-

s›yla Teorem 1 de kan›tlanm›fl olur. Ne yaz›k ki bu

olas›l›¤› ortadan kald›rmak kolay de¤ildir. Çok bi-

linen yöntemlerle y ∈ z ∈ y fl›kk›n›n varolmas›n›

yasaklayamay›z.

Bir küme, bir ö¤esinin ö¤esi olabilir mi? Daha

do¤rusu olmal› m›?

Hatta bir küme kendi kendisinin ö¤esi olabilir

mi?

Bir baflka soru: x ∈ y ∈ z ∈ x iliflkilerini sa¤la-

yan x, y, z kümeleri var m›d›r? Daha do¤rusu bu

tür kümelerin var olmas› do¤ru mudur? Böyle bir

durumun olamayaca¤›n› gösteremiyorsak, böyle

bir durumun olmamas› için bir belit kabul etmeli

miyiz?

Felsefi bir sorudur bu, ya da inanca iliflkindir.

Do¤an›n yasalar›n›n ne oldu¤unu, do¤an›n hangi

kurallarla yönetildi¤ini düflündü¤ümüzle ilgili bir

soru.

Matematikçilerin birço¤u,

x ∈ x

x ∈ y ∈ x

x ∈ y ∈ z ∈ x

x ∈ y ∈ z ∈ t ∈ x

gibi iliflkileri sa¤layan kümelerin olmamas› gerekti-

¤ini düflünür, çünkü bir kümenin tan›mlanmas›

için kümenin ö¤elerinin bilinmesi gerekti¤ini düflü-

nürler. Yukardaki örneklerin herbirinde x’in ö¤ele-

rinin bilinmesi için x kümesinin kendisine ihtiyaç

oluyor. Genelde böyle “saçma” bir durumun ol-

mamas› gerekti¤i düflünülür.

Matemati¤in çok bilinen belitleriyle yukardaki

durumlar›n olamayaca¤› gösterilemez. Bunun için

flu belite ihtiyaç vard›r:
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2 Yukardaki kan›tta y ile z’nin yerlerini de¤ifltirin.

t

xz
y

t

y
z

Yukar›daki x kümesinde üç ö¤e var: y, z ve

t.  Bu üç ö¤enin herbiri birer küme. Yukardaki

flekilde bu üç ö¤e hem bir ö¤e olarak  (nok-

tayla), hem de bir küme olarak gösterilmifl.

x’in bu üç ö¤esiyle x’i teker teker kesifltirelim: 

t ∈ x ∩ z ≠ ∅
y ∈ x ∩ t ≠ ∅

x ∩ y = ∅.

x’in üç ö¤esinden sadece y’nin x’le kesiflimi

boflküme. Temellendirme Beliti, bofl olmayan

her x kümesinde böyle bir y ö¤esinin mutlaka

olmas› gerekti¤ini söylüyor. 

Bir baflka deyiflle yukardaki ikinci flekilde-

ki gibi bir durum Temellendirme Beliti’ne göre

olmamal›. Burada da x kümesinin üç ö¤esi var:

y, z ve t. Ancak,

t ∈ x ∩ z ≠ ∅
y ∈ x ∩ t ≠ ∅
z ∈ x ∩ y ≠ ∅.

Bu durum Temellendirme Beliti’yle çeliflir.

Temellendirme Beliti’nin kabul edildi¤i bir sis-

temde böyle bir x kümesi olamaz.

t

y

xz

t

z

y



Temellendirme Beliti3. E¤er x bofl olmayan bir

kümeyse, o zaman x’in x ∩ y = ∅ eflitli¤ini sa¤la-

yan bir y ö¤esi vard›r.

Temellendirme Beliti’nden sözünü etti¤imiz so-

nuçlar› ç›karabiliriz.

Sonuç 1. E¤er a bir kümeyse, a ∉ a.

Kan›t: a bir küme olsun. Diyelim ki a kendi

kendisinin bir ö¤esi, yani a ∈ a. fiimdi x kümesini

sadece a’dan oluflan küme olarak tan›mlayal›m,

yani x = {a} olsun. Temellendirme Beliti’ne göre x

kümesinde öyle bir y ö¤esi vard›r ki, x ∩ y = ∅ eflit-

li¤i sa¤lanmal›d›r. Ama x kümesinin tek bir ö¤esi

var, o da a. Demek ki y = a olmal›. Dolay›s›yla x ∩
a = ∅ olmal›. Ama a hem x’in hem de a’n›n bir

ö¤esi, yani a ∈ x ∩ a. Bu bir çeliflkidir. Demek ki

“a ∈ a” önermesi yanl›fl, yani a ∉ a. ■■

Sonuç 2. E¤er a ve b birer kümeyse, ya a ∉ b

ya da b ∉ a.

Kan›t: Bir çeliflki elde etmek amac›yla, yan›tla-

mak istedi¤imiz sonucun yanl›fl oldu¤unu varsaya-

l›m. Demek ki a ∈ b ∈ a iliflkilerini sa¤layan a ve b

kümeleri vard›r. x = {a, b} olsun. Temellendirme

Beliti’ne göre x’te x ∩ y = ∅ eflitli¤ini sa¤layan bir

y ö¤esi olmal›. Ama x’in sadece iki ö¤esi var: a ve

b. Demek ki y, ya a ya da b olmak zorunda. 

Diyelim y = a. O zaman b ∈ c ∩ a = c ∩ y = ∅,

çeliflki.

E¤er y = b ise, o zaman, a ∈ c ∩ b = c ∩ y = ∅,

gene çeliflki. ■■

Sonuç 3. E¤er a, b ve c birer kümeyse, ya a ∉
b ya b ∉ c ya da c ∉ a.

Kan›t: Okura al›flt›rma olarak b›rak›lm›flt›r. ■■

fiimdi Sonuç 2’den Teorem 3, Teorem 3’ten

Teorem 2, Teorem 2’den Teorem 1 ç›kar. Madem

ki Teorem 1 do¤ru, flimdi art›k hiç çekinmeden,

e¤er x + y tan›mlanm›flsa, x + S(y) = S(x + y) eflitli-

¤ini x + S(y)’nin tan›m› olarak verebiliriz.

Bir tan›m için bunca pat›rt› kopard›ktan sonra,

okuru k›zd›rmak pahas›na da olsa, asl›nda Temellen-

dirme Beliti’ne gereksinim olmad›¤›n› söyleyece¤im…

Temellendirme Beliti (ya da benzeri bir belit)

olmadan Teorem 3’ün kan›tlanamayaca¤› do¤ru.

Öte yandan biz Teorem 3’ü tüm kümeler için de-

¤il, do¤al say›lar için kan›tlamak istiyoruz. Teorem

3 do¤al say›lar için Temellendirme Beliti’ne gerek

kalmadan kan›tlanabilir. Ama böyle bir teorem ka-

n›tlamak için önce do¤al say›n›n ne demek oldu¤u-

nu bilmemiz laz›m. Oysa biz daha böyle bir tan›m

yapmad›k. Bir sonraki yaz›da do¤al say›lar› tan›m-

layaca¤›z. Do¤al say›lar› tan›mlamak içinse küme-

ler kuram›n› biraz daha gelifltirmemiz gerekecek.

Bunu da bir sonraki yaz›da yapaca¤›z. ♣
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3 ‹ngilizcesi “Axiom of Regularity” ya da “Axiom of Founda-

tion”.


