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Kapak Konusu: 2 x 2 = 4

Temellendirme Beliti

y1 soyle tanimlamigtik:

Tanim. x + 0 = x.
Tanim. Eger x + vy biliniyorsa, x + S(y) = S(x + y).

Animsatiriz: S(x) de x U {x} anlamina geliyordu.
Yukardaki ikinci tanimda ilk anda dikkat cek-
meyebilecek ¢ok 6nemli bir sorun var. O da su: x
ile S(y)’nin toplaminin sonucunun S(x + y) olacagi-
n1 soylityoruz. Buna hakkimiz var mi? Olmayabi-
lir... Soyle bir durum ortaya ¢ikabilir:
S(y)
+ z de biliniyordur, ama
S(x +vy) = S(x +2)

S(z) esitligi gegerli olabilir ve x + y ve x

dir. O zaman,
Sx+y)=x+S(y) =x+S(z) = S(x + 2)
esitliklerinden bir ¢eligki elde ederiz.

Bir bagka deyisle, S(y) ile ilgili

x +8(y) = S(x +y)
esitliginin sadece S(y)’ye gore degismesi gerekir, y
degistiginde S(y) degismiyorsa, x + S(y)’nin Oneri-
len taniminin da, yani S(x+y)’nin de degismemesi
gerekir.

Sorun tam anlagilamayabilir, ¢iinki kolay ko-
lay anlagilacak bir sorun degil parmak bastigimiz
sorun, ama anlasildiginda da boy uzatir. Bir bagka
yolla anlatmaya ¢aligalim:

Diyelim ki x + B toplamini yapmak istiyorsu-
nuz... Disiiniiyorsunuz... Kisa bir zaman icinde
B’nin S(y)’ye esit oldugunu anliyorsunuz. Hemen
ardindan da, tanimdan,

x+B=x+Sy) =Sx+y)
esitliklerini ¢ikariyorsunuz. Simdi x + y sayisini he-
saplamaniz gerekiyor. Diyelim hesapladiniz...
Sonra $’nin tanimindan hareketle S(x + y)’yi kolay-
ca (x +y) U {x + y} olarak buluyorsunuz. Her sey
yolunda. Simdilik...

Ertesi giin bu bulusunuzu bir arkadasiniza
gostermek istiyorsunuz. Ne var ki kamitinizi
unutmugsunuz. Kanitinizi unutmugsunuz ama
kafaniz yerinde. Gene diisiiniiyorsunuz. Kisa bir
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zaman i¢inde B’nin $(z) oldugunu anliyorsunuz.
Bir onceki gin B’nin S(y) oldugunu bulmustu-
nuz ama bunu unutmussunuz, bugiin B’y1 S(z)
olarak buldunuz... Tabii bunun boyle olmasi
icin S(y) = S(z) olmali. Demek oyle, neden olma-
sin!.. Aynen bir 6nceki giin oldugu gibi hesapli-
yorsunuz:
x+PB=x+5z) =S(x + 2).
Simdi x + z sayisin1 hesaplamaniz gerekiyor. Diye-
lim hesapladiniz... Ve iste buldugunuz sonug:
x + B =S(x +z2).

Bir 6nceki giin x + B sayisini S(x + y) olarak he-
saplamigtiniz, bugiinse S(x + z) olarak... Toplamin
zamanla degigmemesi gerekir elbet, yani S(x + y) =
S(x + z) olmali. Eger bu esitlik dogru degilse, top-
lamanin tanimi yanhgtir, boyle bir tanim olamaz.

Iste bu yiizden toplamanin taniminin gecerli ve
kabul edilebilir bir tanim olmasi i¢in asagidaki te-
oremin kanitlanmasi gerekmektedir.

Teorem 1. S(y) = S(z) ise S(x +y) = S(x + 2).

Eger y bir dogal sayiysal, S(y), y + 1 anlamina
geleceginden, aslinda S(y) = S(z) esitliginden y = z
esitliginin ¢ikmasini istiyoruz. Yani aslinda asagi-
daki teoremi kanitlamak istiyoruz:

Teorem 2. S(y) = S(z) ise y = 2.

Teorem 1 elbette Teorem 2’nin bir sonucudur.
Bundan boyle amacimiz Teorem 2’yi kanitlamak
olacak.

Teorem 2’yi kanitlayabilir miyiz? Bunu kanit-
layamasak da, bu esitlige ne derece yaklasabiliriz?
Yani S(y) = S(z) ise, y ile z arasinda nasil bir iligki
vardir? Once bu soruyu yanitlayalim:

Teorem 3. Eger S(y) = S(z) ise ya y = z dir ya
day e zeydir.

1 Ki daha dogal say1 kavramini tanimlamadik. Sadece gegen
sayida 0, 1, 2 gibi birkag dogal sayiy1 tanimladik.
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Kanit: S(y) = S(z) olsun. Demek ki
yuUfyb=zu{zh

Simdi, y € {y} oldugundan, y, bu esitligin so-
lundaki y U {y} kiimesinin bir 6gesi. Demek ki y
sagdaki ¢ U {z} kiimesinin de bir 6gesi. Dolayisiyla
yay € zyaday e {g]. Ikinci sikta y = z olmak zo-
runda. Sonug olarak yay e zyaday=z.

Ayni nedenden? ya z € yyada z =y.

Teorem kanitlanmugtir. O

Simdi y € z € y olasihigini (bir kiimenin kendi-
sinin bir 6gesinin 0gesi olma olasiligini) ortadan
kaldirirsak Teorem 3’ten Teorem 2 ¢ikar, dolayi-
styla Teorem 1 de kanitlanmig olur. Ne yazik ki bu
olasiligi ortadan kaldirmak kolay degildir. Cok bi-
linen yontemlerle y € z € y sikkinin varolmasini
yasaklayamayiz.

Bir kiime, bir 6gesinin 6gesi olabilir mi? Daha
dogrusu olmali mi?

Hatta bir kiime kendi kendisinin 6gesi olabilir
mi?

Bir bagka soru: x € y € z € x iligkilerini sagla-
yan x, y, ¢ kiimeleri var midir? Daha dogrusu bu
tur kiimelerin var olmasi dogru mudur? Boyle bir
durumun olamayacagini gosteremiyorsak, boyle
bir durumun olmamasi i¢in bir belit kabul etmeli
miyiz?

Felsefi bir sorudur bu, ya da inanca iligkindir.
Doganin yasalarinin ne oldugunu, doganin hangi
kurallarla yonetildigini distindtgimiizle ilgili bir
soru.

Matematikgilerin bir¢ogu,

xex

Xeyex

xXeyezex

XeEyezgetex
gibi iligkileri saglayan kiimelerin olmamas: gerekti-
gini disiuniir, ¢unkii bir kiimenin tanimlanmasi
i¢in kiimenin 6gelerinin bilinmesi gerektigini diisii-
niirler. Yukardaki 6rneklerin herbirinde x’in 6gele-
rinin bilinmesi igin x kiimesinin kendisine ihtiyag
oluyor. Genelde boyle “sagma” bir durumun ol-
mamasi gerektigi dugunulir.

Matematigin ¢ok bilinen belitleriyle yukardaki
durumlarin olamayacag: gosterilemez. Bunun igin
su belite ihtiya¢ vardir:

2 Yukardaki kanitta y ile z’nin yerlerini degistirin.
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Yukaridaki x kiimesinde ti¢ 6ge var: y, z ve
¢. Bu li¢ 68enin herbiri birer kiime. Yukardaki
sekilde bu ti¢ 6ge hem bir 6ge olarak (nok-
tayla), hem de bir kiime olarak gosterilmis.
x’in bu ti¢ 6gesiyle x’i teker teker kesistirelim:

texnNzzd
yexnt#d
xNy=4d.

x’in ti¢ 6gesinden sadece y’nin x’le kesigimi
bogkiime. Temellendirme Beliti, bos olmayan
her x kiimesinde boyle bir y 6gesinin mutlaka
olmasi gerektigini soyliyor.

Bir bagka deyisle yukardaki ikinci sekilde-
ki gibi bir durum Temellendirme Beliti’ne gore
olmamali. Burada da x kiimesinin ti¢ 6gesi var:
y, z ve t. Ancak,

texnNz#@
yexnNnt+d
zexnNy#d.

Bu durum Temellendirme Beliti’yle ¢eligir.
Temellendirme Beliti’nin kabul edildigi bir sis-
temde boyle bir x kiimesi olamaz.
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Temellendirme Beliti3. Eger x bos olmayan bir
kiimeyse, o zaman x’in x Ny = & esitligini sagla-
yan bir y d6gesi vardir.

Temellendirme Beliti’'nden séztnt ettigimiz so-
nuglar ¢ikarabiliriz.

Sonug 1. Eger a bir kiimeyse, a ¢ a.

Kanit: ¢ bir kiime olsun. Diyelim ki a kendi
kendisinin bir 6gesi, yani a € a. Simdi x kiimesini
sadece @’dan olusan kiime olarak tanimlayalim,
yani x = {a} olsun. Temellendirme Beliti’ne gore x
kiimesinde Oyle bir y 6gesi vardir ki, x Ny = & esit-
ligi saglanmalidir. Ama x kimesinin tek bir 6gesi
var, o da a. Demek ki y = a olmali. Dolayisiyla x N
a = & olmali. Ama g hem x’in hem de a’nin bir
Ogesi, yani a € x N a. Bu bir celigskidir. Demek ki
“a € a” onermesi yanlig, yani a ¢ a. O

Sonug 2. Eger a ve b birer kiimeyse, ya a ¢ b
yadab ¢ a.

Kanit: Bir celigki elde etmek amaciyla, yanitla-
mak istedigimiz sonucun yanlig oldugunu varsaya-
lim. Demek ki a € b e a iligkilerini saglayan a ve b
kumeleri vardir. x = {a, b} olsun. Temellendirme
Beliti’ne gore x’te x N y = O esitligini saglayan bir
y ogesi olmali. Ama x’in sadece iki 6gesi var: a ve
b. Demek ki y, ya a ya da b olmak zorunda.

3 Ingilizcesi “Axiom of Regularity” ya da “Axiom of Founda-
tion”.

Bagibof

Diyelimy=a. O zamanb e cna=cny=,
celigki.

Egery="bise,0zaman,aecnb=cny=0,
gene celigki. O

Sonug 3. Eger a, b ve c birer kiimeyse, ya a ¢
byab ¢ cyadac ¢ a.

Kanit: Okura alistirma olarak birakilmigtir. O

Simdi Sonug 2’den Teorem 3, Teorem 3’ten
Teorem 2, Teorem 2’den Teorem 1 c¢ikar. Madem
ki Teorem 1 dogru, simdi artik hi¢ ¢cekinmeden,
eger x + y tammlanmigsa, x + S(y) = S(x + y) esitli-
gini x + S(y)’nin tanimu olarak verebiliriz.

Bir tamim icin bunca patirti kopardiktan sonra,
okuru kizdirmak pahasina da olsa, aslinda Temellen-
dirme Beliti’ne gereksinim olmadigini séyleyecegim...

Temellendirme Beliti (ya da benzeri bir belit)
olmadan Teorem 3’iin kanitlanamayacagi dogru.
Ote yandan biz Teorem 3’ii tiim kiimeler igin de-
gil, dogal sayilar i¢in kanitlamak istiyoruz. Teorem
3 dogal sayilar icin Temellendirme Beliti’ne gerek
kalmadan kanitlanabilir. Ama boyle bir teorem ka-
nitlamak i¢in 6nce dogal sayinin ne demek oldugu-
nu bilmemiz lazim. Oysa biz daha boyle bir tanim
yapmadik. Bir sonraki yazida dogal sayilari tanim-
layacagiz. Dogal sayilari tanimlamak icinse kiime-
ler kuramini biraz daha gelistirmemiz gerekecek.
Bunu da bir sonraki yazida yapacagiz. &

komel.
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