
“Biraz Kümeler Kuram›

ve Birkaç Do¤al Say›” yaz›s›n-

da (sayfa 33-37), 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ve 7 sa-

y›lar›n› tan›mlad›k. Ama, her say›y› teker teker ta-

n›mlamaya zaman›m›z olmad›¤›ndan bu tan›mlar›n

bir sonu olmal›... Oysa bu yaklafl›mla tan›mlar›n so-

nu yok... Demek ki baflka bir yaklafl›m gerekiyor... 

Bütün say›lar› bir kalemde tan›mlayabiliriz mi-

yiz? Evet. Bu yaz›da do¤al say›lar› teker teker de-

¤il, bir bütün olarak tan›mlayaca¤›z, yani do¤al sa-

y›lar kümesini tan›mlayaca¤›z.

Bunun için biraz daha kümeler kuram› yapma-

m›z gerekecek.

Önce kümelerin kesiflimini alabilmek istiyoruz,

s›k s›k gerekecek ilerde. fiimdiye kadar verdi¤imiz

belitler bize kümelerin kesiflimini alma olana¤›n›

vermiyor. Yeni bir belite daha ihtiyac›m›z var.

Önce kesiflimden ne anlad›¤›m›z› belirtelim.

“Bileflim, Kesiflim, Fark” bafll›kl› yaz›m›zda (sayfa

25-26) kümelerin kesiflimini alm›flt›k. Ama o za-

manlar sezgisel davran›yorduk. Art›k daha dikkat-

liyiz. Kesiflimi al›nacak kümeler toplulu¤u her fley-

den önce bir küme olmal›d›r, yoksa o kümelerin

kesiflimini alamay›z. Örne¤in, a ve b kümelerinin

kesiflimini almam›z için her fleyden önce {a, b} diye

bir küme olmal›d›r. “Biraz Kümeler Kuram› ve Bir-

kaç Do¤al Say›” yaz›s›nda böyle bir kümenin oldu-

¤unu görmüfltük (bknz. ‹ki Ö¤eli Küme Beliti, say-

fa 34). ‹ki küme için buraya kadar bir sorun yok.

Sonlu say›da küme için de buraya kadar bir sorun

yok: Sonlu say›da kümeden oluflan bir toplulu¤un

küme oldu¤u daha önce verilen belitlerle kan›tla-

nabilir (bknz. “Biraz Kümeler Kuram› ve Birkaç

Do¤al Say›” yaz›s›n›n sonundaki al›flt›rmalar, say-

fa 39.) Ancak sonsuz say›da küme toplulu¤unun

küme oldu¤unu buraya kadar verdi¤imiz belitlerle

kan›tlayamay›z. Hatta, her sonsuz say›da küme

toplulu¤unun küme oldu¤u do¤ru bile de¤ildir. 

Kesiflimi al›nacak kümeler toplulu¤u bir küme

oldu¤unda dahi, o kümelerin kesiflimini almak için

baz› numaralar yapaca¤›z.

Yapmak istedi¤imiz flu: Bir x kümesi verilmifl

olsun. x’in ö¤eleri de birer küme, bunu biliyoruz.

‹flte, x’in ö¤eleri olan kümelerin kesiflimini almak

istiyoruz. Örne¤in, x = {a, b, c} ise, x’in ö¤elerinin

ortak ö¤elerinden oluflan a ∩ b ∩ c toplulu¤unun

bir küme olmas›n› istiyoruz.

Madem o kadar çok istiyoruz, bunun için özel

bir belit yazabiliriz, aynen bileflim için yapt›¤›m›z

gibi. Ama çok yararl› ve çok daha genel bir belit

sunaca¤›z ve kümelerin kesiflimi bu çok daha genel

belitin bir sonucu olarak ç›kacak.

Bu çok yararl› ve çok daha genel beliti verme-

den önce de biraz haz›rl›k yapmam›z gerekiyor.

ϕ(z) kümelerin bir özelli¤i olsun. “Özellik”ten

ne kastetti¤imizi özellikle söylemeyece¤iz burada.

Sayfa 50’de bu konuya özel yer ay›rd›k. Okurun

akl›na gelebilecek hemen hemen her türlü “özel-

lik” geçerli olacakt›r. ϕ(z)’ye birkaç örnek verelim,

ϕ(z) afla¤›dakilerden biri olabilir:

z = ∅ ∨ z = {∅, {∅}}

z ∉ z

z ∈ ∪z

∀x (x ∉ x → x ∈ z)

∃x x ∈ S(z)

0 ∈ z ∧ ∀t (t ∈ z → S(t) ∈ z)

Do¤al say›n›n ve çift olman›n ne demek oldu-

¤unu matematiksel olarak tan›mlam›fl olsayd›k, “z

bir çift do¤al say›d›r” da bir özellik olurdu.

E¤er sonlu kümeleri matematiksel olarak ta-

n›mlam›fl olsayd›k, “z sonlu bir kümedir” bir özel-

lik olurdu.
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Kapak Konusu: 2 × 2 = 4

Do¤al Say›lar Kümesi, Nihayet!

a b c
x

b

c

x = {a, b, c} kümesinin ö¤elerinin

kesiflimi, ∩x ya da a ∩ b ∩ c kümesi

a



Baz› z kümeleri ϕ özelli¤ini sa¤lar, baz›lar› sa¤-

lamaz. Bu bölümde sunaca¤›m›z belit, e¤er x bir

kümeyse, x’in ϕ özelli¤ini sa¤layan z ö¤elerinin (ki

ö¤eler de bir kümedir, bunu biliyoruz) bir küme

oluflturdu¤unu söyleyecek.

Tan›mlanabilir Altküme Beliti. E¤er ϕ bir özel-

likse ve x bir kümeyse, x’in sadece ve sadece ϕ özel-

li¤ini sa¤layan ö¤elerini ö¤e olarak içeren ve bun-

lardan baflka bir ö¤e içermeyen bir küme vard›r.

Yukardaki belitin var oldu¤unu söyledi¤i kü-

me {z ∈ x : ϕ(z)} olarak yaz›l›r1. 

Yukardaki beliti kullanarak bir kümenin ö¤e-

lerinin kesiflimini alabiliriz:

Teorem 1. E¤er u bir kümeyse, u’nun ö¤eleri-

nin hepsinde birden olan ö¤eler, yani u’nin

ö¤elerinin kesiflimi bir küme olufltururlar. 

Kan›t: u bir küme olsun. x = ∪u olsun. Bileflim

Beliti’nden (sayfa 35) x’in bir küme oldu¤unu bili-

yoruz. fiimdi ϕ(z) özelli¤ini

“Her y ∈ u için z ∈ y”

olarak tan›mlayal›m. Daha matematiksel bir deyifl-

le, ϕ(z) özelli¤i,

∀y (y ∈ u → z ∈ y)

desin. Türkçe söylemek gerekirse, ki her zaman ge-

rekir, ϕ(z) özelli¤i, z’nin u’nun her ö¤esinin bir

ö¤esi oldu¤unu söylüyor.

fiimdi x’in ϕ özelli¤ini sa¤layan ö¤elerinden

oluflan toplulu¤a, yani {z ∈ x : ϕ(z)} toplulu¤una

bakal›m. Bu toplulu¤un bir küme oldu¤unu yukar-

daki Tan›mlanabilir Altküme Beliti’nden biliyoruz.

Kesiflim iflte bu kümedir. ■■

Dikkat edilirse flimdilik sonsuz ö¤esi olan bir

kümenin varl›¤›n› bilmiyoruz. Öyle bir küme olabi-

lir de olmayabilir de, ama bu aflamada ne böyle bir

kümenin oldu¤unu ne de olmad›¤›n› kan›tlayabili-

riz2. Sonsuz kümelerin varl›¤›n› kan›tlamak için bir

belite daha ihtiyac›m›z olacak. Ama önce kümeler

kuram›n›n bir baflka önemli belitini aç›klamak ge-

rekiyor. Daha önce de bir tan›m gerekiyor...

Tan›m. E¤er bir z kümesi,

i. 0 ∈ z

ii. y ∈ z → S(y) ∈ z

koflullar›n› sa¤l›yorsa, z kümesine tümevar›msal

küme denir.

Yani bir kümenin tümevar›msal olmas› için 0 o

kümenin bir ö¤esi olmal› ve, kümenin her y ö¤esi

için, S(y) de kümenin bir ö¤esi olmal›.

Demek ki, e¤er z tümevar›msal bir kümeyse, 0,

S(0), S(S(0)), S(S(S(0))), ... kümeleri yani 0, 1, 2, 3, ...

“do¤al say›lar›” da z’nin ö¤eleri olmal›. Tümevar›m-

sal bir kümenin sonsuz olmas› gerekti¤i burdan belli.

Bu aflamaya kadar yazd›¤›m›z belitlerden son-

suz bir kümenin varl›¤› kan›tlanamayaca¤›ndan, tü-

mevar›msal bir kümenin varl›¤› da kan›tlanamaz.

Bunun için yepyeni bir belite ihtiyac›m›z var. 

Tümevar›msal Küme Beliti. Tümevar›msal bir

küme vard›r.

Bu yaz›daki nihai amac›m›z olan do¤al say›lar

kümesi N’nin tan›m›n› vermeden önce bir teoreme ve

bir belite daha gereksiniyoruz. Hayat kolay de¤il...

Teorem 2. x ≠ ∅, ö¤eleri tümevar›msal küme-

ler olan ve bofl olmayan bir küme olsun. O zaman

∩x tümevar›msal bir kümedir. ‹ki tümevar›msal

kümenin kesiflimi de tümevar›msal bir kümedir.
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x

ϕ özelli¤ini
sa¤layan
kümeler

ϕ özelli¤ini
sa¤lamayan
kümeler

1 Burada bir ayraç aç›p geriye, Russell Paradoksu yaz›s›na dö-

nelim. Russell Paradoksu yaz›s›nda y = {z ∈ x: z ∉ z} nesnesi-

ni tan›mlarken iflte bunu yapm›flt›k. An›msarsan›z o yaz›daki

x bütün kümeleri ö¤e olarak bar›nd›ran nesneydi (küme oldu-

¤unu kan›tlamadan bir toplulu¤a küme demeye hakk›m›z yok

art›k, bu yüzden x’e ve y’ye küme demekten al›koyuyoruz

kendimizi.) Yukardaki belit kullan›larak bu nesnenin küme ol-

du¤u gösterilemez çünkü o yaz›daki x nesnesinin küme oldu-

¤unu bilmiyoruz. Asl›nda Russell Paradoksu x’in bir küme ol-

mad›¤›n›n kan›t›d›r: x küme olsayd›, yukardaki beliti

kullanarak y’nin bir küme oldu¤unu anlar ve aynen o yaz›da-

ki gibi bir çeliflki elde ederdik.

2 Öte yandan, bu aflamada, yani yukardaki belitlerle sonsuz

ö¤esi olan bir kümenin varl›¤›n› kan›tlayamayaca¤›m›z› kan›t-

layabiliriz.



Kan›t: ‹kinci önerme birincinin bir sonucu ol-

du¤undan, birinci önermeyi kan›tlamak yeterli.

x’in her ö¤esi tümevar›msal oldu¤undan, 0, x’in

her ö¤esinin bir ö¤esidir. Yani 0 ∈ ∩x. Demek ki

∩x kümesi yukardaki tümevar›msal küme tan›m›-

n›n (i) koflulunu sa¤l›yor.

fiimdi ∩x kümesinin ikinci koflulu sa¤lad›¤›n›

gösterelim. y ∈ ∩x olsun. Demek ki y, x’in her ö¤e-

sinin bir ö¤esi. x’in her ö¤esi tümevar›msal oldu-

¤undan, S(y) de x’in her ö¤esinin bir ö¤esidir, yani

S(y) ∈ ∩x. ■■

Bir sonraki belit, x bir kümeyse, x’in altküme-

lerinden oluflan ℘(x) nesnesinin de bir küme oldu-

¤unu söylüyor. Önce altkümenin tan›m›n›, sonra

belitin kendisini verelim:

Tan›m. x ve y birer küme olsunlar. E¤er y’nin

her ö¤esi x’in de bir ö¤esiyse y’nin x’in bir altkü-

mesi oldu¤u söylenir ve bu durum y ⊆ x yaz›l›m›y-

la gösterilir.

Altkümeler Kümesi Beliti. E¤er x bir kümeyse,

ö¤e olarak sadece ve sadece x’in altkümelerini içe-

ren bir küme vard›r.

Yukardaki belitte varl›¤› emredilen bu küme

℘(x) olarak yaz›l›r. Demek ki,

y ∈ ℘(x) ⇔ y ⊆ x.

fiimdi art›k do¤al say›lar kümesi N’nin tan›m›-

n› verebiliriz. Ama önce... Önce N’nin ne olmas›

gerekti¤i üzerine düflünelim biraz.

Do¤al say›lar kümesi N, her fleyden önce tüme-

var›msal bir küme olmal›. Çünkü 0 bir do¤al say›.

Ayr›ca, e¤er y bir do¤al say›ysa, y + 1 anlam›na ge-

lecek olan S(y) de bir do¤al say› olmal›.

Dahas›, N elbette en küçük tümevar›msal kü-

me olmal›, yani N, tüm tümevar›msal kümelerin

bir altkümesi olmal›, çünkü N, 0’dan ve 0’a S iflle-

mini tekrar tekrar (ama sonlu kez, onlu ne demek-

se!) uygulayarak elde etti¤imiz ö¤elerden oluflmal›.

Yani N = {0, S(0), S(S(0)), S(S(S(0))), ...} olmal›.

Teorem 3. En küçük bir tümevar›msal küme

vard›r, yani tüm tümevar›msal kümelerin altküme-

si olan bir küme vard›r.

Kan›t: Tümevar›msal Küme Beliti’nden dolay›

en az bir tümevar›msal küme oldu¤unu biliyoruz.

Ad›na a diyece¤imiz tümevar›msal bir küme ala-

l›m. a’n›n tümevar›msal tüm altkümelerini kesiflti-

rece¤iz ve elde etti¤imiz nesne bir küme olacak ve

en küçük tümevar›msal küme olacak. 

x = ℘(a) olsun. Altkümeler Kümesi Beliti’nden

x’in bir küme oldu¤unu biliyoruz. ϕ(z) özelli¤i,

0 ∈ z ∧ ∀u (u ∈ z → S(u) ∈ z)

olsun. Belli ki ϕ özelli¤ini sa¤layan her küme tüme-

var›msald›r. fiimdi, Tan›mlanabilir Altküme Beli-

ti’nden,

{z ∈ x : ϕ(z)}

toplulu¤unun bir küme oldu¤unu biliyoruz. Bu kü-

meye y ad›n› verelim. Demek ki,

y = {z ∈ x : ϕ(z)}.

y’nin ö¤elerinin a’n›n tümevar›msal altkümeleri ol-

du¤una dikkatinizi çekeriz. Ayr›ca a ∈ y. Ve flimdi,

N = ∩y

olsun. Teorem 1 sayesinde N bir kümedir. Bu N kü-

mesinden daha önce sözetmifltik, üstelik s›k s›k sö-

zetmifltik, ama bu kümeyi ilk kez tan›ml›yoruz.

Okur, bu kümeyi ilk kez görüyormufl gibi davrans›n.

y’nin ö¤eleri tümevar›msal küme olduklar›n-

dan, Teorem 3’e göre N tümevar›msal bir kümedir.

fiimdi N’nin en küçük tümevar›msal küme oldu-

¤unu yani tüm tümevar›msal kümelerin bir altkü-

mesi oldu¤unu kan›tlayal›m. t, herhangi bir tümeva-

r›msal küme olsun. N’nin t’nin bir altkümesi oldu-

¤unu kan›tlayaca¤›z. Hem t hem de a tümevar›msal

olduklar›ndan, a ∩ t kümesi a’n›n tümevar›msal bir

altkümesidir. Demek ki a ∩ t, y’nin bir eleman›d›r.

Dolay›s›yla N’yi elde etmek için kesiflimini ald›¤›m›z

kümelerden biridir. Bundan da N ⊆ a ∩ t ç›kar. Öte

yandan a ∩ t ⊆ t. Demek ki N ⊆ t. ■■

Yukarda varl›¤› kan›tlanan kümeye do¤al say›-

lar kümesi ad›n› verece¤iz ve bu kümeyi N simge-

siyle göstrece¤iz3. N’nin ö¤elerine do¤al say› denir.

fiimdi art›k “do¤al say›”n›n matematiksel anlam›-

n› biliyorsunuz.

N tümevar›msal bir küme oldu¤undan, 0 ∈ N

ve her n ∈ N için S(n) ∈ N.

(N, 0, S) üçlüsünü tan›mlad›¤›m›za göre flimdi

bu üçlünün Peano Belitleri yaz›s›nda verilen P1 ve

P2 özelliklerini (sayfa 16) kan›tlamam›z gerekiyor.

P2’nin do¤ru oldu¤u çok belli, çünkü N en küçük

tümevar›msal küme. P1’i kan›tlamam›z gerekiyor. 

N tümevar›msal oldu¤una göre, 0 ∈ N ve e¤er
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3 Baz› mant›k kitaplar›nda bu küme ω (Yunan alfabesinin ome-

ga harfi) olarak gösterilir.



y ∈ N ise S(y) ∈ N; demek ki S, N kümesinden ge-

ne N kümesine giden bir fonksiyon4.

fiimdi P1 koflulunu, yani

“P1. S : N → N birebir bir fonksiyondur ve

S(N) = N \ {0} eflitli¤i geçerlidir”

koflulunu kan›tlamadan önce tümevar›mla kan›-

t›n do¤al say›larda neden geçerli oldu¤unu kan›t-

layal›m.

Teorem 4. ϕ(n), n do¤al say›s›yla ilgili bir

önerme olsun. E¤er ϕ(0) do¤ruysa ve her n do¤al

say›s› için, ϕ(n) do¤ru oldu¤unda ϕ(S(n)) de do¤-

ruysa5, o zaman her n do¤al say›s› için ϕ(n) do¤ru-

dur. Bir baflka deyiflle,

(ϕ(0) ∧ ∀n (ϕ(n) → ϕ(S(n)))) → ∀n ϕ(n)

önermesi N’de do¤rudur.

Kan›t: A = {n ∈ N : ϕ(n) do¤ru} olsun, yani A,

ϕ’yi sa¤layan do¤al say›lardan oluflsun. Varsay›ma

göre 0 ∈ A. Gene varsay›ma göre, e¤er n ∈ A ise,

S(n) ∈ A. Demek ki A tümevar›msal bir küme.

Ama N tümevar›msal her kümenin bir altkümesi-

dir, dolay›s›yla A’n›n da bir altkümesidir, yani N ⊆
A. Demek ki her do¤al say› A’da, yani ϕ önermesi

her do¤al say› için do¤ru. ■■

fiimdi P1 özelli¤ini kan›tlayabiliriz:

Teorem 5. S birebir bir fonksiyondur; yani e¤er

n, m ∈ N ve S(n) = S(m) ise, o zaman n = m dir.

Önce bir önsava ihtiyac›m›z var:

Önsav. Bir do¤al say›n›n her ö¤esi o do¤al sa-

y›n›n bir altkümesidir. Yani n, m ∈ N olsun; e¤er n

∈ m ise n ⊆ m dir6.

Kan›t: Kan›t›m›z m üzerinden tümevar›mla

olacak.

Birinci Ad›m: Önce m = 0 = ∅ olsun. Boflkü-

menin her ö¤esinin boflkümenin bir altkümesi ol-

du¤unu kan›tlamam›z laz›m. Yani boflkümenin her

ö¤esinin boflküme oldu¤unu kan›tlamal›y›z. Buna

benzer kan›tlar› daha önce yapm›flt›k. Boflkümenin

her ö¤esi istedi¤imiz her özelli¤i sa¤lar: Boflküme-

nin her ö¤esi boflküme olmasayd›, o zaman boflkü-

mede boflküme olmayan bir ö¤e olurdu, ki boflkü-

mede hiç ö¤e olmad›¤›ndan bu imkâns›zd›r.

Tümevar›m Ad›m›. Önsav› m için do¤ru varsa-

y›p (tümevar›m varsay›m›), S(m), yani m ∪ {m} için

kan›tlayal›m. Yani m’nin her ö¤esinin m’nin bir

altkümesi oldu¤unu varsay›p (tümevar›m varsay›-

m›), S(m)’nin her ö¤esinin S(m)’nin bir altkümesi

oldu¤unu kan›tlayal›m. n ∈ S(m) = m ∪ {m} olsun.

Madem ki n ∈ m ∪ {m}, iki fl›k beliriyor önümüz-

de: Ya n ∈ m ya da n ∈ {m}. 

Birinci fl›kta, n ∈ m oldu¤undan, tümevar›m

varsay›m›na göre, n ⊆ m. ‹kinci fl›kta da n = m .

Demek ker her iki fl›kta da n ⊆ m. Öte yandan

m’nin m ∪ {m}’nin, yani S(m)’nin bir altkümesi ol-

du¤u belli. Demek ki n ⊆ S(m). ■■

Teorem 5’in Kan›t›7. n ve m iki do¤al say› ol-

sunlar. S(n) = S(m) eflitli¤ini varsayal›m. n = m eflit-

li¤ini kan›tlayaca¤›z. Durum simetrik oldu¤undan

n ⊆ m iliflkisini kan›tlamak yeterli, m ⊆ n iliflkisi de

ayn› biçimde kan›tlan›r. fiu iliflkileri biliyoruz: n ∈
{n} ⊆ n ∪ {n} = S(n) = S(m). Demek ki n ∈ m ∪ {m}.

Bundan da n ∈ m ya da n ∈ {m} ç›kar. Birinci fl›k-

ta, yukardaki önsava göre n ⊆ m. ‹kinci fl›kta n =

m olmal›. Bu durumda da n ⊆ m. ■■  ♣
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4 Kümeler kuram›nda her fley bir kümedir, dolay›s›yla bir fonk-

siyon da bir kümedir. Ama biz burada fonksiyon kavram›n› sez-

gisel olarak, 2003-I say›m›zda tan›mlad›¤›m›z gibi ele al›yoruz.

‹çiniz rahat olsun, her matematikçi fonksiyonu böyle sezgisel

anlamda görür.

5 S(n)’nin n+1 anlam›na gelece¤ini unutmay›n.

6 Her do¤al say›n›n bir küme oldu¤unu unutmay›n. 

Bir baflka not: Bu önsav›n içeri¤i “do¤al say›lar›n özü”yle il-

gili de¤ildir. Bu önsav do¤al say›lar›n oldukça yapay olan ta-

n›m›n›n bir sonucudur. E¤er do¤al say›lar› baflka türlü ta-

n›mlasayd›k, önsav do¤ru olmayabilirdi. Ama, Teorem

2’nin içeri¤i do¤rudan “do¤al say›lar›n özü”ye ilgilidir. Do-

¤al say›n›n tan›m› nas›l yap›l›rsa yap›ls›n, Teorem 4 ve 5

do¤ru olacak biçimde yap›lmal›d›r. 

7 Teorem 5 asl›nda sayfa 38’deki Teorem 3’ün ve yukardaki ön-

sav›n bir sonucudur. Ama ayn› kan›t› buraya bir defa daha al›-

yoruz.


