Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Kapak Konusu: 2 x 2 = 4

Dogal Sayilar Kiimesi, Nihayet!

“Biraz Kiimeler Kuramu
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ve Birkag Dogal Say1” yazisin-
da (sayfa 33-37),0, 1, 2, 3,4, 5, 6 ve 7 sa-
yilarini tamimladik. Ama, her sayiy1 teker teker ta-
mimlamaya zamanimiz olmadigindan bu tanimlarin
bir sonu olmali... Oysa bu yaklagimla tanimlarin so-
nu yok... Demek ki bagka bir yaklagim gerekiyor...

Biitiin sayilar1 bir kalemde tanimlayabiliriz mi-
yiz? Evet. Bu yazida dogal sayilar teker teker de-
gil, bir biitiin olarak tanimlayacagiz, yani dogal sa-
yilar kiimesini tanimlayacagiz.

Bunun i¢in biraz daha kiimeler kurami yapma-
muz gerekecek.

Once kiimelerin kesigimini alabilmek istiyoruz,
sik sik gerekecek ilerde. Simdiye kadar verdigimiz
belitler bize kiimelerin kesigimini alma olanagim
vermiyor. Yeni bir belite daha ihtiyacimiz var.

Once kesisimden ne anladigimizi belirtelim.
“Bilesim, Kesisim, Fark” baslikli yazimizda (sayfa
25-26) kiimelerin kesisimini almigtik. Ama o za-
manlar sezgisel davraniyorduk. Artik daha dikkat-
liyiz. Kesisimi alinacak kiimeler toplulugu her sey-
den once bir kime olmalidir, yoksa o kiimelerin
kesisimini alamayiz. Ornegin, a ve b kiimelerinin
kesigimini almamiz i¢in her seyden once {a, b} diye
bir kiime olmalidir. “Biraz Kiimeler Kurami ve Bir-
ka¢ Dogal Say1” yazisinda boyle bir kimenin oldu-
gunu gérmiistiik (bknz. Iki Ogeli Kiime Beliti, say-
fa 34). 1ki kiime icin buraya kadar bir sorun yok.
Sonlu sayida kiime i¢in de buraya kadar bir sorun
yok: Sonlu sayida kiimeden olusan bir toplulugun
kiime oldugu daha once verilen belitlerle kanitla-
nabilir (bknz. “Biraz Kiimeler Kurami ve Birkag
Dogal Say1” yazisinin sonundaki aligtirmalar, say-
fa 39.) Ancak sonsuz sayida kiime toplulugunun
kiime oldugunu buraya kadar verdigimiz belitlerle
kanitlayamayiz. Hatta, her sonsuz sayida kiime
toplulugunun kiime oldugu dogru bile degildir.

Kesisimi alinacak kiimeler toplulugu bir kiime
oldugunda dahi, o kiimelerin kesigimini almak icin
bazi numaralar yapacagiz.

Yapmak istedigimiz su: Bir x kiimesi verilmis
olsun. x’in ogeleri de birer kiime, bunu biliyoruz.
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x = {a, b, ¢} kiimesinin 6gelerinin

kesisimi, Mx ya da a N b N ¢ kitmesi

Iste, x’in ogeleri olan kiimelerin kesisimini almak
istiyoruz. Ornegin, x = {a, b, c} ise, x’in gelerinin
ortak 6gelerinden olusan a N b N ¢ toplulugunun
bir kiime olmasini istiyoruz.

Madem o kadar ¢ok istiyoruz, bunun i¢gin 6zel
bir belit yazabiliriz, aynen bilegim i¢in yaptigimiz
gibi. Ama cok yararli ve ¢cok daha genel bir belit
sunacagiz ve kiimelerin kesisimi bu cok daha genel
belitin bir sonucu olarak ¢ikacak.

Bu cok yararl ve ¢ok daha genel beliti verme-
den once de biraz hazirlik yapmamiz gerekiyor.

¢(z) kiimelerin bir 6zelligi olsun. “Ozellik”ten
ne kastettigimizi ozellikle soylemeyecegiz burada.
Sayfa 50’de bu konuya 06zel yer ayirdik. Okurun
aklina gelebilecek hemen hemen her tiirli “6zel-
lik” gecerli olacaktir. @(z)’ye birkac 6rnek verelim,
¢(z) asagidakilerden biri olabilir:

=D vz=1D, (D)

2E2

z ez

Vx(xgx—>xeg)

Ix x € S(2)

OeznAVt(tez—> St ez)

Dogal saymin ve ¢ift olmanin ne demek oldu-
gunu matematiksel olarak tanimlamig olsaydik, “z
bir ¢ift dogal sayidir” da bir 6zellik olurdu.

Eger sonlu kiimeleri matematiksel olarak ta-
nimlamug olsaydik, “z sonlu bir kiimedir” bir 6zel-

lik olurdu.
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Bazi z kimeleri ¢ ozelligini saglar, bazilari sag-
lamaz. Bu bolimde sunacagimiz belit, eger x bir
kumeyse, x’in ¢ 6zelligini saglayan z dgelerinin (ki
ogeler de bir kiimedir, bunu biliyoruz) bir kiime
olusturdugunu soyleyecek.

Tanimlanabilir Altkiime Beliti. Eger ¢ bir 6zel-
likse ve x bir kiimeyse, x’in sadece ve sadece ¢ ozel-
ligini saglayan ogelerini 6ge olarak iceren ve bun-
lardan bagska bir 6ge icermeyen bir kiime vardur.

¢ oOzelligini ¢ ozelligini
saglayan saglamayan
kiimeler kiimeler

x

Yukardaki belitin var oldugunu soyledigi k-
me {2 € x : ¢(z)} olarak yazilirl.

Yukardaki beliti kullanarak bir kimenin 6ge-
lerinin kesisimini alabiliriz:

Teorem 1. Eger u bir kiimeyse, u'nun ogeleri-
nin hepsinde birden olan ogeler, yani uw’nin
ogelerinin kesisimi bir kiime olustururlar.

Kanut: # bir kime olsun. x = Uu olsun. Bilesim
Beliti’nden (sayfa 35) x’in bir kiime oldugunu bili-
yoruz. Simdi ¢(z) ozelligini

“Hery e uiginz € y”
olarak tanimlayalim. Daha matematiksel bir deyis-
le, ¢(z) ozelligi,
Vy(yeu—>zey)
desin. Turkge soylemek gerekirse, ki her zaman ge-

1 Burada bir ayrag acip geriye, Russell Paradoksu yazisina do-
nelim. Russell Paradoksu yazisinda y = {z € x: z ¢ 2} nesnesi-
ni tamumlarken igte bunu yapmustik. Animsarsaniz o yazidaki
x biitiin kiimeleri 6ge olarak barindiran nesneydi (kiime oldu-
gunu kanitlamadan bir topluluga kiime demeye hakkimiz yok
artik, bu ylizden x’e ve y’ye kiime demekten alikoyuyoruz
kendimizi.) Yukardaki belit kullanilarak bu nesnenin kiime ol-
dugu gosterilemez ¢linkii o yazidaki x nesnesinin kiime oldu-
gunu bilmiyoruz. Aslinda Russell Paradoksu x’in bir kiime ol-
madiginin kanitidir: x kiime olsaydi, yukardaki beliti
kullanarak y’nin bir kiime oldugunu anlar ve aynen o yazida-

ki gibi bir celiski elde ederdik.
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rekir, ¢(z) ozelligi, z’nin #’nun her 6gesinin bir
ogesi oldugunu soyluyor.

Simdi x’in ¢ ozelligini saglayan 6gelerinden
olusan topluluga, yani {z € x : ¢(z)} topluluguna
bakalim. Bu toplulugun bir kiime oldugunu yukar-
daki Tanimlanabilir Altkiime Beliti’nden biliyoruz.
Kesigim iste bu kimedir. O

Dikkat edilirse simdilik sonsuz 6gesi olan bir
kiimenin varligini bilmiyoruz. Oyle bir kiime olabi-
lir de olmayabilir de, ama bu asamada ne boyle bir
kiimenin oldugunu ne de olmadigimi kanitlayabili-
riz2. Sonsuz kiimelerin varligini kanitlamak igin bir
belite daha ihtiyacimiz olacak. Ama Once kiimeler
kuraminin bir bagka énemli belitini a¢iklamak ge-
rekiyor. Daha once de bir tanim gerekiyor...

Tanum. Eger bir z kiimesi,

L.0ez

il.yez—> Sy ez
kosullarmi sagliyorsa, z kiimesine tiimevarimsal
kiime denir.

Yani bir kiimenin timevarimsal olmasi igin 0 o
kiimenin bir 6gesi olmali ve, kiimenin her y 6gesi
icin, S(y) de kiimenin bir 6gesi olmali.

Demek ki, eger z timevarimsal bir kiimeyse, 0,
5(0), 8(5(0)), S(S(S(0))), ... kiimeleri yani 0, 1, 2, 3, ...
“dogal sayilar1” da 2’nin 6geleri olmali. Tiimevarim-
sal bir kimenin sonsuz olmasi gerektigi burdan belli.

Bu agamaya kadar yazdigimiz belitlerden son-
suz bir kiimenin varligi kanitlanamayacagindan, tu-
mevarimsal bir kiimenin varligi da kanitlanamaz.
Bunun i¢in yepyeni bir belite ihtiyacimiz var.

Tiimevarimsal Kiime Beliti. Tiimevarimsal bir
kiime vardir.

Bu yazidaki nihai amacimiz olan dogal sayilar
kiimesi N’nin tanimini vermeden once bir teoreme ve
bir belite daha gereksiniyoruz. Hayat kolay degil...

Teorem 2. x = &, 6geleri tiimevarimsal kiime-
ler olan ve bos olmayan bir kiime olsun. O zaman
~x tiimevarimsal bir kiimedir. ki tiimevarumsal
kiimenin kesisimi de tiimevarimsal bir kiimedir.

2 Ote yandan, bu asamada, yani yukardaki belitlerle sonsuz
Ogesi olan bir kiimenin varligini kanitlayamayacagimizi kanit-
layabiliriz.
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Kamt: Ikinci 6nerme birincinin bir sonucu ol-
dugundan, birinci onermeyi kanitlamak yeterli.
x’in her ogesi timevarimsal oldugundan, 0, x’in
her 6gesinin bir 6gesidir. Yani 0 € mnx. Demek ki
Mx kiimesi yukardaki timevarimsal kiime tanimi-
nin (i) kosulunu saghyor.

Simdi Nx kiimesinin ikinci kogulu sagladigini
gosterelim. y € Nx olsun. Demek ki y, x’in her 6ge-
sinin bir 6gesi. x’in her 6gesi timevarimsal oldu-
gundan, S(y) de x’in her 6gesinin bir 6gesidir, yani
S(y) € nx. O

Bir sonraki belit, x bir kiimeyse, x’in altkiime-
lerinden olusan g (x) nesnesinin de bir kiime oldu-
gunu soylilyor. Once altkiimenin tanimini, sonra
belitin kendisini verelim:

Tanim. x ve y birer kiime olsunlar. Eger y’nin
her 6gesi x’in de bir 6gesiyse y'nin x’in bir altkii-
mesi oldugu soylenir ve bu durum y c x yazilimuy-
la gosterilir.

Altkiimeler Kiimesi Beliti. Eger x bir kiimeyse,
oge olarak sadece ve sadece x’in altkiimelerini ice-
ren bir kiime vardur.

Yukardaki belitte varligi emredilen bu kiime
@ (x) olarak yazilir. Demek ki,

ye plx)=ycx.

Simdi artik dogal sayilar kiimesi N’nin tanimi-
m1 verebiliriz. Ama 6nce... Once N’nin ne olmasi
gerektigi tizerine dustinelim biraz.

Dogal sayilar kiimesi N, her seyden dnce tiime-
varimsal bir kiime olmali. Ciinkii 0 bir dogal say:.
Ayrica, eger y bir dogal sayiysa, y + 1 anlamina ge-
lecek olan S(y) de bir dogal say1 olmal..

Dahasi, N elbette en kiiciik tiimevarimsal kii-
me olmali, yani N, tim timevarimsal kiimelerin
bir altkiimesi olmali, ¢iinkii N, 0’dan ve 0’a S isle-
mini tekrar tekrar (ama sonlu kez, onlu ne demek-
se!) uygulayarak elde ettigimiz 6gelerden olugmali.

Yani N = {0, S(0), $(5(0)), S(S(S(0))), ...} olmal.

Teorem 3. En kiiciik bir tiimevarimsal kiime
vardur, yani tiim tiimevarumsal kiimelerin altkiime-
si olan bir kiime vardur.

Kanit: Tiimevarimsal Kiime Beliti’nden dolay1
en az bir timevarimsal kiime oldugunu biliyoruz.
Adina a diyecegimiz timevarimsal bir kiime ala-
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lim. g’nin timevarimsal tim altkiimelerini kesigti-
recegiz ve elde ettigimiz nesne bir kiime olacak ve
en kiiciik tiimevarimsal kiime olacak.

x = o (a) olsun. Altkiimeler Kiimesi Beliti’nden
x’in bir kiime oldugunu biliyoruz. o(z) 6zelligi,

OezAaVu(uez— SHu) ez
olsun. Belli ki ¢ 6zelligini saglayan her kiime time-
varimsaldir. Simdi, Tanimlanabilir Altkiime Beli-
ti’nden,
{z e x:o0(x)}
toplulugunun bir kiime oldugunu biliyoruz. Bu k-
meye y adini verelim. Demek ki,
y={z e x:oz)
y’nin 6gelerinin @’nin tiimevarimsal altkiimeleri ol-
duguna dikkatinizi ¢ekeriz. Ayrica a e y. Ve simdi,
N =y
olsun. Teorem 1 sayesinde N bir kiimedir. Bu N kii-
mesinden daha once sozetmistik, ustelik sik sik so-
zetmigtik, ama bu kimeyi ilk kez tanimliyoruz.
Okur, bu kiimeyi ilk kez goruyormus gibi davransin.
y’nin ogeleri timevarimsal kiime olduklarin-
dan, Teorem 3’e gore N timevarimsal bir kiimedir.

Simdi N’nin en kigiik tiimevarimsal kiime oldu-
gunu yani tim tumevarimsal kuimelerin bir altki-
mesi oldugunu kanitlayalim. ¢, herhangi bir tiimeva-
rimsal kiime olsun. N’nin #nin bir altkiimesi oldu-
gunu kanitlayacagiz. Hem ¢ hem de a tiimevarimsal
olduklarindan, a M ¢ kiimesi a’nin tiimevarimsal bir
altkiimesidir. Demek ki a M ¢, y’nin bir elemanidir.
Dolayisiyla N’yi elde etmek igin kesisimini aldigimiz
kiimelerden biridir. Bundan da N < a n ¢ ¢ikar. Ote
yandan a N ¢t c t. Demek ki N ¢ 7. O

Yukarda varlig1 kanitlanan kiimeye dogal sayi-
lar kiimesi adin1 verecegiz ve bu kiimeyi N simge-
siyle gostrecegiz3. N'nin 6gelerine dogal say1 denir.
Simdi artik “dogal say1”nin matematiksel anlami-
n1 biliyorsunuz.

N timevarimsal bir kiime oldugundan, 0 € N
ve her n € N icin S(n) € N.

(N, 0, S) tgliisiinii tanimladigimiza gore simdi
bu Ugliiniin Peano Belitleri yazisinda verilen P1 ve
P2 ozelliklerini (sayfa 16) kanitlamamiz gerekiyor.
P2’nin dogru oldugu ¢ok belli, ¢iinkii N en kiigiik
tumevarimsal kiime. P1’i kanitlamamiz gerekiyor.

N tiimevarimsal olduguna gore, 0 € N ve eger

3 Bazimantik kitaplarinda bu kiime o (Yunan alfabesinin ome-
ga harfi) olarak gosterilir.
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y € Nise S(y) € N; demek ki S, N kiimesinden ge-
ne N kiimesine giden bir fonksiyon?.

Simdi P1 kosulunu, yani

“P1. S : N — N birebir bir fonksiyondur ve
S(N) =

kosulunu kanitlamadan 6nce timevarimla kani-

N\ {0} esitligi gegerlidir”

tin dogal sayilarda neden gegerli oldugunu kanit-
layalim.

Teorem 4. ¢(n), n dogal sayisiyla ilgili bir
onerme olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal
sayist icin, ¢(n) dogru oldugunda ¢(S(n)) de dog-
ruysa®, o zaman her n dogal sayist icin ¢(n) dogru-
dur. Bir baska deyisle,

(9(0) A Yt (9(n) — o(S(m)) — Y o(n)
onermesi N’de dogrudur.

Kanit: A =
¢’yi saglayan dogal sayilardan olugsun. Varsayima

{n € N : ¢(n) dogru} olsun, yani A,

gore 0 € A. Gene varsayima gore, eger n € A ise,
S(n) € A. Demek ki A timevarimsal bir kiime.
Ama N timevarimsal her kiimenin bir altkiimesi-
dir, dolayisiyla A’nin da bir altktimesidir, yani N ¢
A. Demek ki her dogal say1 A’da, yani ¢ 6nermesi
her dogal say1 icin dogru. O
Simdi P1 ozelligini kanitlayabiliriz:

Teorem 5. S birebir bir fonksiyondur; yani eger

n, m € N ve S(n) = S(m) ise, o zaman n = m dir.

Once bir 6nsava ihtiyacimiz var:
Onsav. Bir dogal sayimn her égesi o dogal sa-

yimn bir altkiimesidir. Yani n, m € N olsun; eger n
e mise n < m dirS.

Kiimeler kuraminda her sey bir kiimedir, dolayisiyla bir fonk-
siyon da bir kiimedir. Ama biz burada fonksiyon kavramni sez-
gisel olarak, 2003-I sayimizda tanimladigimiz gibi ele aliyoruz.
I¢iniz rahat olsun, her matematikgi fonksiyonu béyle sezgisel
anlamda goriir.

S(n)’nin 7+1 anlamina gelecegini unutmayin.

Her dogal saymin bir kiime oldugunu unutmayin.

Bir bagka not: Bu énsavin icerigi “dogal sayilarin ozii”yle il-
gili degildir. Bu onsav dogal sayilarin olduk¢a yapay olan ta-
mminin bir sonucudur. Eger dogal sayilari bagka turlu ta-
nmimlasaydik, énsav dogru olmayabilirdi. Ama, Teorem
2’nin igerigi dogrudan “dogal sayilarin 6zi”ye ilgilidir. Do-
gal sayiun tanimi nasil yapilirsa yapilsin, Teorem 4 ve §
dogru olacak bicimde yapilmalidir.

Teorem $ aslinda sayfa 38’deki Teorem 3’tin ve yukardaki 6n-
savin bir sonucudur. Ama ayni kamiti buraya bir defa daha ali-
yoruz.
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Kanmit: Kanitimiz m tizerinden tiimevarimla
olacak.

Birinci Adim: Once m = 0 = & olsun. Boskii-
menin her 6gesinin bogkiimenin bir altkimesi ol-
dugunu kanitlamamiz lazim. Yani bogkiimenin her
Ogesinin boskiime oldugunu kanitlamaliyiz. Buna
benzer kanitlari daha 6nce yapmugtik. Boskiimenin
her ogesi istedigimiz her ozelligi saglar: Boskuime-
nin her 6gesi bogkiime olmasaydi, o zaman bogkii-
mede bogkiime olmayan bir 6ge olurdu, ki boskii-
mede hi¢ 6ge olmadigindan bu imkansizdir.

Tiimevarim Adimi. Onsavi 7 icin dogru varsa-
yip (timevarim varsayimi), S(m), yani m U {m} i¢in
kanitlayalim. Yani #’nin her 6gesinin »#’nin bir
altkiimesi oldugunu varsayip (tiimevarim varsayi-
mi), S(m2)’nin her 6gesinin S()’nin bir altkiimesi
oldugunu kanitlayalim. n € S(m) = m U {m} olsun.
Madem ki n € m U {m}, iki sik beliriyor 6niimiiz-
de: Yan € myadan e {m}.

Birinci sikta, 7 € m oldugundan, tiimevarim
varsayimina gore, # < m. lkinci sikta da 7 = m .
Demek ker her iki sikta da # < m. Ote yandan
m’nin m U {m}’nin, yani S(m)’nin bir altkiimesi ol-
dugu belli. Demek ki # < S(m). O

Teorem 5’in Kanit1’. » ve m iki dogal say1 ol-
sunlar. S(n) = S(m) esitligini varsayalim. n = m egit-
ligini kanitlayacagiz. Durum simetrik oldugundan
n < m iligkisini kanitlamak yeterli, m < n iligkisi de
ayni bicimde kanitlanir. Su iligkileri biliyoruz: # e
{n} cnu {n} =8S(n) =S(m). Demek kin € m U {m)}.
Bundan da # € m ya da n € {m} cikar. Birinci sik-

ta, yukardaki énsava gore n  m. Ikinci sikta 72 =
Y J

m olmali. Bu durumda da » < m.




