
Geçen yaz›da, flu özellik-

leri sa¤layan (N, S, 0) diye

matematiksel bir yap›n›n varl›¤›n› kan›tla-

d›k: N bir kümedir. 0, N kümesinin bir ö¤esidir ve

S : N→ N bir fonksiyondur ve 

P1. S birebir bir fonksiyondur ve S(N) = N \ {0}

eflitli¤i geçerlidir.

P2. A, N’nin 

(i) 0 ∈ A, ve

(ii) x ∈ A ise S(x) ∈ A

özelliklerini sa¤layan bir altkümesiyse, o zaman,

A = N’dir.

Do¤al say›lar kümesi iflte yukardaki özellikleri

sa¤layan matematiksel bir  yap›d›r. 

Bu yaz›da (yukarda tan›mlanan) do¤al say›lar kü-

mesinde toplamay›, çarpmay› ve s›ralamay› tan›mla-

y›p, bunlar›n hepimizin bildi¤i eflitlikleri ve iliflkileri

sa¤lad›¤›n› gösterece¤iz. Önce toplamayla bafll›yoruz.

I. Toplama

Toplamay› tan›mlamak için, do¤ru olmas›n› is-

tedi¤imiz, 

n + 0 = n ve n + (m + 1) = (n + m) + 1

eflitliklerini kullanaca¤›z.

Tan›m Denemesi. n ve m iki do¤al say› olsun.

Bu iki say›n›n toplam›n› tan›mlayaca¤›z. E¤er m =

0 ise n + m do¤al say›s› n olarak tan›mlan›r. E¤er

m ≠ 0 ise, o zaman, bir ve bir tek m′ ∈ N için, m =

S(m′) eflitli¤i do¤rudur ve bu durumda n + m say›-

s› S(n + m′) olarak tan›mlan›r. Bir baflka deyiflle

toplaman›n tan›m› flöyledir:

n + 0 = n

n + S(m′) = S(n + m′).

Hile Yapt›k! Yukarda küçük bir hile yapt›k.

Anlatal›m: Yukardaki tan›mdan her n ve m say›s›

için n + m say›s›n›n tan›mland›¤› ve hesaplanabilece-

¤i ç›kmaz... Çünkü n + m = n + S(m′) = S(n + m′) eflit-

liklerinden sonra n + m′ say›s›n› hesaplamak laz›m.

E¤er m′ = 0 ise sorun yok: n + m′ = n + 0 = n. Ancak

m′ ≠ 0 ise, n + m′ say›s›n› hesaplayabilmek için, m′ =
S(m′′) eflitli¤ini sa¤layan bir m′′ bulmal›. Öyle bir m′′

say›s›n›n oldu¤unu biliyoruz. Bulal›m öyle bir m′′ sa-

y›s›. fiimdi, n + m′ = n + S(m′′) = S(n + m′′) eflitlikle-

rinden n + m′′ say›s›n› hesaplamak gerekti¤i anlafl›-

l›r. E¤er m′′ = 0 ise gene bir sorun yok, ama m′′ ≠ 0

ise, n + m′′ say›s›n› hesaplamak için m′′ = S(m′′′) eflit-

li¤ini sa¤layan bir m′′′ say›s› bulmal›... Bu böylece

sonsuza dek sürebilir... Sürmez, süremez ve sürmeye-

ce¤ini de biliyoruz, ama kan›tlamak gerekir...

Bu ve bu tür nerdeyse felsefi sorunlar›n fark›nda

olmadan da matematik yap›l›r, yap›lmaz de¤il, nite-

kim yap›l›yor da, ama matemati¤in bu ince noktala-

r›ndan haberdar olmak insana bir baflka keyif verir.

Bu sorun’un alt›ndan flöyle kalk›l›r: N × N ×
N kümesinin afla¤›daki T1 ve T2 özelliklerini sa¤-

layan bir X altkümesine toplamsal diyelim.

T1. Her n ∈ N için (n, 0, n) ∈ X,

T2. E¤er (n, m, p) ∈ X ise, o zaman (n, S(m),

S(p)) ∈ X.

Örne¤in N × N × N kümesinin kendisi toplam-

sald›r. 

E¤er toplamay› N × N kümesinden N kümesi-

ne giden bir fonksiyon olarak tan›mlayabilseydik,

o zaman bu fonksiyonun grafi¤i yani 

{(n, m, n+m) : n, m ∈ N}

kümesi toplamsal bir küme olacakt›; ayr›ca biraz

düflününce anlafl›laca¤› gibi bu grafik en küçük

toplamsal küme olacakt› (yani her toplamsal kü-

menin bir altkümesi olacakt›.)  Yukardaki baflar›-

s›z tan›m denememizden sonra, toplamay› de¤il,

olas› bir toplama fonksiyonunun grafi¤ini (en kü-

çük toplamsal küme olarak) tan›mlayaca¤›z.

Toplamsal kümelerin kesiflimi toplamsal oldu-

¤undan (bunun kan›t› kolay), tüm toplamsal kü-

melerin kesiflimi de toplamsald›r, ve elbette bu ke-

siflim en küçük toplamsal kümedir. En küçük top-

lamsal kümeye T diyelim.

Teorem 1. Her n, m ∈ N için, (n, m, p) ∈ T

iliflkisini sa¤layan bir ve bir tane p vard›r. Ayr›ca,

e¤er bu p’ye n + m ad›n› verirsek, her n ve m için,

n + 0 = n

n + S(m) = S(n + m)

eflitlikleri geçerlidir.
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Kapak Konusu: 2 × 2 = 4

Toplama, Çarpma ve S›ralama



Bu teoremin kan›t›n› vermeyece¤iz. O kadar

zor de¤ildir kan›t ama sayfa say›m›z yeterli de¤il,

ayr›ca merakl› her okur da bu teoremi isterse ka-

n›tlayabilir.

fiimdi toplamayla ilgili ilk sav›m›z› kan›tlayal›m:

Önsav 2 [Etkisiz Ö¤e]. Her m ∈ N için,

0 + m = m.

Kan›t: Önsavdaki eflitli¤i m üzerinden tümeva-

r›mla kan›tlayaca¤›z.

Birinci Ad›m: Birinci ad›mda önsav› m = 0 için,

yani 0 + 0 = 0 eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Ama bunun

do¤ru oldu¤unu tan›mdan biliyoruz. (Yukardaki te-

oremdeki birinci eflitlikte n = 0 al›n.)

Tümevar›m Ad›m›: Önsav›n m için do¤ru ol-

du¤unu varsay›p, yani 0 + m = m eflitli¤ini varsay›p

(tümevar›m varsay›m›), teoremin S(m) için do¤ru

oldu¤unu, yani 0 + S(m) = S(m) eflitli¤ini kan›tla-

mal›y›z. Tek bir sat›rla kan›tlayabiliriz bunu:

0 + S(m) = S(0 + m) = S(m).

Birinci eflitlik toplaman›n tan›m›ndan, ikinci eflitlik

tümevar›m varsay›m›ndan ileri geliyor. ■■

Bu sonuç 0 + m = m + 0 eflitli¤ini veriyor. Biraz-

dan n + m = m + n de¤iflme özelli¤ini kan›tlayaca¤›z.

1’in S(0) olarak tan›mland›¤›n› an›msat›r›z.

Tan›mdan dolay›, her n ∈ N için, S(n) = S(n + 0) =

n + S(0) = n + 1, yani S(n), beklendi¤i üzere, n + 1

say›s›na eflit.

Önsav 3. Her n, m ∈ N için,

m + S(n) = S(m) + n.

Kan›t: n üzerinden tümevar›mla kan›tlayaca-

¤›z. E¤er n = 0 ise, m + S(n) = m + S(0) = S(m + 0)

= S(m) = S(m) + 0 = S(m) + n ve bu durumda kan›t

tamam.

fiimdi, her m için, m + S(n) = S(m) + n eflitli¤i-

ni varsay›p (tümevar›m varsay›m›), her m için, m

+ S(S(n)) = S(m) + S(n) eflitli¤ini kan›tlayal›m: m +

S(S(n)) = S(m + S(n)) = S(S(m) + n) = S(m) + S(n).

Burada, s›ras›yla, toplaman›n tan›m›n›, tümeva-

r›m varsay›m›n› ve gene toplaman›n tan›m›n› kul-

land›k. ■■

Teorem 4 [De¤iflim Özelli¤i]. Her n, m ∈ N

için, n + m = m + n.

Kan›t: m üzerinden tümevar›m yapaca¤›z. 

Birinci Ad›m: E¤er m = 0 ise, toplaman›n tan›-

m›ndan ve Önsav 2’den, n + 0 = n = 0 + n ç›kar.

Tümevar›m Ad›m›: Önsav›n m için do¤ru oldu-

¤unu, yani her n ∈ N için n + m = m + n eflitli¤ini

varsay›p (tümevar›m varsay›m›), önsav› S(m) için

kan›tlayaca¤›z, yani her n ∈ N için n + S(m) = S(m)

+ n eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z: n + S(m) = S(n + m) =

S(m + n) = m + S(n) = S(m) + n. Burada, s›ras›yla,

toplaman›n tan›m›n›, tümevar›m varsay›m›n›, tek-

rar toplaman›n tan›m›n› ve Önsav 3’ü kulland›k.■■

Teorem 5 [Birleflme Özelli¤i]. Her n, m, p ∈ N

için, (n + m) + p = n + (m + p).

Kan›t: p üzerinden tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.

Birinci Ad›m: E¤er p = 0 ise, (n + m) + p = (n

+ m) + 0 = n + m = n + (m + 0) = n + (m + p) ve bu

durumda kan›t tamam.

Tümevar›m Ad›m›: Kan›t› do¤rudan veriyo-

ruz: (n + m) + S(p) = S((n + m) + p) = S(n + (m +

p)) = n + S(m + p) = n + (m + S(p)). ■■

Teorem 5’e göre, toplama yaparken parantez

koymak gereksizdir. (n + m) + p ve n + (m + p) ye-

rine n + m + p yazabiliriz.

Teorem 6 [Sadeleflme]. Her n, m, p ∈ N için,

e¤er n + m = n + p ise m = p’dir.

Bunun kan›t›n› okura b›rak›yoruz.

II. Çarpma

Çarpmay› tan›mlamak için, do¤ru olmas›n› is-

tedi¤imiz, 

n × 0 = 0

n × (m + 1) = (n × m) + n

eflitliklerini kullanaca¤›z. Yukarda yapt›klar›m›z-

dan toplamay› biliyoruz ve çarpman›n tan›m›nda

toplamay› kullanabiliriz.

Tan›m Denemesi. n ve m iki do¤al say› olsun.

E¤er m = 0 ise n × m do¤al say›s› 0 olarak tan›m-

lan›r. E¤er m ≠ 0 ise, o zaman, bir ve bir tek m′ ∈
N için, m = S(m′) eflitli¤i do¤rudur ve bu durumda

n × m say›s› n × m′ + n olarak tan›mlan›r1. Bir bafl-

ka deyiflle çarpman›n tan›m› flöyledir:

n × 0 = 0

n × S(m′) = n × m′ + n.

Gene Hile Yapt›k! Toplamada da oldu¤u gibi,

çarpman›n tan›m›n› böyle yaparsak küçük ama
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1 n × m′ + n, al›flageldi¤i üzere (n × m′) + n anlam›na gelmektedir.



matematiksel düflünce aç›s›ndan önemli bir nokta-

y› atlam›fl oluruz. Bu tan›mla n × m çarp›m›n› her

zaman hesaplayabilece¤imizi kan›tlayamay›z.

Bu sorun’un alt›ndan flöyle kalk›l›r: N × N × N

kümesinin afla¤›daki özellikleri sa¤layan bir X alt-

kümesine çarp›msal diyelim.

Ç1. Her n ∈ N için (n, 0, 0) ∈ X,

Ç2. E¤er (n, m, p) ∈ X ise, o zaman (n, S(m),

p + n) ∈ X.

Örne¤in N × N × N kümesinin kendisi çarp›m-

sald›r. 

E¤er çarpmay› N × N kümesinden N kümesine

giden bir fonksiyon olarak tan›mlayabilseydik, o

zaman çarpman›n grafi¤i yani 

{(n, m, n×m) : n, m ∈ N}

kümesi çarp›msal bir küme olacakt›; ayr›ca biraz

düflününce anlafl›laca¤› gibi çarpman›n grafi¤i en

küçük çarp›msal küme olacakt› (yani her çarp›msal

kümenin bir altkümesi olacakt›.)  Dolay›s›yla çarp-

may› tan›mlayaca¤›m›za çarpma fonksiyonunun

grafi¤ini (en küçük çarp›msal küme olarak) tan›m-

layaca¤›z.

Çarp›msal kümelerin kesiflimi gene çarp›msal

oldu¤undan (bunun kan›t› kolay), tüm çarp›msal

kümelerin kesiflimi de toplamsald›r, ve elbette bu

kesiflim en küçük çarp›msal kümedir. En küçük

çarp›msal kümeye Ç diyelim.

Teorem 7. Her n, m ∈ N için, (n, m, p) ∈ Ç

iliflkisini sa¤layan bir ve bir tane p vard›r. Ayr›ca,

e¤er bu p’ye n × m ad›n› verirsek, her n ve m için,

n × 0 = n

n × S(m) = n × m + n.

Bu teoremin de kan›t›n› vermeyece¤iz. 

fiimdi çarpmayla ilgili savlar›m›z› kan›tlayabi-

liriz. Bunlar› okura b›rak›yoruz

Önsav 8. Her m ∈ N için, 0 × m = m.

Önsav 9. Her m ∈ N için, 1 × m = m = m × 1.

Teorem 10. Her n, m ∈ N için, n × m = m × n.

Teorem 11. Her n, m, p ∈ N için, (n × m) × p

= m × (n × p).

Toplamayla çarpma aras›ndaki önemli iliflkiyi

de verelim:

Teorem 12. Her n, m, p ∈ N için, n × (m + p)

= n × m + n × p.

III. S›ralama

Tan›m. n ve m iki do¤al say› olsunlar. E¤er n

+ p = m eflitli¤ini sa¤layan bir p do¤al say›s› varsa,

o zaman n ≤ m yaz›l›r ve bu durumda n, m’den kü-

çükeflit denir. E¤er n ≤ m ise, ama n ≠ m ise, bu du-

rumda n < m yaz›l›r.

Önce, önemli ama bu say›da hiçbir iflimize ya-

ramayacak bir sonuç:

Teorem. Her n, m ∈ N için, n < m ancak ve

ancak n ∈ m ise.

Afla¤›daki teoremlerin kan›tlar›n› okura b›ra-

k›yoruz.

Önce ≤ iliflkisinin bir s›ralama oldu¤unu söyle-

yelim:

Teorem 13. Her n, m, p ∈ N için,

i. n ≤ n.

ii. n ≤ m ve m ≤ n ise n = m.

iii. n ≤ m ve m ≤ p ise n ≤ p.

fiimdi de ≤ s›ralamas›n›n bir tams›ralama oldu-

¤unu söyleyelim:

Teorem 14. Her n, m ∈ N için, ya n < m ya n

= m ya da m < n.

Afla¤›daki önsav bir sonraki teoremde gerekecek:

Önsav 15. Her n, m ∈ N için, e¤er m < n + 1

ise, o zaman ya m < n ya da m = n.

Kan›t: m < n + 1 oldu¤undan, m + p = n + 1

eflitli¤ini sa¤layan bir p vard›r. E¤er p = 0 olsayd›,

o zaman m = n + 1 olurdu ki bu imkâns›z. Demek

ki p ≠ 0. Dolay›s›yla bir r ∈ N için, p = S(r) = r +

1. Demek ki m + r + 1 = m + p = n + 1 ve Teorem

6’ya göre m + r = n. Demek ki m ≤ n, yani ya m <

n ya da m = n. ■■

Son olarak toplama ve çarpman›n s›ralamayla

olan iliflkilerini irdelemek gerekiyor. Bunlar›n ka-

n›tlar›n› da okura b›rak›yoruz.

Teorem 17. Her n, m, p ∈ N için, e¤er n < m

ise o zaman n + p < m + p.

Teorem 18. Her n, m, p ∈ N için, e¤er n < m

ve 0 < p ise, o zaman n × p < m × p. ♣

47

Matematik Dünyas›, 2003 K›fl


