Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Kapak Konusu: 2 x 2 = 4

Toplama, Carpma ve Siralama

Gecen yazida, su ozellik-

leri saglayan (N, S, 0) diye
matematiksel bir yapinin varhgini kanitla-
dik: N bir kiimedir. 0, N kiimesinin bir 6gesidir ve
S : N — N bir fonksiyondur ve

P1. S birebir bir fonksiyondur ve S(N) = N\ {0}
esitligi gecerlidir.

P2. A, N’nin

(i) 0 € A, ve

(1) x € Aise S(x) € A
ozelliklerini saglayan bir altkimesiyse, o zaman,
A = N’dir.

Dogal sayilar kiimesi iste yukardaki ozellikleri
saglayan matematiksel bir yapidir.

Bu yazida (yukarda tanimlanan) dogal sayilar ki-
mesinde toplamayi, ¢arpmay1 ve siralamayi tanimla-
yip, bunlarin hepimizin bildigi esitlikleri ve iliskileri
sagladigim gosterecegiz. Once toplamayla basliyoruz.

I. Toplama
Toplamayi tanimlamak icin, dogru olmasini is-
tedigimiz,
n+0=nven+(m+1)=(n+m)+1
esitliklerini kullanacagz.

Tanim Denemesi. 7 ve m iki dogal say1 olsun.

Bu iki sayimin toplamini tanimlayacagiz. Eger m =
0 ise n + m dogal sayisi # olarak tanimlanir. Eger
m # 0 ise, 0 zaman, bir ve bir tek #’ € N i¢in, m =
S(m') esitligi dogrudur ve bu durumda # + m say1-
st S(n + m') olarak tanimlanir. Bir bagka deyisle
toplamanin tanimi soyledir:

n+0=n

n+S(m') =8S(n+m).

Hile Yaptik! Yukarda kiciik bir hile yaptik.
Anlatalim: Yukardaki tanimdan her # ve m sayisi
i¢in 7 + m sayisimin tanimlandi@i ve hesaplanabilece-
gi ctkmaz... Cinkii 7z + m = n + S(m') = S(n + m’) esit-
liklerinden sonra # + m' sayisimi hesaplamak lazim.
Eger m' = 0 ise sorun yok: # + m' = n + 0 = n. Ancak
m' # 0 ise, n + m' sayisini hesaplayabilmek igin, 72’ =
S(m") esitligini saglayan bir 72" bulmali. Oyle bir n2""
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sayisinin oldugunu biliyoruz. Bulalim 6yle bir 7" sa-
yist. Simdi, 7 + m' = n + S(m"") = S(n + m") esitlikle-
rinden 7 + m' sayisim1 hesaplamak gerektigi anlagi-
lir. Eger m" = 0 ise gene bir sorun yok, ama " # 0
ise, 7 + m" sayisin1 hesaplamak igin 72"’ = S(m'"") esit-

’

ligini saglayan bir »'" sayisi bulmali... Bu boylece
sonsuza dek siirebilir... Stirmez, siiremez ve siirmeye-
cegini de biliyoruz, ama kanitlamak gerekir...

Bu ve bu tiir nerdeyse felsefi sorunlarin farkinda
olmadan da matematik yapilir, yapilmaz degil, nite-
kim yapiliyor da, ama matematigin bu ince noktala-
rindan haberdar olmak insana bir baska keyif verir.

Bu sorun’un altindan soyle kalkilir: N x N x
N kiimesinin agsagidaki T1 ve T2 ozelliklerini sag-
layan bir X altkiimesine toplamsal diyelim.

T1.Her n € N i¢in (n, 0, n) € X,

T2. Eger (n, m, p) € X ise, o zaman (n, S(m),
S(p)) € X.

Ornegin N x N x N kiimesinin kendisi toplam-
saldir.

Eger toplamay: N x N kiimesinden N kiimesi-
ne giden bir fonksiyon olarak tanimlayabilseydik,
o zaman bu fonksiyonun grafigi yani

{(ny, m, n+m) : n, m € N}

kiimesi toplamsal bir kiime olacakti; ayrica biraz
disiintince anlasilacag: gibi bu grafik en kiiciik
toplamsal kiime olacakti (yani her toplamsal kii-
menin bir altkiimesi olacakti.) Yukardaki basari-
siz tanim denememizden sonra, toplamay: degil,
olasi bir toplama fonksiyonunun grafigini (en kii-
¢iik toplamsal kiime olarak) tanimlayacagz.

Toplamsal kiimelerin kesisimi toplamsal oldu-
gundan (bunun kaniti kolay), tim toplamsal k-
melerin kesisimi de toplamsaldir, ve elbette bu ke-
sisgim en kuglk toplamsal kimedir. En kiiciik top-
lamsal kiimeye T diyelim.

Teorem 1. Her n, m € N igin, (n, m, p) € T
iliskisini saglayan bir ve bir tane p vardwr. Ayrica,
eger bu p’ye n + m aduwu verirsek, her n ve m icin,

n+0=n
n+ S(m) = S(n + m)
esitlikleri gecerlidir.
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Bu teoremin kanitini vermeyecegiz. O kadar
zor degildir kanit ama sayfa sayimiz yeterli degil,
ayrica merakl her okur da bu teoremi isterse ka-
nitlayabilir.

Simdi toplamayla ilgili ilk savimizi kanitlayalim:

Onsav 2 [Etkisiz Oge]. Her m < N icin,

0+m=m.

Kanit: Onsavdaki esitligi 7 iizerinden tiimeva-
rimla kanitlayacagiz.

Birinci Adim: Birinci adimda onsavi 7 = 0 igin,
yani 0 + 0 = 0 esitligini kanitlamaliyiz. Ama bunun
dogru oldugunu tanimdan biliyoruz. (Yukardaki te-
oremdeki birinci esitlikte 7 = 0 alin.)

Tiimevarim Adimi: Onsavin » icin dogru ol-
dugunu varsayip, yani 0 + #2 = m esitligini varsayip
(timevarim varsayimi), teoremin S(m1) i¢in dogru
oldugunu, yani 0 + S(m) = S(m) esitligini kanitla-
maliyiz. Tek bir satirla kanitlayabiliriz bunu:

0 + S(m) = S(0 + m) = S(m).
Birinci esitlik toplamanin tanimindan, ikinci esitlik
tumevarim varsayimindan ileri geliyor. O

Bu sonug 0 + 72 = m + 0 esitligini veriyor. Biraz-
dan n + m = m + n degisme ozelligini kanitlayacagiz.

T’in §(0) olarak tanimlandigini animsatiriz.
Tanimdan dolayy, her 7 € N igin, S(n) = S(n + 0) =
n + S(0) = n + 1, yani S(n), beklendigi tzere, n + 1
sayisina esit.

Onsav 3. Her n, m € N icin,
m + S(n) = S(m) + n.

Kanit: 7 tizerinden timevarimla kanitlayaca-
g1z. Eger n = 0 1se, m + S(n) = m + S§(0) = S(m + 0)
= S(m) = S(m) + 0 = S(m) + n ve bu durumda kanit
tamam.

Simdi, her m icin, m + S(n) = S(m) + n esitligi-
ni varsayip (tiimevarim varsayimi), her » icin, m
+ 8(S(n)) = S(m) + S(n) esitligini kanitlayalim: m +
S(S(n)) = S(m + S(n)) = S(S(m) + n) = S(m) + S(n).
Burada, sirasiyla, toplamanin tanimini, tiimeva-
rim varsayimini ve gene toplamanin tanimini kul-

landik. O

Teorem 4 [Degisim Ozelligi]. Her n, m € N
iciny m +m =m + n.

Kanit: 7 tizerinden tiimevarim yapacagiz.

Birinci Adim: Eger m = 0 ise, toplamanin tani-
mindan ve Onsav 2’den, # + 0 = # = 0 + 7 gikar.
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Tiimevarim Adimi: Onsavin 7 igin dogru oldu-
gunu, yani her 7 € N i¢in 7 + m = m + n esitligini
varsayip (tiimevarim varsayimi), onsavi S() igin
kanitlayacagiz, yani her 7 € N i¢in 7 + S(m) = S(m)
+ n esitligini kanitlayacagiz: n + S(m) = S(n + m) =
S(m + n) = m + S(n) = S(m) + n. Burada, sirasiyla,
toplamanin tanimini, tiimevarim varsayimini, tek-
rar toplamanin tanimini ve Onsav 3’ii kullandik. O

Teorem 5 [Birlesme Ozelligi]. Her n, m, p € N
icing (m+m) +p=n+(m+p).

Kamit: p uzerinden tiimevarimla kanitlayacagz.

Birinci Adim: Eger p = O ise, (n + m) + p = (n
+m)+0=n+m=n+(m+0)=n+(m+p)vebu
durumda kanit tamam.

Tiimevarim Admmi: Kaniti dogrudan veriyo-
ruz: (n +m) + S(p) = S((n + m) + p) = S(n + (m +

p))=n+Sm+p)=n+(m+Sp). O

Teorem 5’e gore, toplama yaparken parantez
koymak gereksizdir. (n + m) + p ve n + (m + p) ye-
rine 7 + m + p yazabiliriz.

Teorem 6 [Sadelesme]. Her n, m, p € N icin,
efern +m=mn+p ise m = p’dir.

Bunun kanitini okura birakiyoruz.

II. Carpma

Carpmay: tanimlamak i¢in, dogru olmasini is-
tedigimiz,

nx0=0
nx(m+1)=(nxm)+n

esitliklerini kullanacagiz. Yukarda yaptiklarimiz-
dan toplamay1 biliyoruz ve ¢arpmanin taniminda
toplamayi kullanabiliriz.

Tanim Denemesi. 7 ve m iki dogal say1 olsun.
Eger m = 0 ise n x m dogal sayist 0 olarak tanim-
lanir. Eger m # 0 ise, o zaman, bir ve bir tek m’ e
N icin, m = S(m’) esitligi dogrudur ve bu durumda
n x m sayist n x m’ + n olarak tanimlanir!. Bir bas-
ka deyigle carpmanin tanimi goyledir:

nx0=0

nxSm)=nxm +n.

Gene Hile Yapuk! Toplamada da oldugu gibi,
carpmanin tanimimi boyle yaparsak kiigiik ama

1 n xm' + n, alisageldigi tizere (7 x m') + n anlamina gelmektedir.
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matematiksel disiince agisindan 6nemli bir nokta-
y1 atlamig oluruz. Bu tanimla # x m ¢arpimini her
zaman hesaplayabilecegimizi kanitlayamayiz.

Bu sorun’un altindan soyle kalkilir: N x N x N
kiimesinin agsagidaki ozellikleri saglayan bir X alt-
kiimesine ¢arpimsal diyelim.

C1.Her n € N icin (n, 0, 0) € X,

C2. Eger (n, m, p) € X ise, o zaman (n, S(m),
p+n) eX.

Ornegin N x N x N kiimesinin kendisi ¢arpim-
saldir.

Eger carpmay1 N x N kiimesinden N kiimesine
giden bir fonksiyon olarak tanimlayabilseydik, o
zaman ¢arpmanin grafigi yani

{(n, m, nxm) : n, m € N}

kiimesi ¢arpimsal bir kiime olacakti; ayrica biraz
distiniince anlagilacag: gibi ¢arpmanin grafigi en
kiigtik ¢arpimsal kiime olacakti (yani her ¢carpimsal
kiimenin bir altkiimesi olacakti.) Dolayisiyla ¢arp-
may1 tamimlayacagimiza ¢arpma fonksiyonunun
grafigini (en kiigitk carpimsal kiime olarak) tanim-
layacagiz.

Carpimsal kiimelerin kesisimi gene carpimsal
oldugundan (bunun kaniti kolay), tiim c¢arpimsal
kiimelerin kesisimi de toplamsaldir, ve elbette bu
kesigim en kugik ¢arpimsal kiimedir. En kiiciik
carpimsal kiimeye C diyelim.

Teorem 7. Her n, m € N icgin, (n, m, p) € C
iliskisini saglayan bir ve bir tane p vardwr. Ayrica,
eger bu p’ye n x m adw verirsek, her n ve m icin,

nx0=n
nxSm)=nxm+n.

Bu teoremin de kanitini vermeyecegiz.
Simdi ¢arpmayla ilgili savlarimizi kanitlayabi-
liriz. Bunlar1 okura birakiyoruz

Onsav 8. Her m € N icin, 0 x m = m.

Onsav 9. Her m € Nicin, 1 x m=m =m x 1.

Teorem 10. Her n, m € N icin, n x m = m x n.

Teorem 11. Her n, m, p € N icin, (n x m) x p
=m x (nxp).

Toplamayla carpma arasindaki 6nemli iligkiyi
de verelim:

Teorem 12. Her n, m, p € N icin, n x (m + p)
=nXm+nxp.
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III. Siralama

Tanmm. n ve m iki dogal say1 olsunlar. Eger #
+ p = m esitligini saglayan bir p dogal sayisi varsa,
0 zaman n < m yazilir ve bu durumda », #’den kii-
ciikesit denir. Eger # <m ise, ama n # m ise, bu du-
rumda 7 < m yazilir.

Once, 6nemli ama bu sayida hicbir isimize ya-
ramayacak bir sonug:

Teorem. Her n, m € N icin, n < m ancak ve
ancak n € m ise.

Asagidaki teoremlerin kanitlarin1 okura bira-
kiyoruz.

Once < iligkisinin bir siralama oldugunu séyle-
yelim:

Teorem 13. Her n, m, p € N igin,
1. n<n.
i.n<mvem<nisen=m.
Hi.n<mvem<pisen<p.

Simdi de < siralamasinin bir tamsiralama oldu-
gunu soyleyelim:

Teorem 14. Her n,m € N i¢cin,yan <m yan
=m ya da m < n.

Agagidaki 6nsav bir sonraki teoremde gerekecek:

Onsav 15. Her n, m € N icin, eger m < n + 1
ise, 0 zaman ya m < n ya da m = n.

Kanit: m < n + 1 oldugundan, m + p = n + 1
esitligini saglayan bir p vardir. Eger p = 0 olsaydi,
o zaman m = n + 1 olurdu ki bu imkansiz. Demek
ki p # 0. Dolayisiyla bir r € N icin, p = S(r) = 7 +
1. Demek kim +r+1=m+p =n+ 1 ve Teorem
6’ya gore m + r = n. Demek ki 7 < n, yani ya m <
nyadam=n. O

Son olarak toplama ve ¢arpmanin siralamayla
olan iligkilerini irdelemek gerekiyor. Bunlarin ka-
nitlarini da okura birakiyoruz.

Teorem 17. Her n, m, p € N icin, eger n < m
iseozamann + p <m + p.

Teorem 18. Her n, m, p € N icin, eger n < m
veO<pise,ozamannxp <mxp. &



