
Tümevar›mla kan›t›n

neden geçerli bir yöntem oldu¤unu ka-

n›tlayabiliriz art›k. Toplama, çarpma ve s›ralamay-

la ilgili basit olgular› bildi¤imizi varsay›yoruz.

Teorem 1. ϕ(n), do¤al say›lar hakk›nda bir

önerme olsun. Varsayal›m ki 

a) ϕ(0) do¤ru,

b) Her ϕ(n) do¤ru oldu¤unda ϕ(n+1) de do¤ru.

O zaman her n ∈ N için ϕ(n) do¤rudur.

Kan›t: S(n) = n + 1 oldu¤undan bu teorem ay-

nen sayfa 45’teki Teorem 4’tür. ■■

Bir Çeflitleme. Tümevar›mla kan›t›n bir çeflitle-

mesi de flöyledir. Kan›tlamak istedi¤imiz önerme

önce 1 için kan›tlan›r. Arkas›ndan önermenin,

daha önce oldu¤u gibi sadece n − 1 için de¤il, n’den

küçük tüm say›lar için do¤ru oldu¤u varsay›l›p,

önerme n için kan›tlan›r. 

Teorem 2. ϕ(n) do¤al say›lar hakk›nda bir

önerme olsun. E¤er her n do¤al say›s› için, ϕ(0), ...,

ϕ(n−1) önermeleri do¤ru oldu¤unda ϕ(n) de do¤-

ruysa, o zaman ϕ(n) her n için do¤rudur. Bir bafl-

ka deyiflle, e¤er her n do¤al say›s› için, n’den küçük

her m do¤al say›s› ϕ’yi do¤rulad›¤›nda ϕ(n) de do¤-

rulan›yorsa, o zaman her n do¤al say›s› için ϕ(n)

do¤rudur. Gene bir baflka deyiflle, e¤er her n için,

(∀m (m < n → ϕ(m))) → ϕ(n)  

önermesi do¤ruysa, o zaman her n için ϕ(n) do¤ru-

dur.

Kan›t: ψ(n), (∀m (m < n → ϕ(m))) → ϕ(n)

önermesi olsun. Teoremin koflullar›n› varsayal›m;

yani her n için ψ(n) önermesi do¤ru olsun. Her n

do¤al say›s› için ϕ(n)’nin do¤ru oldu¤unu kan›tla-

yaca¤›z. Ama önce bir baflka önermeyi kan›tlaya-

ca¤›z. α(n) önermesi, “her m < n için ϕ(m) do¤ru-

dur” önermesi olsun. Yani α(n) önermesi

∀m (m < n → ϕ(m))

önermesi olsun. Önce α(n) önermesinin do¤rulu-

¤unu n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Do¤ru

oldu¤unu bildi¤imiz ψ(n) önermesinin α(n) → ϕ(n)

önermesi oldu¤una dikkatinizi çekerim.

Birinci Ad›m. Bu ad›mda α(0) önermesinin,

yani ∀m (m < 0 → ϕ(m)) önermesinin do¤ru ol-

du¤unu kan›tlayaca¤›z. Tümevar›mla kan›tta ge-

nellikle birinci ad›m çok kolayd›r. Burada da bi-

rinci ad›m kolay ama biraz fazla kolay oldu¤un-

dan anlafl›lmas› zor olabilir.

0’dan küçük do¤al say› olmad›¤›ndan, 0’dan

küçük her do¤al say› her özelli¤i sa¤lar. (0’dan

küçük do¤alsay›lar kümesi boflkümedir ve boflkü-

menin her ö¤esi her özelli¤i sa¤lar.) Dolay›s›yla

0’dan küçük her m say›s› için ϕ(m) do¤rudur. De-

mek ki α(0) do¤rudur.

fiöyle de aç›klayabiliriz: 0’dan küçük bir m do-

¤al say›s› için ϕ(m) yanl›fl olsayd›, o zaman 0’dan

küçük bir m do¤al say›s› olurdu, ki yok öyle bir

do¤al say›.

Tümevar›m Ad›m›. fiimdi α(n)’nin do¤ru ol-

du¤unu varsay›p α(n+1)’in do¤ru oldu¤unu kan›t-

layaca¤›z. m, n+1’den küçük bir say› olsun.

ϕ(m)’nin do¤ru oldu¤unu kan›tlamal›y›z. m,

n+1’den küçük oldu¤undan, ya m < n ya da m =

n. E¤er m = n ise, tümevar›m varsay›m›na göre

α(n) do¤ru oldu¤undan, ayr›ca teoremin hipotezi-

ne göre ψ(n), yani α(n) → ϕ(n) do¤ru oldu¤undan,

ϕ(n) de do¤rudur. E¤er m < n ise, o zaman tüme-

var›m varsay›m›na göre α(n) do¤ru oldu¤undan,

yani ∀m (m < n → ϕ(m)) do¤ru oldu¤undan ϕ(m)

de do¤rudur. Demek ki m < n + 1 ise ϕ(m) do¤ru,

yani α(n+1) do¤ru.

Böylece her n için, α(n)’nin do¤ru oldu¤unu

kan›tlam›fl olduk.

Öte yandan, teoremin hipotezine göre, her n

için, ψ(n) önermesi, yani α(n) → ϕ(n) önermesi de

do¤ru. 

Demek ki her n için ϕ(n) önermesi de do¤ru-

dur. ■■

Bölme Teoremi. n ve m iki do¤al say› olsun,

ama m ≠ 0 olsun. O zaman öyle q ve r do¤al say›-

lar› vard›r ki, n = mq + r ve r ≤ m’dir.
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Kapak Konusu: 2 × 2 = 4

Tümevar›mla Kan›t ve ‹yi S›ralama



Kan›t: n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.

E¤er n < m ise q = 0 ve r = n alabiliriz.

fiimdi n ≥ m olsun ve teoremin n’den küçük sa-

y›lar için do¤ru oldu¤unu varsayal›m. p do¤al say›-

s› m + p = n eflitli¤ini sa¤las›n. p < n oldu¤undan,

teorem p için do¤ru. Demek ki belli bir q ve r ≤ m

do¤al say›lar› için p = mq + r eflitli¤i do¤ru. fiimdi

n = m + p = m + mq + r = m(q + 1) + r. Teoremi

böylece n için de kan›tlam›fl olduk. ■■

Yukarda bulunan q ve r’den birer adet oldu¤u-

nun kan›t›n› okura b›rak›yoruz.

Teorem 2’nin Yanl›fl Bir Kan›t›. Yanl›fl kan›t-

lar her zaman yararl›d›r. ‹flte biri. Diyelim teorem

yanl›fl, yani diyelim ϕ’yi sa¤lamayan do¤al say›lar

var. n do¤al say›s› ϕ’yi sa¤lamayan en küçük do¤al

say› olsun. Demek ki her m < n için ϕ(m) do¤ru,

yani ∀m (m < n → ϕ(m)) do¤ru. Teoremin varsa-

y›m›na göre ψ(n) önermesi do¤ru, yani

∀m (m < n → ϕ(m)) → ϕ(n)

önermesi do¤ru. Demek ki ϕ(n) önermesi de

do¤ru. ■■

Yukardaki kan›t yanl›flt›r. Çünkü yukardaki

kan›t,  ϕ’yi sa¤lamayan do¤al say›lar varsa, o za-

man ϕ’yi sa¤lamayan en küçük do¤al say›n›n da

var olaca¤›n› varsay›yor. Oysa biz daha böyle bir

fley kan›tlamad›k. Kan›tlayaca¤›z flimdi. Görece¤i-

niz üzere kan›t›m›z Teorem 2’yi kullanacak.

Teorem 3. Do¤al say›lar kümesinin bofl olma-

yan her altkümesinin bir en küçük ö¤esi vard›r.

Kan›t: ∅ ≠ A ⊆ N olsun. A’n›n bir en küçük

ö¤esi oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Böyle bir ö¤enin

(say›n›n) olmad›¤›n› varsayal›m. Teorem 2’yi kul-

lanarak A = ∅ eflitli¤ini, yani hiçbir n do¤al say›s›-

n›n A’da olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Birinci Ad›m. 0, A’de de¤il, çünkü olsayd› o

zaman 0 elbette A’n›n en küçük ö¤esi olacakt›, ki

biz öyle bir ö¤e olmad›¤›n› varsay›yoruz.

Tümevar›m Ad›m›. fiimdi n’den küçük hiçbir

say›n›n A’da olmad›¤›n› varsayal›m. O zaman n de

A’da olamaz, çünkü olsayd› o zaman n elbette

A’n›n en küçük ö¤esi olurdu.

Yukardaki teoreme göre hiçbir do¤al say› A’da

olamaz ve A boflkümedir. ■■

Yukardaki özelli¤i sa¤layan bir tams›ralamaya

iyi s›ralama denir. Demek ki (N, <) bir iyi s›rala-

mad›r.

Sonuç. E¤er bir α(n) önermesi bir do¤al say›s›

için yanl›flsa, o zaman α’n›n yanl›fl oldu¤u en kü-

çük bir do¤al say› vard›r. ♣
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Daha önceki yaz›larda kümeler kuram›n›n bir-

kaç belitini verdik. O belitleri (metinde yer ald›¤›

s›rayla de¤il, bir baflka s›rayla) yazal›m:

1. Boflküme Beliti. Hiç ö¤esi olmayan bir kü-

me vard›r.

2. Eflitlik Beliti. Ayn› ö¤eleri olan iki küme bir-

birine eflittir.

3. Tan›mlanabilir Altküme Beliti. E¤er ϕ bir

özellikse ve x bir kümeyse, x’in sadece ve sadece

ϕ özelli¤ini sa¤layan ö¤elerini ö¤e olarak içeren

ve bunlardan baflka bir ö¤e içermeyen bir küme

vard›r.

4. Bileflim Beliti. E¤er x bir kümeyse, sadece ve

sadece x’in ö¤elerinin ö¤elerinden oluflan bir küme

vard›r. 

5. ‹ki Ö¤eli Küme Beliti. E¤er x ve y birer kü-

meyse, ö¤e olarak sadece x ve y’yi içeren bir küme

vard›r.

6. Altkümeler Kümesi Beliti. E¤er x bir kümey-

se, ö¤e olarak sadece ve sadece x’in altkümelerini

içeren bir küme vard›r.

7. Tümevar›msal Küme Beliti. Tümevar›msal

bir küme vard›r.

8. Temellendirme Beliti. E¤er x bofl olmayan

bir kümeyse, o zaman x’te x ∩ y = ∅ eflitli¤ini sa¤-

layan bir y ö¤esi vard›r.

Üçüncü belit, bir tek belit de¤ildir. O belit her

ϕ özelli¤i için bize ayr› bir belit verir. Yani üçüncü

belit, belitten ziyade bir “belit flemas›”d›r.

Sekizinci beliti hiç kullanmayaca¤›m›zdan o belite

asl›nda gereksinimiz yok. ‹lk dört belitle ∅’den baflka

bir küme oldu¤u kan›tlanamaz. Yedinci belit olmadan

sonsuz ö¤eli bir kümenin oldu¤u kan›tlanamaz. 

Kümeler kuram›n›n baflka belitleri de vard›r. O

belitleri ve ne ifle yarad›klar›n› bir baflka say›m›zda

iflleriz.♣

Kulland›¤›m›z Belitler


