
Bilindi¤i gibi, üç kenar› verilmifl uzunlukta

olan (e¤er varsa) tek bir üçgen vard›r. Örne¤in, ke-

nar uzunluklar› 5, 6 ve 7 olan tek bir üçgen vard›r.

O zaman, böyle bir üçgenin aç›lar›n› teorik olarak

hesaplayabilmemiz laz›m. Ya da bir üçgenin iki ke-

nar uzunlu¤u ve bu iki kenar aras›ndaki aç› veril-

miflse, o zaman üçüncü kenar›n›n uzunlu¤unu da

teorik olarak hesaplayabilmemiz laz›m. Nas›l he-

saplar›z? Yan›t: Sinüs ve Kosinüs teoremleriyle. Bu

yaz›da önce sinüs ve kosinüsü tan›mlayaca¤›z, son-

ra da teoremlerini kan›tlayaca¤›z.

Tan›m: α, herhan-

gi bir aç› olsun. Yan-

daki flekildeki gibi

Oxy düzlemine O

merkezli, r yar›çapl›

herhangi bir daire çize-

lim. m(xOP) = α ol-

mak üzere dairenin üs-

tünde bir P noktas›

alal›m. P’nin koordi-

natlar› (c, s) olsun. Tales teoremine göre c/r ve s/r

oranlar› daireden ba¤›ms›zd›r, yani ayn› inflay› r ye-

rine r′ yar›çapl› bir dairede yapm›fl olsayd›k (solda-

ki flekil) ve P′(c′, s′)
noktas› aynen P(c, s)

noktas› gibi seçilmifl

olsayd›, c/r = c′/r′ ve s/r

= s′/r′ eflitlikleri geçerli

olurdu. Bu yüzden he-

saplar›n daha kolay

olmas› aç›s›ndan r’yi 1

almak yararl›d›r. Bu

de¤iflmez c/r ve s/r

oranlar›na s›ras›yla cos α ve sin α denir. Ünlü

cos2α + sin2α = 1

iliflkisi Pisagor Teoremi’nden do¤rudan ç›kar. e¤er

0 ≤ α ≤ 90° ise, sin α ≥ 0 ve cos α ≥ 0’d›r, ama α
bu aral›kta de¤ilse, sin α ve cos α negatif olabilir-

ler. Örne¤in sin(−α) = −sin α. Ama cos(−α) =

cos(α). Kolayca kan›tlanabilecek ve ilerde gereksi-

nece¤imiz bir baflka eflitlik: cos α = sin(90° − α).

Afla¤›daki cetveldeki aç›lar›n sinüs ve kosinüsü

basit geometriden ç›kar.

90°’den küçük aç›lar›n sinüs

ve kosinüsü pozitif oldu¤undan,

bu de¤erler bir diküçgende hesap-

lanabilir: Herhangi bir diküçgen-

de, dik olmayan bir aç›n›n sinüsü

karfl›kenar›n hipotenüse oran›d›r,

kosinüsüyse komflukenar›n hipotenüse oran›d›r.

Sinüs Teoremi. ABC

herhangi bir üçgen olsun.

Aç›lara s›ras›yla α, β, γ di-

yelim. O zaman

eflitlikleri geçerlidir. Ayr›ca,

e¤er üçgenin köfleleri R yar›çapl› bir çemberin üs-

tündeyse, bu de¤erler 2R’ye eflittir.

Kan›t: Çemberin merkezine O diyelim. fiekilde-

ki gibi O’dan BC’ye dik inelim. m(BOC) = 2α eflit-

li¤ine dikkatinizi çekerim. BO = OC oldu¤undan,

BOC ikizkenar bir üçgendir, dolay›s›yla m(BOP) =

m(POC) = α. fiimdi BOP üçgeninde hesaplayal›m:

sin(α) = sin(m(BOP)) = BP/OB = BC/2R. Demek ki

BC/sin(α) = 2R. (Dikkat: E¤er α aç›s› 90o’den faz-

laysa, o zaman O noktas› üçgenin d›fl›nda kal›r ama

gene ayn› eflitli¤i elde ederiz.) Ayn› fleyi di¤er aç›lar-

la yaparsak teoremi elde ederiz. ■■

Kosinüs Teoremi. Bir ABC üçgeninde, 

BC2 = AB2 + AC2 − 2 × AB × AC × cos α
eflitli¤i geçerlidir. 

Kan›t: E¤er α
= 90 ise, kosinüs

teoremi tam tam›-

na Pisagor teore-

midir. Bundan böyle α ≠ 90 olsun. α’n›n 90’dan bü-

yük ya da küçük olmas›na göre iki fl›kk›m›z var.

Birinci fi›k: α ≥ 90. 

Afla¤›daki flekilden izleyelim. Önce,

cos(α) = −sin(α − 90) = −sin δ = −d/b.

eflitli¤ini akl›m›zda tutal›m, birazdan gerekecek.

AHC’ye Pisagor’u uygularsak, b2 = h2 + d2 buluruz.
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Bunu da akl›m›zda tuta-

l›m, bu da gerekecek. Son

olarak, BHC’ye Pisagor

Teoremi’ni uygulay›p yu-

karda buldu¤umuz iki eflit-

li¤i yerlerine koyal›m: 

a2 = (c + d)2 + h2 = c2 + d2 + h2 + 2cd =

c2 + b2 + 2cd = c2 + b2 − 2cbcos α.

Bu fl›kta teoremimiz ka-

n›tlanm›flt›r.

‹kinci fi›k: α ≤ 90.

Gene yandaki flekilden

takip edelim. Tan›ma göre

cos α = y/b. Pisagor Teore-

mi’ni flekildeki iki dik üçgene uygulayarak, b2 = y2

+ h2 ve a2 = x2 + h2 elde ederiz. fiimdi bunlar› kul-

lanarak,

a2 = x2 + h2 = a2 = x2 + b2 − y2

= b2 + (x + y)(x − y) = b2 + (x + y)(x + y − 2y)

= b2 + (x + y)2 − 2y(x + y) = b2 + c2 − 2yc

= b2 + c2 − 2bc cos α
elde ederiz ki, bu da bizim kan›tlamak istedi¤imiz

eflitliktir. ■■

Matematik zaman afl›m›na u¤ramaz. ‹flte ner-

deyse 2000 y›l öncesinden bir teorem, tüm güzelli-

¤i ve geçerlili¤iyle karfl›n›zda:

Batlamyüs Teoremi. Bir

ABCD dörtgeninin köfleleri

bir dairenin üstündeyse kar-

fl›l›kl› kenarlar›n çarp›m›n›n

toplam› iki çapraz›n çarp›m›-

na eflittir, yani

AD × BC + AB × CD = AC × BD.

Kan›t: BD üstünde

m(ACB) = m(MCD) eflitli¤i-

ni sa¤layacak bir M noktas›

seçelim. BAC ve BDC aç›la-

r› dairenin ayn› yay›n› gör-

düklerinden bu iki aç› birbi-

rine eflittir. Demek ki ABC

ve DMC üçgenleri benzer

üçgenler. Dolay›s›yla

CD/MD = AC/AB yani AB ×
CD = AC × MD.

Ayn› zamanda m(BCM)

= m(ACD). Demek ki BCM

ve ACD üçgenleri de benzer üçgenler ve

BC/BM = AC/AD ya da BC × AD = AC × BM. 

Buldu¤umuz iki eflitli¤i toplarsak, AB ×
CD + BC × AD = AC × MD + AC × BM = AC × BD

buluruz, ki bu da kan›tlamak istedi¤imiz eflitliktir. ■■

Batlamyüs Teoremi’nden sin(α + β) için bir

formül bulabiliriz.

Teorem. sin(α + β) = sin(α)cos(β) + sin(β)cos(α).

Kan›t: Afla¤›daki flekle Batlamyüs Teoremi’ni uy-

gulamak yeterli. ■■

Yukardaki formülden, sin2(α+β) + cos2(α+β) =

1 eflitli¤ini kullanarak, oldukça kolay bir hesapla

cos(α+β) için ± bir formül bulabiliriz: cos(α + β) =

±[cos(α)cos(β) − sin(α)sin(β)]. Ama daha kolay› ve

do¤rusu var: cos(α + β) = sin(90o − (α + β)) =

sin((90o − α) + (−β)) eflitli¤ine yukardaki teoremde-

ki formülü uygularak art›y› seçmemiz gerekti¤ini

anlar›z.

Teorem. cos(α + β) = cos(α)cos(β) − sin(α)sin(β).

Afla¤›daki sonuçlar›n kan›tlar›n› okura b›rak›yoruz.

Sonuçlar. 

cos(α+β) + cos(α−β) = 2cos(α)cos(β)

cos(α−β) − cos(α+β) = 2sin(α)sin(β)

sin(α+β) + sin(α−β) = 2sin(α)cos(β)

‹flte trigonometri denen fley hemen hemen bun-

dan ibarettir. ♣
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BC = 1
AB = cos(α)
AC = sin(α)
BD = cos(β)
DC = sin(β)
AD = sin(α+β)

Batlamyüs, ya da İsken-
deriyeli Ptolemy (≈100-

168) π sayısı için 377/120
= 3,141666... yaklaşık de-

ğerini bulmuştur.


