Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Sinus ve Kosinus Hakkinda
Bilinmesi Gereken Her Sey

Bilindigi gibi, ti¢ kenari verilmis uzunlukta
olan (eger varsa) tek bir iiggen vardir. Ornegin, ke-
nar uzunluklar1 5, 6 ve 7 olan tek bir tiggen vardur.
O zaman, boyle bir tiggenin agilarini teorik olarak
hesaplayabilmemiz lazim. Ya da bir ti¢genin iki ke-
nar uzunlugu ve bu iki kenar arasindaki a1 veril-
migse, 0 zaman Uglinci kenarmin uzunlugunu da
teorik olarak hesaplayabilmemiz lazim. Nasil he-
saplariz? Yanit: Sintis ve Kosiniis teoremleriyle. Bu
yazida Once siniis ve kosiniisii tanimlayacagiz, son-
ra da teoremlerini kanitlayacagiz.

y Tanmim: o, herhan-
gi bir a¢1 olsun. Yan-
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natlari (c, s) olsun. Tales teoremine gore c/r ve s/r

oranlari daireden bagimsizdir, yani ayni ingay1 » ye-
rine 7' yarigapl bir dairede yapmis olsaydik (solda-
ki sekil) ve P'(c, s')
noktast aynen P(c, s)
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olurdu. Bu yiizden he-

- saplarin daha kolay
olmasi agisindan 7’yi 1
almak yararlidir. Bu
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/ degismez c/r ve sir

oranlarma sirastyla cos o ve sin o denir. Unlii
cos2a + sinZa = 1

iligkisi Pisagor Teoremi’nden dogrudan cikar. eger

0 <a<90°ise, sin o > 0 ve cos o = 0°dir, ama o

bu aralikta degilse, sin o ve cos a negatif olabilir-

ler. Ornegin sin(-a) = —sin o. Ama cos(-a)
cos(a). Kolayca kanitlanabilecek ve ilerde gereksi-
necegimiz bir bagka esitlik: cos a = sin(90° — a.).

Asagidaki cetveldeki agilarin siniis ve kosintsii
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Ali Mustafa
basit geometriden ¢ikar. derece | sin | cos
90°den kiigiik agilarin siniis [ 0 1
ve kosiniisii pozitif oldugundan, [ 35 [ y3n | 112
bu degerler bir dikiiggende hesap- [~ s [ 22 | van2
lanabilir: Herhangi bir dikiiggen- [ " 15 | v312
de, dik olmayan bir aginin siniisii [ 1 0

karsikenarin hipotentise oramdir,
kosintistiyse komgukenarin hipoteniise oranidir.

ABC
herhangi bir ii¢gen olsun.

Siniis Teoremi.
Acgilara sirastyla o, B, v di-
yelim. O zaman

BC AC  AB
~sinB siny

sina

esitlikleri gecerlidir. Ayrica,

eger iicgenin koseleri R yaricapl bir cemberin iis-
tiindeyse, bu degerler 2R’ye esittir.

Kanit: Cemberin merkezine O diyelim. Sekilde-
ki gibi O’dan BC’ye dik inelim. m(BOC) = 2a esit-
ligine dikkatinizi ¢ekerim. BO = OC oldugundan,
BOC ikizkenar bir tiggendir, dolayisiyla m(BOP) =
m(POC) = a. Simdi BOP ii¢geninde hesaplayalim:
sin(c) = sin(m(BOP)) = BP/OB = BC/2R. Demek ki
BClsin(a) = 2R. (Dikkat: Eger o acis1 90°°den faz-
laysa, o zaman O noktasi ticgenin diginda kalir ama
gene ayni esitligi elde ederiz.) Ayni geyi diger acilar-
la yaparsak teoremi elde ederiz. O

Kosiniis Teoremi. Bir ABC ii¢geninde,

BC2 = AB2 + AC2 -2 x AB x AC x cos a
esitligi gecerlidir. A

[0

Kamt: Eger o
= 90 ise, kosiniis
teoremi tam tami-
na Pisagor teore-
midir. Bundan boyle a # 90 olsun. o’nin 90’dan bu-
yuk ya da kiigiik olmasina gore iki sikkimiz var.

Birinci Sik: o > 90.

Asagidaki sekilden izleyelim. Once,

cos(a) = —sin(a. — 90) = —sin & = —d/b.
esitligini aklimizda tutalim, birazdan gerekecek.
AHCye Pisagor’u uygularsak, b2 = b2 + d2 buluruz.
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Bunu da aklimizda tuta-
lim, bu da gerekecek. Son
d olarak, BHC’ye Pisagor

A /
ligi yerlerine koyalim:

A=(c+d?2+h=c2+d2+h?+2cd=
2+b2+2cd=c?+b%-
Bu gikta teoremimiz ka-

Teoremi’ni uygulayip yu-
karda buldugumuz iki eit-

2cbcos a.

nitlanmustir.
Ikinci Sik: o < 90.
Gene yandaki sekilden
¢~ takip edelim. Tanima gére
cos o = y/b. Pisagor Teore-

mi’ni sekildeki iki dik iicgene uygulayarak, b2 = y2
+ h2 ve a? = x2 + b2 elde ederiz. Simdi bunlar1 kul-

lanarak,

42:x2+b2:a2:x2+b2—y2
=02+ (x+y)(x—y) = b2 + (x + y)(x +y - 2y)
=b2+ (x +y)2 = 2y(x +y) =b% + 2 - 2yc
=b2 + 2 - 2bc cos a

elde ederiz ki, bu da bizim kanitlamak istedigimiz
esitliktir. O

Matematik zaman agimina ugramaz. Iste ner-
deyse 2000 yil 6ncesinden bir teorem, tum giizelli-
gi ve gecerliligiyle karginizda:

Batlamyiis Teoremi. Bir
ABCD dortgeninin koseleri
bir dairenin iistiindeyse kar-

D

M stlikly kenarlarm carpummun
toplami iki caprazin carpimi-
na esittir, yani

AD x BC + AB x CD = AC x BD.

: Kanit: BD  ustiinde

m(ACB) = m(MCD) esitligi-

BN Gggenler. Dolayisiyla
Batlamyls, ya da Isken- oy vy - AC/AB yani AB x
deriyeli Ptolemy (=100-
CD = AC x MD.

168) 7 sayisi icin 377/120
= 3,141666... yaklasik de-
Gerini bulmustur.

Ayni zamanda m(BCM)
= m(ACD). Demek ki BCM

ve ACD fggenleri de benzer tiggenler ve
BC/BM = AC/AD ya da BC x AD = AC x BM.
Buldugumuz iki esitligi toplarsak, AB x
CD + BCxAD=ACxMD + ACxBM =ACxBD
buluruz, ki bu da kanitlamak istedigimiz esitliktir. O

Batlamyiis Teoremi’nden sin(a. + B) igin bir
formiil bulabiliriz.

Teorem. sin(o + ) = sin(a)cos(B) + sin(B)cos(a).
Kanit: Asagidaki sekle Batlamyiis Teoremi’ni uy-

gulamak yeterli. O

Y

Yukardaki formiilden, sin?(a+p) + cos2(o+p) =

BC =1

AB = cos(a)
AC = sin(a)
BD = cos(B)
DC = sin(p)
AD = sin(a+p)

1 esitligini kullanarak, oldukca kolay bir hesapla
cos(a+p) i¢in £ bir formiil bulabiliriz: cos(a + B) =

+[cos(a)cos(B) — sin(a)sin(B)]. Ama daha kolay1 ve
dogrusu var: cos(a + B) = sin(90° — (o + B)) =
sin((90° — o) + (—P)) esitligine yukardaki teoremde-
ki formulu uygularak artiyr segmemiz gerektigini

anlariz.
Teorem. cos(a + B) = cos(a)cos(B) — sin(a)sin(p).

Agagidaki sonuglarin kanitlarini okura birakiyoruz.
Sonuglar.

= 2cos(a)cos(B)

= 2sin(o)sin(P)

= 2sin(a)cos(P)

cos(a+p) + cos(a—P)
cos(a—P) — cos(o+p)
sin(o+P) + sin(a—p)

seo{ 2o
e
s 2o

Iste trigonometri denen sey hemen hemen bun-
dan ibarettir. &

o+p
2

o-p
2

J = cos(a) + cos(P)

o+p
2

a-B

2

] = cos(a) — cos(p)

atf
2

aF P
2

J =sin(a) + sin(P)
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